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1 Elektromagnetische Felder

Aufgabe 1 (**)
Betrachten Sie die Schriodingergleichung zur Beschreibung eines Teilchens mit Ladung
—e wm elektromagnetischen Feld

hov 1 /A e -, 2_ . Lo
ZE(T, t) T %<;V = EA(T, t)) \I’(T,t) + 6<Z5(7",t)‘1’(7“7t) =0

(a) Zeigen Sie, dass diese Gleichung invariant ist unter der Eichtransformation

mit einer differenzierbaren Funktion o(r,t). Interpretieren Sie das Ergebnis.

(b) Der Operator fir die Geschwindigkeit des Teilchens ist definiert dber die
Forderung

@ = L5

Berechnen Sie v.
Hinweiss: Benuzten Sie das FEhrenfest Theorem.

(¢) Wie verhdllt sich (U) unter der Transformation.
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Aufgabe 2 (*%*)
Der Hamiltonoperator fiir ein (positiv) geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld
181

1, =
H., = %(—zhv —eA)? —ed

Zeigen Sie, dass die Kontinuitdtsgleichung O0,(V* W) + V- j = 0 gilt, wenn der Strom-
dichtevektor j gleich

Fo b {m(\lfﬁxp* — UV - 2eﬁw*xp}
2m

1st. Beweisen Sie weiterhin, dass j eichinvariant ist.

Aufgabe 3 (***)

Betrachten Sie das Wasserstoffatom in einem schwachen homogenen Magnetfeld B =
(0,0, B). Bei Beriicksichtigung des Elektonenspins lautet der zugehdrige Hamiltonope-
rator

1 . = ahe o=
H=_—(p+eA)?— — +upi-B
2m T

mit dem Bohrschen Magneton pp = eh/2m und den Pauli-Spinmatrizen &. Bestimmen
Sie (zu linearer Ordnung in B) die Eigenenergien E(n,my,ms).

2 Variationsmethode

Aufgabe 4  (*)
Benutzen Sie das Variationsverfahren zur Abschdtzung der Grundzustandsenergie des
linearen harmonischen Oszillators mit Hilfe des Ansatzes:

P(q) = !

_a2+q2

Formeln:
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Aufgabe 5 (%)
Gegeben Sei ein Teilchen in einem Potentialkasten mit unendlich hohen Wanden und
der Breite L.

Als Versuchswellenfunktion sei

B L—|z| firlz|<L
Vo) =4 {0 fir|z| > L L)

gegeben.
1. Bestimmen Sie die Normierungskonstante A.

2. Schatzen Sie die Grundzustandsenergie ab und vergleichen sie es mit dem exakten
Resultat By = il

8mL2 "

3 Storungstheorie

Aufgabe 6  (**)

Berechnen Sie zu erster Ordnung in A\ die Energieverschiebung im Grundzustand des
eindimenstonalen quantenmechanischen harmonischen Oszillators, wenn das Storpo-
tential H, = \x* zum Hamiltonoperator Hy = % + %wQ:EQ hinzuaddiert wird. Berech-

nen Sie auch die Korrektur in zweiter Ordnung 5E52) o A2

Aufgabe 7 (**%*)

Zum Coulombpotential werde ein Korrekturterm proportional zu 1/r* hinzuaddiert, d.h.

ahce h%g
Vir) = o * 2mr?

mit g > —1/4. Die zufillige Entartung des Wasserstoffspektrums bzgl. | wird nun
aufgehoben. Berechnen Sie das zugehirige Energiespektrum E,; exakt und entwickeln
Sie die Spektralformel bis zur Ordnung g. Vergleichen Sie den Term linear in g mit
dem Erwartungswert des Stérpotentials.

Hinweis: Die Radialgleichung fir u(p) erfihrt folgende Modifikation: (1 + 1) — I(l +
D+g=0U(U"+1).
Hinweis: Es gilt (r=2) = [a3n3(1+1/2)]7!
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Aufgabe 8  (***)
Betrachten Sie den zweidimensionalen quantenmechanischen harmonischen Oszillator
beschrieben durch den Hamiltonoperator

HO =

1 m
. (P2 +p)) + EwQ (2* +y?)
Berechnen Sie die Energieverschicbung aufgrund eines Stirpotentials H, = emw?xy
im Grundzustand und im (entarteten) ersten angeregten Zustand in erster Ordnung
Storungstheorie. Interpretieren Sie ihr Resultat. Liosen Sie das Problem nun exakt,
beispielsweise durch Diagonalisierung der quadratischen Form fiir das Gesamtpotential,
und vergleichen Sie mit einer Berechnung der Grundzustandsverschiebung in zweiter
Ordnung Storungstheorie.

Aufgabe 9  (*¥*)

Ein starrer Rotator mit dem Tragheitsmoment I werde durch den Hamiltonoperator

R 1 -
N
Ho 2.1

beschrieben, wobei L der Drehimpulsoperator ist.

1. Welche Werte kann die Energie des Systems annehmen und wie ist der Entar-
tungsgrad der Energieeigenwerte?

2. Der Rotator besitze nun ein magnetisches Dipolmoment [i. In einem duferen
Magnetfeld B fiihrt das zu einem Wechselwirkungsterm

Hi=—ji-B=—pBcosl

My soll als Storung behandelt werden. Berechnen Sie die erste nicht verschwin-
dende Korrektur fiir die Grundzustandenergie des Rotators.

Hinweis: Es gilt fir die Kugelflichenfunktionen Y, (0,¢) : Yoo = ,/ﬁ und Yo =

3 \
i- cos 0

Driicken Sie Hy durch die Kugelflichenfunktionen aus und verwenden Sie die Ortho-
gonalitatsrelation.

4 WKB-Naherung

Aufgabe 10  (*)

Bestimmen Sie das asymptotische Verhalten der WK B-Wellenfunktion tief im klassisch
verbotenen Bereich, also im Grenzfall x — oo, fir das lineare Potential V(z) = F -z
mit > 0.
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Aufgabe 11  (**)
Die WKB-Ndiherung st ein Naherungsverfahren fir eindimensionale Probleme. Sie
kann aber auch auf Probleme erweitert werden, die in Produktwellen zerfallen.

(1) Wie lautet die Schridinger-Gleichung fir eine Radialwelle in einem kugelsymme-
trischen Potential V (r)?

(2) Wie lautet die Quantisierungsbedungung (WKB-Gleichung) fir den Radialwellen-
anteil?

(3) Benutzen Sie ihre Ergebnisse, um die Energieniveaus von Wasserstoff in der WK B-
Néiherung zu berechnen. Vergleichen Sie ihr Erbenis fir n > 1/2 und n > [ mit
den exakten Bohr-Niwwaus

(G
2h2 \47eg n?

Hinweis:/ d?x\/(x —a)(b—x) = g<\/5 —Va)?
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