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Aufgabe 1  (*)
Beweise die Relationen

[E4, B8] = 2RE,, [L.,Li]= £ALy, [E% Ei] =0

mathilfe der Vertauschungsrelationen fiir den Drehimpuls.

Losung:

[Ly,L_)=[L,+iL,, Ly —iL,] = [Ly, Ly] +i[Ly, Ls] —i L., L,] + [Ly, L]
N—— N—— —_—— N
=0 =—ihL, =ihL, =0
= 2hL,
[L.,Ls]=[L.,L, +iL,] = [L., L, +i[L., L,]
N—— N——
ihLy =—ihL,
= +hL, +ihL, = +h(L, +iL,) = +hL,
[L?, L] = [L* L) +i[L* L) =0
N—— N——

=0 =0
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Aufgabe 2 (*)
Wir bezeichnen die simultanen Eigenkets von L* und L, mit [l,m), | € N und —I1 <
m < 1. Fir die Auf- und Absteigeoperatoren des Drehimpulses Ly = L, £1iL, gilt:

Lill,m)=0/Il+1) —m(m=x1)|[l,m=+1)
Driicke Ly und L, durch Ly aus und zeige die Relationen

(I, m|LyLy + LyLy|l,m) =0
(L,m|L2 — L2|l,m) =0

Losung: Verwendung der Definition von Auf- und Absteiger und Invertierung zu:
1 7
Ly = §(L++L—) Ly = §(L+—L—)

erlaubt es und die gesuchten Erwartungswerte umzuschreiben:

(Lm|LaLy + Ly La|l,m) — 41 (L, m| <{(L++L )L, _L_)+(L+_L_)(L++L_)] yz,m>)

=0

l,m\

zm\ ({2? — 2L —L,L_+L_ L++L+L,—L LJ |1, m>)

Li|lm)—%<l m| <L2 I m>>:0

Der letzte Schritt folgt, da L2 |I,m) ~ |l,m+2) und (I,m|l,m +2) = 0 wegen der
Orthogonalitit der Eigenfunktionen. L2 folgt analog.

ol = 22m) = (] (| (B4 L)+ £0) = (e = L)L = 20} om) )

1
(20)

ol (| LB+ L)+ (2 = L)L = 1) 1))
1
;

L.L_— L_L+} |l,m))

-~

=0

(I,m| ({QLi +2L2 LyL 4+ L Ly —

N | =
3
~
+
E)
N———
+
N | —
El
VR
~
no
2
N——
Il
(e}
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Aufgabe 3 (%)
Der Hamiltonoperator eines starren Rotators in einem Magnetfeld ist gegeben durch:

L2

H=—
20

+ ’yﬁ . B

Dabei ist L der Drehimpuls und B das angelegte Magnetfeld. © (das Trigheitsmoment)
und ~y (der gyromagnetische Faktor) sind Konstanten. Das Magnetfeld sei konstant in
z-Richtung: B = Bé,.

Wie lauten Energieeigenzustinde des Systems? Berechne die Energieeigenwerte.

Loésung:

Wir kennen simultane Eigenzustinde der Operatoren L? und L., nimlich die Kugel-
flichenfunktionen Y},,. Dementsprechend sind selbige die gesuchten Eigenzusténde.
Die Eigenenergien sind dann gegeben durch:

CRA(L+1)

Eimn
! 20

+ ymhB

Aufgabe 4  (*¥*)
Wir betrachten ein System in einem Eigenzustand zu L* mit Eigenwert 2h?, d.h. | = 1.

a) Bestimmen Sie, ausgehend von der bekannten Wirkung von Auf- und Absteigerope-
ratoren Ly, die Matrizdarstellung von L., L, und L, beziiglich der Standardbasis

|1, m).

b) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeitsdichte, ausgedriickt in Kugelkoordinaten mit 0
und @, fiir ein System in einem Eigenzustand zu L? und L, mit den Quantenzahlen
=1 und m, = 1.

Losung:

a) Zunéchst bemerken wir, dass die Matrixdarstellungen beziiglich des 3-dimensionalen
Unterraumes, der durch die Basis {|l = 1,m)},,—_1,01 aufgespannt wird, zu bestim-
men sind. Die gegebene Basis besteht aus Eigenzustidnden des Operators L., d.h.:
L, |1,m) = hm |1, m). Die darstellende Matrix des Operators L, ist damit diagonal:

0
0
-1

L,=h

o O =
o O O

Die Wirkungen von L, , auf die Eigenzusténde von L., also die |/, m), erhalten wir
durch Verwendung von L. Dabei ist bekannt, dass gilt:

L ]1,1)=0 L_|1,1) = iv/2]1,0)
L]1,0) = Av/2]|1,1) L_|1,0) = iv/2]1,-1)
Li|1,-1) = h/2]1,0) L_|1,-1)=0
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wobei wir benutzt haben, dass gilt:

Le|l,m) = /Il +1) —m(m+1)|l,m=*1)

Dies liefert uns:

0
L.=h/2]0
0

O O =

0 0 00
1 Lo=hm/2[1 00
0 010
Verwendung der Definition von Auf- und Absteiger und Invertierung zu:

) :
L, = §(L+ +L)  Ly= %(LJF - L)

liefert uns die gesuchten Matrixdarstellungen zu:

010 0 —i 0
h h
L,=— (101 Ly=— i 0 —i
V2 \g 1 0 V2\g i o

Diagonalisierung von L, liefert die Eigenzustidnde von L, beziiglich unserer gewihl-
ten Basis aus Eigenzustdnden von L,. In Dirac-Notation:

1
1, #1), = 5(11.1) + V2|1,0) +[1,-1)), mit Eigenwerten + 5
1
V2

Die gesuchte Eigenfunktion v,,,_, (6, ¢) im Ortsraum ist damit:

11,0), = —=(|1,1) = [1,-1)), mit Eigenwert 0

s (8r9) = 5 (V1(0,) + 377 (0,0)) + 2=Y006.9)

= 1/8%((3059—2'811195111@)

Die gesuchte Wahrscheinlichkeitsdichte p(6, ¢) ergibt sich somit zu:

3 .
p(0,¢) = |Ym,_, (0, 90)|2 = g(l — ¢in? 6 cos? ©)
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Aufgabe 5 (%)
Bestimme die Matrizezponentiale fiir die Matrizen:

a)
01 3
A=10 0 4
00 0
b)
0 0
5=(5 o)
Lésung
a)
01 3 00 4
A=10 0 4 A2=10 0 0
000 000
1 11
= eA:]1+A+§A2= 0 1
00
b)

[e.e]

= (-1 0 1
:ﬂzﬁjL -1 o)z

n=>0
[ cos@ sinf
~ \—sinf cosf

A3 =0

— = Ot

2n+1

(_1)n92n+1
(2n + 1)!
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Aufgabe 6  (*)
Die normierten Wasserstoffeigenfunktionen fiir mazimalen Bahndrehimpuls | =n — 1
sind von der Form:

Up,n—1\T 2 27’ " __r
\Ijn,n—l,m(m — fl()yim(ﬁu 90)7 un,n—l(r) — ( ) e "B

n(2n)lap \ nag

h

meac”

mit ag =

a) Bestimme den Abstand ., an dem die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte P(r) =
U1 (7) > mazimal wird und vergleiche ry,q. mit dem Mittelwert (r).

b) Berechne die Unschirfe Ar. Wie hingt die relative Abweichung 2 von der Haupt-

{r)

quantenzahl n ab? Das FErgebnis verdeutlicht, dass fiir grofie n die Vorstellung einer
Kreisbahn zuldssig 1st.

o0

Hinweis: [ dzazle ™ = g!
0

Losung:

a)

2 2r 2n _2r
P(r) = [t (r)? = ( ) o

n(2n)lag \ nag

Da P(r) positiv ist und im Ursprung und im Unendlichen verschwindet, nimmt es
dazwischen sein Maximum an. Wir suchen also Extremstellen von P(r):

dP(r)

dr =0

Es gilt:
Op(x™e™) = e " (2na™ ' —2®) =0 = Tpae = 20

Es handelt sich um ein Maximum da es die einzige Extremstelle im Intervall |0, oo]
ist und mindestens ein Maximum existiert. Damit gilt:

. nap 9
Tmaz = 9 Lmaz = N AB

2r .

Fiir den Erwartunswert gilt nach der Substitution z =

nag "’
oo 9 00
B 9 u(r)|”  nap 1 il o 1
<7’> = /d?" re-r T = TW /dl’i[} e = n(n + 5)@3 > Tmazx
0 0
—_——

(2n+1)!
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b)

oo

<r2>:/dr r2 g2

0

u)2

r
r

nag\2 1 r "t 1
= (%) (2—n)‘/ daa” e =n*(n+ 1)(n + 3 )aj
0

—_——
(2n+2)!

Damit finden wir:

Ar:%m

und
Ar 1 n—00

W Vil

Fiir grofe n macht die Vorstellung einer Kreisbahn also Sinn.

Aufgabe 7 (%)
Driicke den Winkelanteil des Ortsvektors 7 in Kugelkoordinaten durch geeignete Line-
arkombinationen der Kugelflichenfunktionen Y, aus.

Losung:
In Kugelkoordinaten haben wir:

x =1 -sindcos ¢
y=r-sindsiny

z=r-cosv
Demnach benétigen wir Ausdriicke fiir die Winkelanteile:
sin ¥ cos sin ¥ sin ¢ cos

Wir kennen die benétigten Kugelflichenfunktionen und die komplexe Darstellung der
trigonometrischen Funktionen:

[3 [3 . .
Yio(9, ) = Ecosﬁl Yiai(W,0) =F 8—7Tsm?96i¢

sina = % (em — e’m) cosa = % (em + e”'a)
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und wir finden:

4
= cosﬁzwg-}/lo(ﬁ,gp)
l(—Y (0,0) +Y11(V,9)) = isinﬁl(e“"—ke_i“’)— isinﬁcos
A S U ~ Ve v

2
= sindcosp =4/ g(nq(ﬁ, ©) — Y (9, ¢))

1 [3 . 1,.. [3 . .
Q—i(—ﬁl(ﬁ,w)—iﬁ_l(ﬁ,w))z §51nﬁ2—i(e“"—e 7)) = gsmﬁsm@

= sindsing =4/ 2%(5/11(197 ©) +Yu(d, )

Aufgabe 8  (**)
Der Hamiltonoperator des dreidimensionalen harmonischen Oszillators in Kugelkoor-
dinaten lautet: 52 v
H _ __A 2.2
-T2

a) Reduziere die stationdare Schridingergleichung auf eine Radialgleichung mit dem b-
lichen Ansatz V(1) = @Ylm(ﬁ, ¢). Vereinfache sie durch die Substitution mit den

. . v . Mw _E
dimensionslosen Griflen y =ry/ 5 und € = ;=.

b) Zeige, dass das asymptotische Verhalten durch den Ansatz u(y) = y'te v"/20(y?)
beriicksichtigt wird und bestimme die verbleibende Differentialgleichung fiir v(y?).

c¢) Schreibe die DGL aus b) um, in eine DGL fiir v(p) mit der Variablen p = y>.

d) Setze eine Potenzreihe fiir v(p) an. Die Abbruchbedingung liefert das Energiespek-
trum Ey = hw(2n + 1+ 2) mit den Quantenzahlen n, 1.

Losung:

a) Die Radialgleichung lautet:
< 2RI+ 1)

M 2.2
e vy M _E -0
oM aa 2T ) u(r)

Die Substitution ergibt:

(jf_ I(1+1)

dy? y?

e o
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b)
I(1+1
Y0 () = 1 : July) = uly) = ¢+
Y — 00 : u"(y) = (2 — Duly) = uly) =e ¥/

Der Ansatz u(y) = y"'e ¥"/2u(y?) beriicksichtigt also beides. Einsetzen in die DGL
liefert eine Gleichung fiir v:

20— e —3) ) =0 (1)
dy? y Yy v =

¢) Durch Anwenden der Kettenregel konnen wir die DGL umformen zu:
3
4y*0" (y?) + 20 (y?) + 41 + 1 — )/ (y*) + 2 (1 -1 - 5) v(y*) =0

Jetzt substituieren wir p = y2, was zu

d? 3 d
— l+-—p)— =0
{pdﬁ i ( T2 p) ap " V] (°)
fiithrt, wobei wir die Abkiirzung v = %(e —1- %) eingefiihrt haben.

d) Mit dem Potenzreihenansatz v(p) = > app® erhalten wir nach Koeffizientenver-
gleich:
Q41 k—v (41

= ! fii ofle k
= — ~ — fir gr
ar  (k+ Dk +1+3/2) a kB

Falls die Reihe nie abbricht, verhilt sie sich wie die Exponentialreihe. Also:

v(p) ~ e’ baw. wv(y?) =e’

Das widerspricht der Forderung nach Normierbarkeit von w. Die Reihe muss also

bei einem n = v = 1(e — I — %) abbrechen!
Resubstitution von € = % und Auflosen der Gleichung nach E ergibt:
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Aufgabe 9  (**)
Wir betrachten den Spin eines Elektrons im magnetischen Feld B. Der Hamiltonope-

rator lautel:
H=— ( c ) §. B
MeC

Wir wdhlen ein konstantes Magnetfeld in z-Richtung. Der Hamiltonoperator ist also
gegeben durch

le| B

H=wS, mit w= .
MeC

a) Was sind die Figenzustinde und Energieeigenwerte des Systems?

b) Zum Zeitpunktpunkt t = 0 befinde sich das System in dem Zustand
1 1
at=0)= —|+) + —|-
it =0) = —=|+) + 7=|-)
also in dem |Sy; +) Eigenzustand der S,-Komponente.
Benutze die zeitabhdngige Schrodingergleichung

zh% la; t) = H |a; t)

um |a;t) zu bestimmen.

c) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Elektron zum Zeitpunkt t wieder im

Zustand |Sy; +) = 5 |4+) + \/Li | =) befindet? Wie groff ist also | (Sy; +|a;t) |*?

Losung:

a) Da der Hamiltonoperator einfach ein Vielfaches von S, ist, sind die Eigenzustinde
gegeben durch |+) und |—). Die entsprechenden Energieeigenwerte sind +%.

b) Eigenzustinde |V (¢ = 0)) mit Eigenenergie Ey entwickeln sich geméf der zeitab-
hiangigen Schrodingergleichung:

U () = exp (—%Eq,t) (¢ = 0)) 2)

Unser Anfangszustand |o;t = 0) ist ein Uberlagerungszustand aus zwei Eigenzu-
stdnden des Hamiltonoperators. Die Eigenzustinde entwickeln sich separat nach
(2) (Linearitdt der Schrodingergleichung!). Also ist:

i) = [ F b+ |

10
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c)

gt e wt
e e — COS —_—
2

DN | —

{(+I+<—!} {e‘“? +) + e !—>} =

DO | —

(Sa; +a, 1) =

also ist

| (Sz; +|a, t) |2 = cos? (%t)

Aufgabe 10 (¥*)
Ein Elektron befinde sich im Spinzustand:

1—2¢ .
X:A( , ) —A(@-2)1+)+2]-))
beziiglich der Figenzustinden von S,.

a) Bestimmen Sie die Konstante A so, dass x korrekt normiert ist.

b) Sie messen S, bei diesem Elektron. Welche Werte kinnen Sie prinzipiell erhalten?
Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit fir jeden dieser maoglichen Werte? Was ist der
Erwartungswert von S, ?

c) Sie messen S, bei diesem Elektron. Welche Werte konnen Sie prinzipiell erhalten?
Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit fiir jeden dieser maoglichen Werte? Was ist der
Erwartungswert von S, ?

Loésung:

a) Die Normierungsbedingung fiihrt zu:

1—-2:

1= XX = ’A|2(1+2i70)‘( 0 ) = AP (1+4+4) = A= (bis auf bel. Phase)

Wl

b) Wir arbeiten in der S, Basis. Die Eigenwerte konnen daher direkt abgelesen werden
7\

5 4
Pinp =] (+x)* = 5 Py = (+IX) * = 9

Damit ergibt sich ein Erwartungswert von:

(59 =tsih0 =5 (5-5) =15

c¢) Der Eigenvektor von S, zum Eigenwert ig in der S, Basis ist gegeben durch:

4), = —=(1+) £1-)

T

QI

11
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was man durch Diagonalisierung von S, oder durch Einsetzen in die Formel aus
der Vorlesung mit ¥ = 7 und ¢ = 0 erhalt. Damit erhalten wir die gesuchten
Wahrscheinlichkeiten zu:

13 5
P—|—h/2,x = | <ZE +|X> ‘ E P—ﬁ/?,x = | <x7 _|X> |2 — E

Dies fiihrt zu einem Erwartungswert von:

Aufgabe 11  (**)

Wir koppeln zwei 1/2 Spins und bezeichnen die Eigenzustinde zum quadratischen Ge-
samtspinoperator S* mit |s = 0,1 ,m). Wir definieren Auf- und Absteiger: Sy :=
Si+ + Sox.

a) Wenden Sie S_ auf den Triplet-Zustand |s = 1,m = 0) an und zeigen Sie damit,
dass das Ergebnis /2h |1, —1) folgt.

b) Wenden Sie Sy auf den Singlet-Zustand |s = 0,m = 0) an und zeigen Sie damit,
dass es keine weiteren Singlett-Zustande gibt.

¢) Zeigen Sie, dass |1,1) und |1,—1) Eigenzustinde von S* mit den erwarteten Eigen-
werten sind.

Losung:

a) Die Wirkung des Auf- und Absteigers bzgl. einer Komponente ist:

Se ) = iy/(s(s + 1) — m(m £ 1)) | )
= h/(1/2(1/2+ 1) £ 1/2(F1/2 £ 1)) |£) = h|+)

Damit erhalten wir:

S |ls=1,m=0)=(S1_+ S )—(|+,—) + |-, +))

7
1
= (St )+ S )+ S [ ) + S | )

=h|—,-) =0 =0 =h|—,—)

= V2h|—, =) = V2h|1,-1)

b) Mit einer analogen Rechnung wie in a) finden wir, dass:

5:10,0) = (51i+52i)\/—(\+ =)= 1=+

:_(SI:I:H’ > S1;|:|—,+>+52j:’+7_>_52:I:|_7+>):0

S

12
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wobei wir beobachten, dass sich zwei Paare stets gegenseitig in ihrer Wirkung auf-
heben.

Damit kénnen wir durch Anwenden von Auf- und Absteigern keine weiteren Singulet-
Zustande erzeugen, so wie es sein sollte.

¢) Wir beginnen mit den Hilfsrechnungen bzgl. einer Komponente:

st =50 (3) =3 (1) =5 10 Sl =21
Sl ="21) Syl = 20 1)

Damit erhalten wir:

S2|1,1) = (S) + 82)? |+, +) = (S? + S2 + 2(S1,5%, + S1ySay + 512592.)) [+, +)
n Al )
22! 22"
=2R% |+, +) = 1(1 + 1)A* |1, 1)
S?1,—1) = 2R% |+, =) = 1(1 + 1)R* |1, —1)

13



