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Sommersemester 2015

Fabian Jerzembeck und [Sebastian Steinbeisser
Fakultét fiir Physik
Technische Universitat Minchen

18. September 2015

Zeitabhangige Schrodingergleichung
und der
harmonische Oszillator

1 Zeitentwicklung im Schrodinger- und
Heisenberg-Bild

Aufgabe 1  (*)
Betrachten Sie die kriftefreie, eindimensionale Bewegung eines Teilchens der Masse
m:

H=_—p°

2m

1. Lésen Sie die Bewegungsgleichung fir den Operator xy(t) und den Impulsoperator
py(t) im Heisenberg-Bild.

2. Berechnen Sie die Kommutatoren:

[y (1), zu(t2)]; [pu(t1), pu(t2)]; (25 (1), pr(t2)];
Losung:
Es gilt
H = Lpz 8_H =0: = HH — 6%E(t—t0)H€_%E(t—t()) —H
2m” ot ’
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da der Hamilton-Operator nicht explizit von der Zeit abhéngt.

1) Bewegungsgleichung

ihi(t) = [zy(t), Hy) = en 70z HleTw H(t-to)
[z, H] = 5 [2,0%] = 5 (blz, p] + [2,plp) = p
= ix(t) = mpu(t),
ihpu (t) = [pu(t), Hy) =0
= pu(t) = const = p(0) = p Konstante der Bewegung
= xp(t) =2u(0) + Lpt = x + £t

2) Kommutatoren
[u(t1), 2a(te)] = [0+ 2t o4 Bto] = [z, 2]+ stita[p, p+ B [p, 2]+ 2[z,p] = L(ta—t1)

o (t1), pu(te)] = [p,p] =0

[wu(t1), pu(te)] = [v + &t p] = [x.p] + Llp,p] = ih

Aufgabe 2 (*¥*)
Bei t =0 sei ein Wellenpacket

=2

U (x,0) = Ce™%e 22
gegeben.
1. Berechnen Sie unter Verwendung des Zeitentwicklungsoperators

m im(z—a')?
— e 2ht
2mhit

Uz, 2’ t) =
die zeitliche Entwicklung des Wellenpacketes V(x,t) firt > 0.
2. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichtskeitsdichte
plx,t) = U (z, t)¥(x,t)
Wie verdndert sich (x), Ax, Ap und Az - Ap mit der Zeit?

Hinweis: f;o dx exp[—(az? + Bz + )] = \/geXp [ﬁt;lm}
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Losung:
(1) Mit dem Propagator U(z,2’,t) erhélt man

U(x,t) :/ do'U(z, o', t)¥(2',0) =
2

:/ dz'U(x, 2’ t)C exp(ikox) exp ( — ; )

2
0o a

m ima? <, o (M 1 ., mx
=\ s (o) [ oe [ (5 — 5) = (o= 7))

o0

Verwendet man nun

00 2
/ dz exp[—(az® + Bz +7)] = \/g xp [%}

fiir
1 m
0= —— —
2a%?  2ht
Tmx
= 7 ik
5 7t ()
’}/ =
Damit folgt
C 22 — 2a2ikor + "My
U(z,t) = ——=exp | — m
1+ 2a2(1+inf};2)

(2) Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist gegeben durch

) VTR
p(z,t) =V (z, 1)V (z,t) = ©] _ M]

—26Xp[ 5
Vi () a(1+ ;14)

Da die Normierung erhalten bleibt, folgt

s e (X))

Fiir ¢ = 0 gilt
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Ap ist fiir ein freies Wellenpacket zeitlich konstant und somit gilt

Ap(t) = Ap(0)

Zur Begriindung: Ap ist die Breite der Impulsverteilung p(k,t) = U*(k,t)¥(k,t). Es
gilt dabei

< dk _
W) = [ ol

eines freien Wellenpacketes. Damit gilt
U(k,t) = ¢p(k)e B! = p(k,t) = |¢(k)|* = konstant

Damit ist auch die Breite konstant.
Die Unschirfe Relation ist gegeben durch

o a0 A ()]

ma?

Weiterhin erhalt man

(z) = Ko, (;»(@:%)

m

Aufgabe 3 (%)
Der linearen harmonische Oszillator wird beschrieben durch den Hamilton-Operator:

2
P 1 2 2
H=_—+-mw
om 2
Zeigen Sie, dass Impulsoperatoren p und Ortsoperator q im Heisenberg-Bild die folgen-

den Bewegungsgleichung

d
s (t) + wqu(t) = 0

d
ﬁpH(t) + Wy (t) =0

Losung:
1. Die Bewegungsgleichung fiir nicht explizit zeitabhingige Obserblen ist:

i L (1) = [an(0). Hy | = e g, 1] e

OH

O 0=Hy=H
ot 0= H
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1 1 th
[q, H} = —[q,pz} - —([q,p}erp[q,pD =—p
2m 2m m
Zwischenergebnis
d 1
—qu(t) = —pu(t
dtQH( ) mpH( )
2.
L d iHt —iHt
ZH%PH(t) = [pH(t),H] =eh [ ,H]e h
1 1
ptt] = gt lpat] = gm(alpoa] + [pra]a) = —ihmete
Zwischenergebnis:

d
EpH(t) = —mw2qH(t)

3. Kombination der beiden Zwischenergebnisse:

d 1 d
ﬁQH(t) = E@pH(t) = —w’qp(t)

d

d
_ e 2_
dt2pH(t) mw dtQH(t)

2 Ehrenfest Theorem

Aufgabe 4  (**) Wir betrachten ein Teilchen in einem zeitlich konstanten Po-
tential V(7). Der Hamiltonoperator fir dieses Teilchen ist dementsprechend H =
p?/2m~+V (7). Wenden Sie das Ehrenfesttheorem auf den Ortsoperator 7 und Impulsope-
rator ﬁ an. Kommt Ihnen etwas aus der klassischen Mechanik bekannt vor? Definieren
Sie hierzu im zweiten Fall geschickt eine Kraft. Kombinieren Sie schlieAYlich beide
Resultate.

Losung:

Zunichst setzen wir fiir den allgemein betrachteten Operator A den Ortsoperator 7
des Systems. Der Ortsoperator ist offenbar explizit zeitunabhingig, so dass dessen
partielle Zeitableitung verschwindet. Weiterhin ist bekannt, dass der Kommutator des
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Impulsoperators p mit den Ortsoperator 7 gerade [p, 7] = —ih ist. Ferner kommutiert
das Potential V() mit 7, da es nur vom Ortsoperator abhingt. Daher ist

i =%<[ﬁif]>+ (%)

Diese Gleichung ist analog der klassischen Definition des Impulses. Dariiber hinaus
kann man die gleiche Rechnung fiir A = p durchfiihren. Auch der Impulsoperator ist
explizit zeitunabhingig, so dass die partielle Zeitableitung verschwindet. Zu berechnen
bleibt daher noch der Kommutator des Hamiltonoperators und des Impulsoperators.

S o) = L1+ <%>

4l

Offenbar kommutiert der Impulsoperator mit sich selbst. Es bleibt also der Kommutator
des Potentials V' (7) und des Impulsoperators p zu bestimmen. Dazu schreibt man den
Impulsoperator in der Form p = —¢AV und erhilt

%(ﬁ):...:%<{V(f),§ﬁ]>
- <[v<¢),ﬂ> _— <6v<¢)> - <ﬁ(f)>

Hierbei wurde ausgenutzt, dass ein Operator wie der Kommutator stets auf eine Funk-
tion wirken muss. Nach dieser Rechnung sehen wir, dass auch dieser Fall in einer
klassischen Gleichung resultiert. Kombination beider Resultate fithrt zu

was genau der Newtonschen Bewegungsgleichung entspricht.

Anhand des Beispiels haben wir gesehen, dass die Erwartungswerte einer klassischen
Bewegungsgleichung gengen. Beachtet werden muss allerdings, dass die Mittelwerte
(7) und (p) nicht notwendigerweise die klassischen Trajektorien erfiillen miissen. Dazu

miisste <ﬁ(f)> = F((#)) gelten.
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3 Kontinuitatsgleichung

Aufgabe 5  (*)
Ein Teilchen der Masse m werde durch die folgende Wellenfunktion beschrieben

r .
U(r,t) :A-Texp(— %+28ma2

T+ 1(;5) sin 0
1. Berechnen Sie die reelle Normierungskonstante A.
2. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsstromdichte j(r,t).

3. Geben Sie die Energieeigenwerte I an.

i (D10 1D
Hinweis: V = (87“’ 790 rsin0 6¢>

Die Gammafunktion I'(z) = [~ t" e~ = al.

Loésung:

1. Berechnen Sie die reelle Normierungskonstante A.
(W(r, t)|> = A% r2e/sin? 0

Normierungsbedigung

o +1
1= /d?’r\\If(r, t)? = 27TA2/ r4er/a/ dcos (1 — cos® )
0 —

J-1
2-2/3=4/3
8T o 5 [T 4 g 2 5 1
= —A%a drx*e ™ =641 A%’ A = —
3 0 v mad
2. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsstromdichte j(r,t).
Die Wahrscheinlichkeitsstromdichte ist
() = ' (1'VT - UVTY) h@(qf*(* HV(7,1))
rt) = — — = (U (F 7
AT 2mi m ’ ’

in Kugelkoordinaten

VE<8 10 1 0

p mf)_gb) = Jp = %% (A2 Sin29<7’€_2:1§7‘€_22>)/: 0

,
re\erll
analog: jy =0
i , 1 1 . h
Jo(Tt) = EAzrz sin? 9677/“%(67”—871 siné’a_qbem) = EA%‘ sin fe /@
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3. Geben Sie die Energieeigenwerte F an. Die zeitabhéngige Schrodingergleichung
lautet
0 n?

ihs U7 ) = BU(F, 1) — B = -

4 Matrixdarstellung

Aufgabe 6  (*)

In einem dreidimensionalen Hilbertraum sind folgende Vektorzustinde gegeben:

) = i1) = 2[2) —i[3)
|6) = il1) +2[3)

Hierbei sind |1), |2) und |3) die orthonormierten Basiszustinde.

1. Berechnen Sie die Skalarprodukte («|B) und (B|a) explizit und zeigen Sie, dass
(Bla) = (alB)".

2. Finden Sie alle Matrizelemente von A = |a)(8| und geben Sie die Matrizdarstel-
lung von A an.

3. Ist der Operator A hermitesch? Begrindung?

Loésung:

1. Zu beachten ist die komplexe Konjugation fiir das erste Argument.

(alB) = —ii(1]1) — 20(1|3) — 2i(2|1) — 4(2|3) +i(3[1) + 2i(3[3) = 1 + 2i
(Bla) = —ii(1|1) + 2i(1]2) + i (1]3) 4 2i(3|1) — 4(3|2) — 2i(3|3) = 1 — 2
(@) = (1+21)" =1-2i= (Blo)

2. Durch Anwendung von A auf die Basiszustiinde folgt:

A1) = [a)(BI1) = —ila) = |1) +2i[2) — |3)
Al2) = |a)(B]2) = 0

AY3) = la) (813) = 2 |a) = 20]1) — 412) — 2i]3)
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R 1 0 2 N 1 —-2¢ -1
A=[2 0 —4 A= 0 o0 o0
-1 0 =2 -2 —4 2

3. A #* At = A ist nicht hermitesch

Aufgabe 7 (%)
Der Hamilton-Operator eines Zwei-Niveau-Systems lautet:

Ho=e(IL)(L] = 12)(2] + 11)(2] + [2)(1])

Hierbei sind |1) und |2) die orthonormierten Basiszustinde. Der Parameter € hat Ener-
gieeinheiten.

1. Wie lautet die Matrizdarstellung des Operators H in dieser Basis?

2. Finden Sie die Energieeigenwerte und die zugehorigen Eigenzustinde des Opera-
tors H.

Losung:

1. Durch Anwendung von H auf die Basiszusténde folgt:

AL = eI = [2)211) + [1) 1) + 2) (11)] = ¢||1) + |2)]

AI2) = e[ |14112) - [2)212)[1)(212) + [2)(112)] = e[11) = |2)]

~ -~ 1 1
H:eA:(l _1)

2. Zum Finden der Eigenwerte gilt es das Eigenwertproblem <7:l — Ml) v =0 zu

l6sen:

det (’H—Aﬂ) —0

—(e=N)(e+A)—€=0
A2 = 2¢2
)\1/2 = i\/§€
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Durch Einsetzen der Eigenwerte in das Eigenwertproblem lassen sich folgende

Eigenvektoren finden:
V1 = (_ _\{EE+5)

Vo = <_ \/1§€+€)

5 Eindimensionaler harmonischer Oszillator
Aufgabe 8  (*) Zeigen Sie: Wenn ¥, Eigenfunktion von n = a'a zum Eigenwert v
ist, so ist 'V, Eigenfunktion von n mit Eigenwert v + 1.

Loésung:
Um diese Aussage zu zeigen, kann man den Kommutator der beiden Auf- und Ab-
steigeoperatoren a' und a betrachten. Wie man durch Nachrechnen verifizieren kann,

gilt
[a,a] =1

Damit kann man nun auch den Kommutator des Teilchenzahloperators mit dem Auf-
steigeoperator bestimmen. Es ist

[n,a'] = [a'a,a'] = a'aa’ — a'a'a = a' [a,a'] = o
-1

Mit dieser Aussage folgt unmittelbar
na', = (a'n + a0, =a'(v + DT, = (v +1)d'V,

womit die Behauptung gezeigt ist.

10
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Aufgabe 9  (**)
Wir berachten einen eindimensionalen harmonischen Oszillator mit den Hamiltonope-
rator

2 2.2
P MW=
H=-—

QmjL 2

mit den Eigenzustinden |n). Zur Zeit t = 0 sei der Zustand durch

W(t = 0)) = %m +z%|1>

gegeben.
(1) Man gebe die Zeitentwicklung |V(t)) an.
(2) Mit welcher Wahrscheinlichleit wird jeweils die Energie Ey, Ey oder Ey gemessen?

(3) Berechnen Sie den Erwartungswert von x und p Hinweis: dberlegen Sie, welche
Darstellung des Oszillators am besten geeignet ist und welche Sdtze fir Erwar-
tungswerte existieren.

Losung:
1) Die Zeitentwicklung lautet

1 imge 1 iBqt 1 iwt 1 Siwt

(1)) = e N0 —iZsem 1) = —sem F o) — i)
2)

Py(t) = [(01w(1))]* = 1/2

Pi(t) = [(1[¥(®))]* =1/2

3) Am besten 16st man diese Aufgabe mit der algebraischen Methode. Der Ortsoperator
lautet dann

und weiter gilt
aln) = v/njn — 1), a'ln) = vn+1n+1)

Damit folgt fiir den Erwartungswert

(a) = ({0 o] ¥(1) = ] 5 sinfut]

11
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und fiir den Impuls

() = m o (z) = -/ "

cos|wt]

Aufgabe 10  (*%*)

Ein Teilchen befindet sich im Grundzustand eines harmonischen Oszillators mit der
Frequenz w, wobei sich plotzlich die Federkonstante vervierfacht, so dass w' = 2w. Wih-
rend dieses unendlich schnellen Vorganges dndert sich die Wellenfunktion des Teilchen
nicht. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit bei einer Energiemessung den Wert hw/2
(hw) zu erhalten?

Lo6sung:
Die Energien, die nun nach der Vervierfachung der Federkonstante erlaubt sind, sind
folgende

1
E, = hW' <n+§) =hw(2n+ 1) = hw, 3hw, Shw, . ..

Demnach ist die Wahrscheinlichkeit, den Wert hw/2 gleich Null. Um die Wahrschein-
lichkeit fiir den Energiewert Aw zu berechnen, muss man die Wellenfunktion des Teil-
chens, also den Grundzustand des alten Systems, auf den Grundzustand des neuen
Systems projizieren, da diese Energie gerade dem Grundzustand des neuen Systems
entspricht. Die Wahrscheinlichkeit ist also Py = |co|?, wobei

Co :/\P(I,O)\I/’dx

wobei W(x,0) den Grundzustand des alten Systems indiziert und ¥’ der Grundzustand
des neuen Systems ist.

% mw .2 2 % 2mw .2
U(x,0) = (%) e o ” und Ui (z) = (%) e 2 ©

Damit ist

mw _3mwx 2
00221/4\/%/6 2R 2dx:21/4\/;

Die Wahrscheinlichkeit ist damit By = /2 - % ~ 0.9428

12
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6 Mehrdimensionaler Harmonischer Oszillator

Aufgabe 11  (**)
Betrachten Sie die dreidimensionale zeitunabhdingige Schrodingergleichung mit einem
Potential

mT“Z(:ﬁ—I—yQ) fir0<z<D

o0 sonst

Viz,y,2) = {

(a) Lésen Sie die Schridingergleichung indem Sie mit dem Ansatz
V() = ¥(z,y,2) = X(2)Y (y)Z(y)

eine Separation der partiellen Differentialgleichung vornehmen. Beachten Sie, dass
V(z,y,z) in Vi(z) + V,(y) + V.(2) separiert. Wie lautet V (z)?

(b) Wie lauten die Energie-Eigenwerte des betrachteten Systems?

Losung:
(a) Eine Separation der Variablen liefert

H=H,+H,+H.

P2
Hx = ﬁ + Qmw2x2
2
p 1
H, = ﬁ + Emw2y2
und in z-Richtung
2 0 fir0<z<D
2m oo sonst

(b) Aus dem Ansatz

Ff|nx7 My, nz) = Enz,ny,nz Ty Ty, VLZ>

mit [n,, ny, n.) = |[ng)|n,)|n.) folgt wegen

Hy|”y> = Eny|ny>
H.|n.,) = E,_|n,)

13
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wieder
Enz,ny,nz = Enz + Eny + Enz

Verwendet man den eindimensionalen harmonischen Oszillator

1
E, = hw(nx n 5), ne —=0,1,2...

1
E,, = hw(ny + 5), ny, =0,1,2...
und der eindimensionale unendliche Potentialtopf in z-Richtung

n’r?
" T omp2E

n,=0,1,2...

Damit lautet das Endergbenis

B2 2
2mD? *

Eppn. = m)(nx +ny + 1) n

Aufgabe 12 (**)
Die zeitunabhdngige Schrodingergleichung fiir den dreidimensionalen harmonischen Os-
zillator lautet

n 02 0? 0? 1
[—%(@‘Fa—yz+@)+§mw2($2+y2+22)—E]‘I’(lﬂ,y,z) =0

(a) Lésen Sie die Schrodingergleichung indem Sie mit dem Ansatz

() = V(z,y,2) = X(2)Y (y)Z(y)

eine Separation der partiellen Differentialgleichung in drei gewdhnliche Differenti-
algleichung fir X (x),Y (y), Z(z) vornehmen.

(b) Wie lauten die Energie-FEigenfunktionen und die Energie-Figenwerte des betrach-
teten Systems?
Losung:
Die Schrédingergleichung des Problems lautet
h? 02 0? 0?

1
~om G * g g T 3 4 ) — B Wy 2) =0

14



Potentialprobleme 18. September 2015
Tag 2 (Theoretische Physik IIT) Seite 15

(a) Wir verwenden die sogenannte Separation der Variablen, d.h. den Ansatz V(z,y, z) =
X(2)Y (y)Z(z). Einsetzen liefert:

o (XM@Y W) Z(2) + X@Y"(0)Z(2) + X (@)Y (1) 2"(2)
+%mw2 (mQ oyt 22>X(:E)Y(y)Z(z) — EX(2)Y(y)Z(2)| =0

Hieraus folgt

= Bz + By + -

Nun ist das Problem auf drei eindimensionale Oszillator reduziert und wir konnen die
Ergebnisse fiir das eindimensionale Problem verwenden.

(b) Die Lésung des eindimensionale Problems lautet:

mw 1 mw mwz?
Xona (%) = \/ﬁznznm!an<\/7x>e}‘p<_ 2h>

mit (8, = hw(nx—i— L

3) mit n, =0,1,2, ...
Hieraus folgt fiir die Energie-Eigenfunktionen:

3/4 Hy, H,, (/5 y) H mwr?
B = (1) - £ ep (- 1)
v hm \/Q”ﬁ"y*”znx!ny!nzl 2h
mit
3

15
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