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Zeitabhangige Schrodingergleichung
und der
harmonische Oszillator

1 Zeitentwicklung im Schrodinger- und
Heisenberg-Bild

Aufgabe 1  (*)
Betrachten Sie die kraftefreie, eindimensionale Bewegung eines Teilchens der Masse
m:

H=_—p
2mp

1. Lésen Sie die Bewegungsgleichung fir den Operator xy(t) und den Impulsoperator
py(t) im Heisenberg-Bild.

2. Berechnen Sie die Kommutatoren:

[zu(t1), vu(t2)]; [pE(t1), pu(t2)]; [zu(t1), pu(t2)];
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Aufgabe 2 (*%*)
Bei t =0 sei ein Wellenpacket

22

U(z,0) = Ce*oTe™2a2
gegeben.
1. Berechnen Sie unter Verwendung des Zeitentwicklungsoperators

m im(mfz/)Q

U 't) = - 2ht
Bl ) it

die zeitliche Entwicklung des Wellenpacketes W(x,t) firt > 0.

2. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichtskeitsdichte
plx,t) = U (z, t)¥(x,t)
Wie verandert sich (x), Az, Ap und Az - Ap mit der Zeit?
Hinweis: [ dxexp[—(az? + Bz +7)] = /Z exp [521%]

Aufgabe 3 (*)

Der linearen harmonische Oszillator wird beschrieben durch den Hamilton-Operator:

2
p 1 2 2
H=—+-
o + 2mw q
Zeigen Sie, dass Impulsoperatoren p und Ortsoperator q im Heisenberg-Bild die folgen-

den Bewegungsgleichung

d
@qH(t) +w?qu(t) =0

d
@pH(t) +wpy(t) =0

2 Ehrenfest Theorem

Aufgabe 4  (**) Wir betrachten ein Teilchen in einem zeitlich konstanten Po-
tential V(7). Der Hamiltonoperator fir dieses Teilchen ist dementsprechend H =
p?/2m~+V (7). Wenden Sie das Ehrenfesttheorem auf den Ortsoperator 7 und Impulsope-
rator ﬁ an. Kommt Ihnen etwas aus der klassischen Mechanik bekannt vor? Definieren
Sie hierzu im zweiten Fall geschickt eine Kraft. Kombinieren Sie schlieAYlich beide
Resultate.
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3 Kontinuitatsgleichung

Aufgabe 5 (%)
Ein Teilchen der Masse m werde durch die folgende Wellenfunktion beschrieben

r .
U(r,t) :A-rexp(— %—HSmaQ

-t 4+ z'qzﬁ) sin 0
1. Berechnen Sie die reelle Normierungskonstante A.
2. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsstromdichte j(r,t).

3. Geben Sie die Energieeigenwerte E an.

i T — (218 18
Hinweis: V = <6r’ r 807 rsind 8(;5)

Die Gammafunktion I'(z) = [~ t* 'e™" = al.

4 Matrixdarstellung

Aufgabe 6  (*)

In einem dreidimensionalen Hilbertraum sind folgende Vektorzustinde gegeben:

o) = i[1) —2[2) —i[3)
|6) = il1) +2[3)

Hierbei sind |1), |2) und |3) die orthonormierten Basiszustinde.

1. Berechnen Sie die Skalarprodukte («|B) und (B|a) explizit und zeigen Sie, dass
(Bla) = (alB)".

2. Finden Sie alle Matrizelemente von A = |a) (B| und geben Sie die Matrizdarstel-
lung von A an.

3. Ist der Operator A hermitesch? Begriindung?

Aufgabe 7 (*)
Der Hamilton-Operator eines Zwei-Niveau-Systems lautet:

H = e (I1)(1] — [2)(2] + |1){2] + 12)(1])

Hierbei sind |1) und |2) die orthonormierten Basiszustinde. Der Parameter € hat Ener-
gieeinheiten.

1. Wie lautet die Matrizdarstellung des Operators H in dieser Basis?

2. Finden Sie die Energieeigenwerte und die zugehorigen Eigenzustande des Opera-
tors H.
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5 Eindimensionaler harmonischer Oszillator

Aufgabe 8 (%)
Zeigen Sie: Wenn VU, Eigenfunktion von n = a'a zum Eigenwert v ist, so ist a'V,
Eigenfunktion von n mit Eigenwert v + 1.

Aufgabe 9  (*¥*)
Wir berachten einen eindimensionalen harmonischen Oszillator mit den Hamiltonope-
rator

2 2.9
P MW=
H=—

2m+ 2

mit den Eigenzustinden |n). Zur Zeit t = 0 sei der Zustand durch

gegeben.
(1) Man gebe die Zeitentwicklung |V(t)) an.
(2) Mit welcher Wahrscheinlichleit wird jeweils die Energie Ey, Ey oder Ey gemessen?

(3) Berechnen Sie den Erwartungswert von x und p Hinweis: uberlegen Sie, welche
Darstellung des Oszillators am besten geeignet ist und welche Sdtze fir Erwar-
tungswerte existieren.

Aufgabe 10  (*%*)

Ein Teilchen befindet sich im Grundzustand eines harmonischen Oszillators mit der
Frequenz w, wobei sich plotzlich die Federkonstante vervierfacht, so dass w' = 2w. Wih-
rend dieses unendlich schnellen Vorganges dndert sich die Wellenfunktion des Teilchen

nicht. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit bei einer Energiemessung den Wert hw/2
(hw) zu erhalten?
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6 Mehrdimensionaler harmonischer Oszillator

Aufgabe 11  (**)

Betrachten Sie die dreidimensionale zeitunabhdngige Schrodingergleichung mit einem
Potential

mT“Z(:EZ—i-yQ) fir0<z<D

o0 sonst

Viz,y,2) = {

(a) Lésen Sie die Schridingergleichung indem Sie mit dem Ansatz
() = ¥(z,y,2) = X(2)Y (y)Z(y)

eine Separation der partiellen Differentialgleichung vornehmen. Beachten Sie, dass
V(z,y,z) in Vy(z) + V,(y) + V.(2) separiert. Wie lautet V (z)?

(b) Wie lauten die Energie-Eigenwerte des betrachteten Systems?

Aufgabe 12 (**)
Die zeitunabhdangige Schridingergleichung fir den dreidimensionalen harmonischen Os-
zillator lautet

h? s 02 0? 0? 1
[ o (g * 5 + 505) + grw@® + 47 + #°) = B| W(oy3,2) =0

2m

(a) Lésen Sie die Schrodingergleichung indem Sie mit dem Ansatz
V() = ¥(z,y,2) = X(2)Y (y) Z(y)

eine Separation der partiellen Differentialgleichung in drei gewohnliche Differenti-
algleichung fir X (x),Y (y), Z(z) vornehmen.

(b) Wie lauten die Energie-Eigenfunktionen und die Energie-Figenwerte des betrach-
teten Systems?
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