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Aufgabe 1 (*)
Betrachte die Wellenfunktion

Ψ(x, t) = Ae−λ|x|e−iωt

wobei A, λ, ω > 0 gelte.

a) Normiere Ψ

b) Was ist der Erwartungswert von x und x2?

c) Bestimme die Standardabweichung von x. Wie sieht der Graph von |Ψ|2 als Funk-
tion von x aus? Markiere die Punkte (〈x〉 + ∆x) und (〈x〉 −∆x) und berechne die
Wahrscheinlichkeit das Teilchen auÿerhalb dieses Bereichs zu �nden.

Aufgabe 2 (*)
Zeige, dass gilt:

[xi, xj] = [pi, pj] = 0, [H, xi] = −i~
m
pi, [H, pi] = i~

∂

∂xi
V (x)

Aufgabe 3 (*)

a) Zeige, dass gilt: [p, xn] = −i~nxn−1.

b) Zeige mit a), dass für alle F gilt: [p, F (x)] = −i~∂F
∂x
, wenn diese als Potenzreihe

ausgedrückt werden können.
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Aufgabe 4 (**)
Zeige die Gültigkeit der Heisenberg'schen Unschärferelation, bezogen auf Ort und Im-
puls, anhand des Gauÿ'schen Wellenpakets:

|ψ|2 =
1

2
√

2π(1 + ∆2)
exp{− (x− vt)2

2d2(1 + ∆2)
}

Aufgabe 5 (**)
Berechnen Sie die Bindungsenergien und normierten Wellenfunktionen für ein quan-
tenmechanisches Teilchen der Masse m, das von einem eindimensionalen δ-Potential

V (x) = −λδ(x) λ > 0

angezogen wird. Leiten Sie zuerst aus der zeitunabhängigen Schrödingergleichung die
Sprungbedingung für die Ableitung der Wellenfunktion am Ursprung her:

− ~2

2m
lim
ε→0+

[Ψ′(ε)−Ψ′(−ε)] = λΨ(0)

Wie viele Bindungszustände mit E < 0 gibt es? Berechnen Sie für den Bindungszustand
die Orts- und Impulsunschärfen ∆x und ∆p und überprüfen Sie die Heisenberg'sche
Unschärferelation ∆x ·∆p ≥ ~/2.

Hinweis:
∞́

0

x.x
qe−x = q!

Aufgabe 6 (**)
In der Mitte eines unendlichen hohen Potentialtopfs der Breite 2a be�ndet sich eine
δ-Barriere V (x) = λδ(x) mit λ > 0.

a) Geben Sie die Schrödingergleichung und die Stetigkeitsbedingung für das gegebene
Problem an.

b) Betrachten Sie den Ansatz

Ψ(x) = Aeikx +Be−ikx

jeweils in den Gebieten links und rechts von der Barriere. Stellen Sie die Randbe-
dingungen bei x = ±a und die Anschlussbedingung bei x = 0 auf und bestimmen Sie
die Koe�zienten der Wellenfunktion.

c) Leiten Sie die Bedingungen für die möglichen k-Werte ab.

d) Geben Sie die Normierung der Wellenfunktion an.
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Aufgabe 7 (*)
Wir haben einen unendlichdimensionalen Hilbertraum mit einem abzählbaren Ortho-
normalsystem {|0〉 , |1〉 , |2〉 , ...}, d.h.: 〈n|m〉 = δnm. Ein Zustand sei de�niert als:

|Ψα〉 ≡ C

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉

mit einer komplexen Zahl α.
Auÿerdem de�nieren wir uns den Absteigeoperator a über:

a |n〉 ≡
√
n |n− 1〉 ∀n ≥ 1 und a |0〉 ≡ 0

a) Bestimme C so, dass |Ψα〉 normiert ist.

b) Zeige, dass |Ψα〉 ein Eigenzustand von a ist und berechne den Eigenwert.

c) Sind die Zustände |Ψα〉 und |Ψβ〉 für α 6= β orthogonal?

Aufgabe 8 (*)
Wir benutzen einen zweidimensionalen komplexen Hilbertraum (d.h.: den C2) um ein
System mit zwei Zuständen zu beschreiben. Unsere Orthonormalbasis bezeichnen wir
mit |+〉 , |−〉. Auÿerdem de�nieren wir uns die Operatoren

Sx ≡
~
2

(|+〉 〈−|+ |−〉 〈+|)

Sy ≡
i~
2

(− |+〉 〈−|+ |−〉 〈+|)

Sz ≡
~
2

(|+〉 〈+| − |−〉 〈−|)

a) Zeige, dass |+〉 und |−〉 Eigenzustände von Sz sind.

b) Zeige, dass [Sx, Sy] = i~Sz gilt.

c) Wie lautet die Unschärferelation für die beiden Operatoren Sx und Sy für ein System
im Zustand |+〉?

Aufgabe 9 (*)
Betrachte einen Hilbertraum, der von den Eigenkets |1〉 , |2〉 , |3〉 , ... von A aufgespannt
wird. Die entsprechenden Eigenwerte lauten a1, a2, a3, ....
Beweise, dass ∏

n

(A− an)

der Nulloperator ist.
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Aufgabe 10 (*)
Eine Observable A besitzt die zwei normierten Eigenzustände ψ1 und ψ2, mit den Ei-
genwerten a1 und a2. Die Observable B besitzt die normierten Eigenzustände φ1 und
φ2 mit den Eigenwerten b1 und b2.
Für die Eigenzustände gilt:

ψ1 = (3φ1 + 4φ2)/5, ψ2 = (4φ1 − 3φ2)/5

a) Observable A wird gemessen und man erhält den Wert a1. Was ist der Zustand des
Systems direkt nach der Messung?

b) Im Anschluss wird B gemessen. Was sind die möglichen Ergebnisse und mit welcher
Wahrscheinlickeit treten sie auf?

c) Direkt nach der Messung von B wird wieder A gemessen. Mit welcher Wahrschein-
lichkeit erhalten wir wieder a1?
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