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1 Zwei Kugeln und der Satz von Steiner

Nehmen Sie zwei Kugeln mit identischem Radius R und gleicher homogener Dichteverteilung
p, welchem am Punkt 7' zusammengeklebt sind. Berechnen Sie den gesamten Tréigheitstensor
relativ zum Schwerpunkt der beiden Kugeln am Punkt 7'.

Losung:

Der Trigheitstensor einer einzelnen Kugel relativ zu ithrem Schwerpunkt ist aufgrund der Ku-
gelsymmetrie:

Ou = lodik (1)
mit dem Tragheitsmoment:

2
Iy = gMR2 2)

Dabei ist M die Masse einer einzelnen Kugel. Nun benutzen wir den Satz von Steiner um den
Trégheitstensor einer einzelnen Kugel relativ zum Punkt 7' zu berechnen. 7 ist um den Vektor
R = (0, R, 0) entlang der x, - Achse verschoben.

@), = O©% = Iy + M(R*6y — RiRy) = Iy + MR 3)

@5, = yM(R*6y — RoR>) = Iy 4

Alle nicht-diagonalen Elemente verschwinden. Fiir das Gesamtsystem addieren wir nur noch
die beiden Tensoren.

2 Rollender Zylinder in Zylinder

Ein homogener Zylinder (Gesamtmasse M, Radius a, Trigheitsmoment beziiglich seiner Sym-
metrieachse @,, = MT"Z) rollt ohne Schlupf unter dem Einfluss der Gravitation auf der Innenseite
eines festen Zylinders. Der innere Radius dieses festen Zylinders ist R.
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1. Beweisen Sie, dass die folgende Rollbedingung fiir die Winkelgeschwindigkeit des rol-
lenden Zylinders gilt:

W, = ¢ )]
a
Dabei ist ¢ der Winkel zwischen der festen vertikalen Achse und der Verbindungslinie

zwischen den Mittelpunkten der beiden Zylinder.

2. Benutzen Sie die Rollbedingung, um die kinetische Energie des rollenden Zylinders als
Funktion von ¢ zu bestimmen. Geben Sie die Lagrangefunktion des Zylinders an.
Hilfe: Bestimmen Sie zuerst die Bahngeschwindigkeit vy des Schwerpunkts des rollen-
den Zylinders als Funktion von ¢. Uberlegen Sie dann mittels der Rollbedingung den
Zusammenhang zwischen vs und der Winkelgeschwindigkeit w, der Drehung des rollen-
den Zylinders um seinen Schwerpunkt. Beachten Sie, dass die gesamte kinetische Energie
die Summe aus Schwerpunkts- und Rotationsbewegung um den Schwerpunkt ist.

Losung:

1. Die Schwerpunktsgeschwindigkeit betrigt v¢ = @(R — a). Betrachten wir die Bewegung
vom Schwerpunkt um die Achse, die durch den Auflagepunkt verlduft und senkrecht auf
der Ebene steht. Die Schwerpunktsgeschwindigkeit ist durch folgende Relation gegeben:

Vs =w-a (6)

Da die beiden Schwerpunktsgeschwindigkeiten offensichtlich gleich sein miissen, ergibt

sich die Rollbedingung:
R-a
w=¢ (N
a
2. Die Winkelgeschwindigkeit w, ergibt sich aus der Rollbedingung:
R—-a
W, =g (3
a
Kinetische Energie der Schwerpunktsbewegung:
1
Ts = =Mv ©)]

2 N
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Kinetische Energie der Rotationsbewegung:

1
TRotation = §®zzw§ (10)
1o, 1 2
T = Ts + Trotation = §MVS + §®zzwz (11)
M 1M (R-a)? 3M
7= R_ae?+ 2202 =2 R ae? 12
T R-ay¢"+-—a¢ = 7 R-a7¢ (12)

3 Verspulte Scheibchen

Zwei homogene Scheiben der Massen m;, m, und Radien ry, r, sind von einem masselosen
Faden umwickelt. Scheibe 1 kann um ihre Symmetrieachse rotieren und ist ansonsten fixiert.
Wihrend Scheibe 2 herunter fillt, wickelt sich der Faden ab. Bestimmen Sie die Bewegungs-
gleichungen und die Kraft, welche entlang dem Faden wirkt. Uberlegen Sie sich vorher, wie
beim Abrollen die Winkel ¢; und ¢, - welche die Rotation der Scheiben beschreiben - mit der
Position x, von m; zusammenhéngen.

Losung:

Bewegungsgleichungen - Drehmoment:

Scheibe 1:
m
hr= = rigr = nF (13)
Scheibe 2:
m
Ingg = 721’%@2 = I‘2F (14)
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Bewegungsgleichung - Kraft auf Massenschwerpunkt x; :

mﬂCj =nmyg — F

Zwangsbedingung:
X =11+ hey > X =@+ ng

— my(ri$r + rago) =mg — F

. . mpr
— =1
nyp rp

(mor1@y +myri$r) =meg — F

2F
Cmin

2, 3
ZF(@H):mZg_F _ 2p(u

)=om
m

2m1

miny

B g3m1 + 2my

4 Gekoppelte Oszillatoren

Zwei Teilchen der Masse m sind tiber drei identische Federn mit Federkonstanten k£ = mwyj

15)

(16)

a7

(18)

19)

(20)

21

(22)

2

miteinander und mit den Winden verbunden. Die Bewegung der Teilchen ist auf die Achse
eingeschrinkt (longitudinale Schwingung). Die Auslenkung der Teilchen aus der Ruhelage wird

mit x; und x, bezeichnet.

m 1

1. Zeigen Sie, dass die Bewegungsgleichungen im Falle kleiner Auslenkungen lauten:

¥+ 2w3x1 — w(z]xz =0 Xy + ngxz — w%xl =0

(23)
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2. Durch die Einfiihrung des Auslenkvektors ¥ = (x;, x,)" erhiilt man die Bewegungsglei-
chungen in Matrixform:

+A%=0 (24)
2 _ 2
mit A = (2(1)% w&’). Durch den Ansatz:
—wy 2w

X = acos(wt + )il (25)

reduziert sich das Problem auf das Eigenwertproblem:

Ail = il (26)

i) Bestimmen Sie die zwei Eigenfrequenzen w; und w,, bei denen die Gleichung (26)
nichttriviale Losungen i # 0 hat.

ii) Finden Sie dazugehérige, normierte Eigenvektoren i) und i#®.

iii) Diskutieren Sie die Art der kollektiven Bewegung der Teilchen, falls die Mode w
bzw. w, angeregt ist.

Hinweis: Die Gleichung (26) hat nicht-triviale Losungen bei w = w;, wenn w; die Losung
der Gleichung:

det(A — wil) =0 27)
ist. Die Eigenvektoren erhilt man dann aus der Gleichung:
A" = wli® (28)
3. Die allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen lautet:
%= ajcos(wit + )iV + aycos(wat + ar)id® (29)
Bestimmen Sie die spezielle Losung mit folgenden Anfangsbedingungen:
X0 =0 X0) = (v, 0 (30)

und skizzieren Sie x,(?).

Hinweis: Verwenden Sie die Orthogonalitét der Eigenvektoren.
Losung

1. Nach dem Hookeschen Gesetz iiben die Federn auf die beiden Teilchen die Krifte (F;
bezeichnet die Gesamtkraft auf das i-te Teilchen) aus:

Fi = —kx; — k(x1 — x2)

(3D
Fy = —k(xy — x1) — kx,
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Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus dem newtonschen Axiom F; = ma;:

miy = —kx; — k(x; — x
i 1= k(x1 — x2) (32)
mis = —k(xy — x1) — kx
Die Ersetzung k = mw(z) und Neuordnung der Terme liefert:
0 = i + 2w3x| — wix
1 2 1 (2) 2 (33)
0 = % + 2wyxs — wyxy
S T A Zw(z) —w(z) . . .
2. Mit X = (x1,x2)" und A = 9 9] ergibt sich die gegebene Matrixform:
—wy 2w
P=+A2=0
—awrcos(wt + )it + acos(wt + a)Ail = 0 34)
~w* it +Ait =0
A-w*Dit=0

wobei wir den Ansatz X = acos(wt + )il eingesetzt haben.

i) Ein lineares Gleichungssystem (34) hat nur dann nichttriviale Losungen, wenn die
Determinante der Matrix verschwindet:

det(A - wﬁ) =0
Quwi - w?)? - (W)* =0 (35)
(W) — )Bw) - w?) =0
Damit ist gezeigt, dass nichttriviale Losungen existieren, falls:
w* = a)% = a)(z) W’ = a)% = 30)% (36)

ii) Zur Bestimmung des jeweils zugehorigen Eigenvektors verwenden wir die definie-
rende Eigenschaft:

A" = wii® (37)

Da Vielfache eines Eigenvektors stets auch Eigenvektoren sind, muss dieses Glei-
chungssystem iiberbestimmt sein. Es geniigt daher, die erste Komponente zu 16sen
und schlieBlich eine geeignete Normierung zu wéhlen:
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w1 ZwSu(ll) — wgu(zl) = a)(z)u(ll)

”(11) _ M(zl)

o _ 1 T

u = 7(1, 1)

2
2 (2) 2 (2) 2 () (38)

w;: 2wpuy” — wyly T = 3w,

u(ll) _ _”(22)

1
) _ T
@@= —1,-1)
V2

iii) Bei der Anregung der Mode w; schwingen die Teilchen synchron mit gleichen Pha-
sen und Amplitden, der Abstand zwischen den Teilchen bleibt konstant. Bei der
Anregung der Mode w, schwingen die Teilchen mit gleichen Amplituden aber ge-
genphasig.

3. Da es zwei unterschiedliche, einfach Eigenwerte gibt, sind die beiden Eigenvektoren or-
thogonal. Es gilt:

@D - ) = aicos(wit + @) P - %) = —wiasin(wit + @) (39)

Das dies fiir alle t gilt, konnen wir t = 0 setzen und die Parameter a; und a; mit Hilfe der
Anfangsbedingungen bestimmen. Fiir die erste Mode erhalten wir:

0 = iV - %(0) = aycos(ay) vl\jg) = iV . %0) = —wya; sin(a))
o= 4" _ O 0
: 2 \/§w1

Wegen der Identitit Fcos(x + ’E’) = sin(x) kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

stets das untere Vorzeichen (o = —%,q; = 24
2 V2w

) gewdhlt werden. Fiir die zweite Mode
erhalten wir analog:

0 .
0272 20) = mpcos@) 2D 4. %0) = —waansin(ay)
V2 (4D
N T 4 v1(0)
2="3 2= T =
2 \/sz
Die spezielle Losung, die die Anfangsbedingungen erfiillt, lautet also:
0 1
2= n© (sin(wot)ﬁ’(l) + — sin( V3woh)id® (42)
‘/Ewo ‘/§

oder in Komponenten:
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x1(f) = n©) (sin(wot) + Lsin( \/gwot))

2w V3

v1(0) 1 43)
x (1) = 21(00 (sin(a)ot) - %sin( \/gwot))

Die Skizzen zeigen x;(¢) und x,(?).

HES

=)
G

5 Transversale Molekiilschwingungen

Betrachten Sie nun transversale Schwingungen eines Molekiils d.h. Biegeschwingungen in y-
Richtung.

1. Verwenden Sie folgendes Potential U, fiir die Bewegung:
_k 2 2
U = E[(YI =y2)"+ (3 —y2)7] (44)
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Geben Sie die Lagrangefunktion an und leiten Sie die Bewegungsgleichung fiir die Atome

in Matrixform an.

2. Welche Eigenfrequenzen und -moden besitzt das System?

Losung:

Es handelt sich hier um transversale Schwingungen, d.h. Schwingungen parallel zur y-Achse.
Als Koordinaten verwenden wir ¥ = (yi, y2, y3)T, also die y-Koordinaten der Atome mit den

Massen my, mp bzw. my.

1. Das Potential U, fiir die transversalen Schwingungen des Molekiils ist gegeben durch

ky
U, = 5[0’1 —y2)* + (3 = )*]

(45)

Dabei handelt es sich um das Potential von zwei Federn mit Federkonstanten k,, deren
jeweilige Ruheldnge O ist.
Die Lagrangefunktion ist dann:

%) 1 22 )
L=T—-U = -myy] + smpy; + =may3 —

1 k;
2 2

2 2

[01 = y2)* + (73 — y2)*] (46)

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus den Euler-Lagrange-Gleichungen:

d L OL

Lo o s+ kO —y2) =0
aa o ma¥1 + k,(y1 — y2)

d L OL

SO O i+ k(= + 22— y3) = 0
w5, oy mgy1 + k(=y1 + 2y2 — y3)
d L OL

L -0
@95, s mays + ki(=y2 + y3)

was sich zur Matrixschreibweise formulieren lédsst als

my 0 0) 1 -1 0
0 mpg O I=-k|-1 2 -1| ¥
0 0 my 0 -1 1
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2. Um die Eigenschwingungen und -frequenzen der Molekiihlschwingungen zu berechnen,

machen wir den Ansatz ¥(t) = ¥e’’. Dieser Ansatz fiihrt auf folgende Eigenwertgleichung
fiir die Eigenvektoren  und fiir die Eigenwerte w?, die den Eigenschwingungen bzw. den

Eigenfrequenzen entsprechen:

1my 0 0 1
0 1mg O |-k-|-1
0 0 1/my 0

-1
2

=A

Die Eigenwerte ergeben sich aus:

O=det[A—w2-1]=w2(——w

also

wy=0; w,=

Die Eigenfrequenzen sind:
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-1 -?-1|¥=0 (52)
1
k 2k
w* - (—’ + —’)} (53)
ma mp
2
kt my + mpg (54)
mampg
1
2mga |.
—T—; ; (55)
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