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1 Perle

Eine Perle der Masse m gleite reibungsfrei auf einem vertikal stehenden Ring vom Radius R.
Der Ring rotiere mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um seinen Durchmesser im homoge-
nen Schwerefeld —gé,.

Formulieren und klassifizieren Sie die Zwangsbedingungen. Wie lautet die Lagrangegleichung
2.Art? Losen Sie die Bewegungsgleichung fiir kleine Ausschlige ¢+ zur Anfangsbedingung
H0) = 0.

Losung:

Kinetische Energie:
T = %(xz +y? +2%) = %(iﬂ2 + r*9% + rsind¢?) = %R2(792 + W’ sin®9) (1)

Potentielle Energie:

U = mgz = —mgRcos? 2)
Lagrangefunktion:
L=T-U-= %Rz(ﬂ2 + wzsinzﬁ) + mgRcosv 3)
Lagrangegleichung 2. Art:
d oL OL
== 4)
dtog 99
mR*9 = mR>w? sindcosd — mgR sint 5
Zwangsbedingungen:
C+y+Z=r =R (6)
Y _ —
= = tanp = tan(wt) (N
X

Fiir kleine Ausschlidge nihere sint =~ &, cos? ~ 1:

mR*9 = (mR*w* — mgR)Y (8)

b=(w*-£)0 ©)
Fiir |w| < \/% (gentigend langsame Rotation):
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9t = ﬁocos(1 /% - aﬂt) (10)

Im Fall |w| > \/% (schnelle Rotation) ergibt sich die exponentiell anwachsende Losung:

) =ﬁ0c0sh(,/w2— ;%t) (11)

2 Fallende Kette

Eine feingliedrige Kette der Lange L und Masse m (konstante Masse pro Linge yu = 7) werde
so iiber einer Tischplatte festgehalten, dass das unterste Glied diese gerade beriihrt. Zum Zeit-
punkt # = 0 werde die Kette losgelassen. Es wirke nun die Fallbeschleunigung g nach unten.
Verwenden Sie als generalisierte Koordinate die Hohe z des obersten Kettenglieds.

Stellen Sie die Lagrangefunktion L(z, z) des Systems auf und berechnen Sie daraus die Bewe-
gungsgleichung fiir z.

Zeigen Sie, dass die Energieerhaltung gilt und geben Sie die Geschwindigkeit |z| des obersten
Kettenglieds als Funktion der Héhe O < z < L an. Berechnen Sie die Fallzeit 7 der Kette. Sie

:
werden auf das elliptische Integral f dx Vsinx = T? (2) \/g ~ 1, 19814 stoBen.
0

Vergleichen Sie das Ergebnis fiir 7 mit der Zeit 7, die dieselbe Kette bendtigt, um neben dem
Tisch die Strecke L frei zu fallen. Wie erklédren Sie sich die unterschiedlichen Fallzeiten?

Losung:
Die im Schwerefeld bewegte Massen ist uz, jedes Kettenglied hat die Geschwindigkeit Z:

Kinetische Energie:
r=5t2 (12)

Der Schwerpunkt des Kettenstiicks tiber dem Tisch liegt auf halber Hohe .

Potentielle Energie:

Z M8 o
= uzg= = =2 13
U = uzg 5= 5% (13)
Lagrangefunktion:
_p g _H. 2 2
L=T-U-= E(ZZ g7%) (14)
Bewegungsgleichung:
d oL L
== 15
dt 0z 0z (15)
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i(pzi) = u(Z +2) = (& - 2g2) (16)
dt 2
. Z
Zz+§+gz=0 a7
Wir zeigen Energieerhaltung:
E=T+U=5G"+g?) (18)
DB K200 1 2grs) = (i 4 o 4 g = 0 (19)
7 - & 72 828) = pa(2L+ = +82) =
Mit Energieerhaltung folt aus (18):
H. .2 o _H 2
= +87°) = =gL 20
5@ + gz ) 58 (20)
@ =g(l* -2 (21
Z——,/E(L -z (22)
somit:
dt = —~dz | —>——— (23)
g(L? - 2%)
Fallzeit:
T L |
z
T:de:de% L2_Z2:
0 0 ) 24)
L ( 2L _, (3 2L 1,19814 2L
=4|= fdx sinx = [—TI? (—) =4|= =0,847213 =
g ng \4 & V2 g
Das Weg-Zeit-Gesetz fiir eine frei neben dem Tisch fallende Kette ist:
() =L— %rz (25)
somit:
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0= 4| = (26)

Uberraschendes Ergebnis: 7 < 7

Die auf dem Tisch auftreffenden Kettenglieder werden von der Geschwindigkeit |z| auf O ab-
gebremst. Aufgrund der Energieerhaltung wird deren kinetische Energie an den Rest der Kette
tiber dem Tisch abgegeben.

3 Bewegung auf Paraboloid

Ein Teilchen der Masse m bewege sich reibungsfrei unter dem Einfluss der Gravitation auf der
Oberflidche eines Paraboloids:

X +y=az 27

Verwenden Sie x und y als generalisierte Koordinaten, eliminieren Sie z und Z aus der kine-
tischen und der potentiellen Energie und finden Sie die Lagrangefunktion fiir dieses System.
Finden Sie als néchstes einen Ausdruck fiir die Lagrangefunktion in Zylinderkoordinaten durch
Eliminierung von x und y und deren Ableitungen.

Losung:

Es gilt:
1
=y 28)
L2
z= a(xx +yy) 29)
Somit bekommt man fiir die kinetische Energie:
2
T = %(x2 +y + ) = %(xz +97) + o (i + yp) (30)
a
sowie fiir die potentielle Energie:
V=mgz= 22 ) (31)
Damit bekommt man fiir die Lagrangefunktion:
2
L=T-V= %(x2 )+ k) - SR+ yD) (32)
a a

Geht man zu Zylinderkoordinaten iiber, so hat man:
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X = pcose,y = psing,

33
X = pcose — ppsing,y = PSing + ppcosyp (33)
und somit fiir die Lagrangefunktion:
m 2mpp®  mgp®
L= +p%") + % - ip (34)

4 Flaschenzug

Die Masse m; hinge an dem einen Ende einer masselosen Schnur, welche iiber einen fixier-
ten, reibungsfreien und nicht rotierenden Flaschenzug gefiihrt worden sei. Am anderen Ende
der Schnur hiinge die Masse m,. Schreiben Sie die newtonschen Bewegungsgleichungen in der
Form:

-

mi=F +C (35)

worin F_i fir die duBere Kraft auf die Masse m;(i = 1,2) durch die Gravitation und C_‘)i fiir
die Zwangskraft stehen soll. Bestimmen Sie die Zwangskraft fiir beide Massen und die finalen
Bewegungsgleichungen. Verwenden Sie die zweite zeitliche Ableitung der Zwangsbedingung
zur Bestimmung der Zwangskraft.

PP IFIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII]

ms
mq
Losung:
Die geometrische Zwangsbedingung lautet:
fx,x)=x1+x+Rr—L=0 (36)
und der Ansatz fiir die Zwangskrifte:
0
Ci= /l—f =1 (37)
ax,-
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Die Bewegungsgleichungen sind:

mii; —m;g = A (38)
bzw. ausfiihrlich:
A+ A+
g = 2TME oy 2T TRE (39)
ny ny

Aus der zweiten Zeitableitung von f folgt:

) 11!
c,-:z—f=4=—2w=—2(—+—) g (40)
6xi my + ny my my
Die finalen Bewegungsgleichungen lauten also nun:
B =g = g2 (1)
my + ny my +my

5 Fallender Stein

Wir lassen einen Stein der Masse m in einen Brunnen fallen, der am Aquator steht. Wegen der
Erdrotation folgt die Trajektorie des Steins nicht dem senkrechten Lot in Richtung Erdmittel-
punkt. Diese Bewegung wird im rotierenden Bezugssystem der Erde durch:

X dX ,

mﬁng—Zm(BXE—mu—ﬁx(a_ﬁxX) “42)
beschrieben, wobei der Koordinatenursprung im Erdmittelpunkt liegt und die z - Achse durch
die Brunnensffnung verlduft. Wir nehmen an, dass die Winkelgeschwindigkeit & konstant und
die Erde eine Kugel mit Radius R ist.

—
®
y

_>
AT
R
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1. Fihren Sie die Relativkoordinate:

?=X-Re. (43)

ein, wobei R die Distanz vom Erdmittelpunkt zur Brunnenéffnung ist. Bestimmen Sie die
Bewegungsgleichung fiir 7¢) im erdfesten Koordinatensystem. Nehmen Sie hierbei ver-
einfachend an, dass die Erdanziehungskraft F ¢ = —mgoé, die der ruhenden Erde und un-
abhingig von 7 ist. Nehmen Sie ferner an, dass die Zentrifugalkraft ebenfalls unabhéngig
von 7 ist, was fiir nicht zu tiefen Brunnen ndherungsweise zutrifft.

2. Losen Sie die Bewegungsgleichung zunéchst unter Vernachldssigung der Corioliskraft
und berechnen Sie die Trajektorie 7%(f) des Steins. Zeigen Sie, dass er einer effektiven
Erdbeschleunigung g.rr = go — w’R unterliegt.

3. Ausgehend von dieser Trajektorie 7 (t) addieren wir nun die Corioliskraft. Setzen Sie dazu
P = Fy + i und zeigen Sie, dass fiir geeignete Anfangsbedingungen die Differentialglei-
chung gilt:

di

= 28X (T + D) (44)

4. Nehmen Sie schlieBlich an, dass die Abweichung i vom Lot so klein ist, dass sie auf
der rechten Seite von Gleichung (44) vernachlissigt werden kann, und berechnen Sie fiir
diesen Fall explizit i(r). Zeigen Sle, dass die Trajektorie é(r) gegeniiber 7(7) nach Osten
abgelenkt wird.

Losung:

1. Nach der Zeichnung gilt:

-

X=Ré,+7F (45)

wobei R der Erdradius ist. Exakt gilt die Bewegungsgleichung:

7 dr
d—tzr:—gOZZ—@X[Qx(RéZ+}7)]—2c3Xd—; (46)

Wir vernachlissigen die 7 - Abhingigkeit der Zentrifugalkraft:
OX[D X (RE, +P)] ~ —@ X [ X RE,] 47
Wegen & = (w, 0, 0) gilt:
-@ X [d X Re.] = w*RE, (48)
Damit bekommen wir die Differentialgleichung:

d*v . ., dF
=g+ W'R)Z. — 23 x 7 (49)
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2. Ohne die Corioliskraft vereinfacht sich die Bewegungsgleichung:

&7

=7 = -g0@, + W'RE, (50)

und wir erhalten mit geeigneten Anfangsbedingungen:
=2 1 2p13 2 1 > 2
fot) = =5 ldo = WRJE:" = S gersect (51

3. Wir gehen mit dem Ansatz:

At) = Po(t) + () (52)
in die Differentialgleichung:
a’r L ., dF
W = —8eff€; — 20 X E (53)
und bekommen wegen:
d*y 5
TR 8efré (54)
als verbleibende Gleichung:
d*it dr
— =20 X — 55
dr R? (53)

Integration iiber  zusammen mit #(0) = i‘t’(O) =0 und A0) = 0 liefet dann die Differenti-
algleichung 1. Ordnung:

d‘)
d—”t‘ - 237 (56)
4. Fiir kleine Abweichungen vom Lot (|if] < |F|) konnen wir 7 durch 7 ersetzen und be-
kommen als Bewegungsgleichung:

did

E = -2d X ?0 =X gefféztz = ggfflz(f) X 52 57
mit der Losung:
ot drrof
i) = g%a X 2. = —%é’y (58)
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6 Rotierende Bezugssysteme

Die Beschleunigung eines Teilchens der Masse m an der Stelle ##) in einem nicht-inertialen
Bezugssystem, welches mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit von & um den Ursprung
rotiert ist gegeben durch:

&7 F :
L2 2@xPH-3x@xP (59)
. m

Berechnen Sie die kartesischen Komponenten der Beschleunigung, falls & || &,.

Losung:

Die Winkelgeschwindigkeit ist @ = w@,. Dies liefert fiir die Beschleunigung:

P=— —2w(@ x ) - e, x (@ %7 (60)

- .
ﬁ 5 - 25 > 222

= — = 2w(@, X P) — w”é,(é,/cdot?) + w & F (61)
- )
ﬁ - . 2 > 22

= — —2w(@, X P) — wyé, + w7 (62)
= )
F

L QWi+ wix
F,
- L (63)
% + 205 + w2

5|
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