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1 Kireisbewegung

Ein Massepunkt bewege sich auf einer Kreisbahn mit der konstanten Geschwindigkeit v =
50cm/s. Dabei dndert der Geschwindigkeitsvektor ¥ in 2 Sekunden sein Richtung um 60°. Be-
rechnen Sie die Geschwindigkeitsinderung |AV] in einem Zeitintervall von 5 Sekunden. Wie
grof ist die Zentripetalbeschleunigung der gleichférmigen Kreisbewegung?

Losung:

Beschreibung einer Kreisbewegung mit konstanter Geschwindigkeit vo = 50cm/s:

Rcoswt
A1) = | Rsinwt (1)
0

wobei w(t; — 1) = § mit#; =2sund 7o = 0

nl
=—- 2
= w s 2)
Die Geschwindigkeit ergibt sich zu:
d —sinwt
V= —#At) = wR| coswt 3)
dt 0
= 1] = (R*w?(sin*wt + cos*wi)'* = wR = v, (@)
6 300
R=2=2.50cm=""cm 5)
w 7 n
—sinj 3 |
— 1Y — O = 1l = 2 b N2
|AV] = [ii(#;) — ¥(0)| = wR |[cos — 1| = a)R(4 + (2 1))/* = wR (6)
0
= |AV = wR = v @)

Nun betrachten wir die Anderung des Geschwindigkeitsvektors nach , = 5s:

—sinZ
[cos%’f ° ] = wR(% + (- V3 _ D)2 = wRN2+ V3 (8)
0

|V = [¥(12) = W(to)| = wR =
Die Radialbeschleunigung ist gegeben durch:

coswt) (—Rw?coswt
da= (@ -"e, = || sinwt |- | —Rw’sinwt || &, = —Rw*(cos*wt + sin*w)é, = —Rw?*é,  (9)
0 0
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|d@,| = Rw* = —— (10)

2 Kugelkoordinaten

Leiten Sie die Ausdriicke fiir die Geschwindigkeit v = ‘;—f und die Beschleunigung @ = ‘Zl—f in

Kugelkoordinaten ab:

x = rsindcosp, y = rsindsing, z=rcos? 1)
Entwickeln Sie dies Vektoren nach den drei orthogonalen Einheitsvektoren &, ~ ?l—f , 8y ~ g—g und

é, ~ g—g. Geben Sie auch den Ausdruck fiir die kinetische Energie T = % in Kugelkoordinaten
an.

Losung:

Die Einheitsvektoren &,, &y, &, geben die Richtung der Anderung von 7 bei Anderung r — r +
dr,t = 9 +dd,¢ = ¢ +dy an.

o7 sinttcose

é, = — =| sindsing (12)
or
cost
o7 costcosyp
&y = — =r| cosPsing (13)
oY .
—sinid

Es soll gelten:

ﬁ_

o 1 o7 [cosﬁcosgo
€y - €y = 1= ey =

P cosﬁ.simp (14)
—sin®

o7 —rsindsing
é, ~ — =| rsindcosp (15)
dp 0
mit &, - &, = 1 ergibt sich:
1 or —sing
2, = — = 16
b rsind 0p {COOS ¢ (16)

Wir berechnen die zeitlichen Anderungen der Einheitsvektoren:
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N

T

costsingd + sindcospg | = Dey + sindge, (17)

dé cosdcospd — sindsing
—sindd

dé —sindcospd — cosdsingp
&y = d_ﬂ = [ —sindsingd + cosIcospg | = —3€, + pcosde, (18)
! —costd
) dé —CoSpP
é, = —2 = | —singp | = —p(sinde, + cosdey) (19)
dt 0

Damit ldsst sich die Geschwindigkeit in Kugelkoordinaten berechnen:

- d - - . . g . P
V= d_t(rer) =7é, + ré’, = ré’, + rﬂé’g + rsmﬂtpé}, (20)

Fiir die Beschleunigung gilt:

d=— =i +¢ + (0 + rHéy + rdés+

dav
dt
+ (7sind¢ + rcosd9¢ + rsindP)é,+
+ rsindgé, =
= ié, + iVeyisindpe, + (i) + rd)eéy— 2D
— e, + rﬁ¢cosﬁé’¢+
+ (Fsindg + rcosd0¢ + rsind)e,—

— rsin®9¢*e, — rsindcosdy*éy

a = (i — rd® — rsin®9¢*)é, +
+ 20 + rd — rsindcosdp?)es+ (22)
+ 2isind¢ + 2rdgcos? + rsind§)e,

Die kinetische Energie ergibt sich zu:

1 1 .
T = zmﬁz = zm(f2 + 29 + 2 sin*9¢?) (23)

wobei die Orthogonalitiit der Einheitsvektoren verwendet wurde.
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3 StoB in der Ebene

Betrachten Sie den elastischen Stof} dreier Billiardkugeln A, B und C mit jeweils der Masse m
in der Ebene. Vor dem Stof} bewege sich die Kugel A mit der Geschwindigkeit vo = 5m/s auf
die anderen Kugeln B und C zu, welche vor dem Stof3 ruhen. Nach der Kollision bewegen sich
die Kugeln in die Richtungen, die in der Skizze angedeutet sind. Berechnen Sie den Betrag der
Geschwindigkeiten aller drei Kugeln nach dem Stof3.

Losung:

Die Impulserhaltung liefert:

mvy = mv, + mvg + mve (24)

In Komponenten ausgedriickt:
vg —vac0530° =0 y - Richtung (25)
Ve +va5in30° = vy = 5m/2 x - Richtung (26)

Bei elastischen StoBen kann man von der Energieerhaltung in der folgenden Form Gebrauch
machen:

. 1 4 1
Eﬁ’a”ch = Em(vi + vé + vzc) = E{‘j,", = zmvé 27

Hiermit haben wir ein nichtlineares System von drei Gleichungen fiir drei Unbekannte. Qua-

driert man jeweils die beiden Gleichungen (25) und (26), addiert sie danach und subtrahiert man
schlieBlich die Energieerhaltung (27), so bekommt man 2v4(v¢sin30° — vgcos30°) = 0, also:
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ve = vgeot30° (28)

fiir va4 # 0. Diese Gleichung zusammen mit den beiden Gleichungen der Impulserhaltung bil-
den nun ein lineares Gleichungssystem dreier Gleichungen fiir drei Unbekannte. Damit ist die
Aufgabe elementar 16sbar und man erhilt:

va = vpsin30° = 2,5m/s (29)
vg = vpcos30°sin30° =~ 2, 16m/s (30)
ve = vocos?30° = 3,75m/ s (31)

4 Magnetfeld

Das Magnetfeld in der Umgebung eines stromdurchflossenen Drahtes liegt in der Ebene senk-
recht zum Draht. Wir betrachten die Ebene z = 0, der Draht durchstot diese Ebene senkrecht
bei (0, 0). Das Magnetfeld in der Ebene ist dann:

- 1 -
Ay = 5 ( xy) (32)

Man berechne das Kurvenintegral von H ldngs des Einheitskreises:

L. _ [cost
At) = (sint) , 0<t<2n (33)
Losung:
@ = (C‘.’“) . 0<r<2n (34)
sint
da(t)  (-sint
dr ( cost) (35)
Das Kurvenintegral ist daher:
d () 2n
3 oo dad) ) 2 (~wy @)\ (—sint| _
fH(a)(t)) 7 dt = fdta)x(t) + wy(1) (wx(t) cost | =
w 0 cos2t+sin?t=1
. (36)
= fdt(sinzt + cos’t) = 2n
0
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5 Affenschuf3

Prof. Finley schiefit wihrend der Weihnachtsvorlesung auf einen zunichst in der Hohe % be-
festigten Pliischaffen. Die Befestigung wird in dem Moment geldst, in dem der Schuss fillt, so
dass der Affe herunterfillt. Wie grofl muss die Anfangsgeschwindigkeit vy des Pfeils mindestens
sein, damit der Affe vor dem Auftreffen auf dem Boden getroffen werden kann.

Losung:

Der Affe (Masse M) fillt frei. Die Bewegungsgleichung lautet somit:

EN

MR = -Mgeé. (37

X, ¥,2)" =(0,0,-g)" (38)

Wegen der verschwindenden Anfangsgeschwindigkeit ergibt sich die Losung:

R(1) = (Xo,0,h — %gﬂ)T (39)

Der notwendige Abschusswinkel ergibt sich ausschlieBlich aus der Geometrie. Da Pfeil und Affe
beide der universellen Schwerebeschleunigung g unterliegen, kann diese Frage im frei fallenden
Bezugssystem geklirt werden. Der Pfeil trifft also genau dann, wenn der Abschusswinkel @ dem
Winkel entspricht, der zwischen dem hdngenden Affen, Prof. Finley und dem Lotfu3punkt unter
dem Affen aufgespannt wird.

Der Pfeil trifft den Affen, wenn 7(t;) = R(t)). Aus der z - Komponente dieser Bedingung folgt
also insbesondere:

(vosina)t; = h (40)

h

vosin Aus der Bahnkurve des Affen erhalten wir damit:

und somit ¢ =

gh?
z2(t)=h- ——— 41
@) 2v(2)sinza “D
Der Pfeil trifft den Affen also oberhalb des Bodens z(#;) > 0, wenn:
2 gh
> 42
Yo 2sina (42)

6 Teilchen in Kraftfeld

Ein Teilchen der Masse m bewege sich frei in der x—y Ebene unter dem Einfluss des Kraftfeldes:

F = —mw?*? (43)
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1. Weisen Sie nach, dass sich das Teilchen entlang einer Ellipse um den Ursprung bewegt
gemil:

acoswt
A1) = | bsinwt (44)
0

2. Zeigen Sie, dass das Kraftfeld konservativ ist. Geben Sie einen expliziten Ausdruck fiir
die resultierende potentielle Energie an.

3. Berechnen Sie die Arbeit, die das Kraftfeld zwischen den Zeitpunkten r = O und ¢ = 5=
am Teilchen verrichtet.

4. Bestimmen Sie die Gesamtenergie des Teilchens und vergewissern Sie sich, dass diese
zeitlich konstant ist.

Losung:

1. Unter Verwendung des Netwon’schen Gesetzes findet man fiir die Teilchenbahn:

PP —mw?acoswt
R
mog = —mw?acoswt | = —mw?’? = F(?) (45)
0

2. Man kann weiter zeigen, dass das Kraftfeld konservativ ist, indem man zunichst seine
Rotation ausrechnet:

VXF = -mw*Vxi=0 (46)

Demnach muss es eine potentielle Energie V(#) geben mit:

F=-vv (47)

Durch direkte Integration kommt man, bin auf Konstanten, auf den folgenden Ausdruck
fiir die potentielle Energie:

1 1
V() = Emwz(x2 +y?) = Emwzr2 (48)

3. Fiir die potentielle Energie zu den Zeiten t = O und ¢ = 5 gilt:

1
Vit=0)= Emwza2 (49)
T 1 2.2
V(t = Z) = Emw b 50)

Somit ist die Arbeit, die durch Bewegung des Teilchens in diesem Zeitintervall verrichtet
wird:

Vit=0)- V(=)= lmoﬂ(a2 ) (D
2w 2
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4. Um die Energieerhaltung zu demonstrieren, berechnet man zunéchst die kinetische Ener-
gie an jedem Punkt der Trajektorie:

1 (ar\ 1
T = Em(d—:) = Em(azwzsinzwt + bzwzcoszwt) (52)
Wie bereits gezeigt wurde, ist die potentielle Energie an jedem Punkt der Bahnkurve:

1 1
V= Emwzr2 = zmwz(azcoszwt + bzsinzwt) (53)

Addiert man die beiden Beitrége, so ergibt sich:

1
E=T+V= Emwz(a2 +b?) (54)

als Konstante in der Zeit, wie erwartet.
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