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Losungsblatt 3
Zeitlich veranderliche Felder und elektromagnetische Schwingungen

Aufgabe 1: Lenz Beschleunigung

Ein Metalldraht mit Masse m und Widerstand R gleitet reibungsfrei auf zwei parallelen Metall-
schienen in einem zeitlich konstanten homogenen Magnetfeld B, so wie in der Abbildung dargestellt.
Die Batterie liefert die konstante Spannung U.
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a) Bestimmen Sie die im Draht induzierte Spannung und den Strom, wenn sich der Draht mit
der Geschwindigkeit v entlang der Schienen bewegt.

b) Stellen Sie die Bewegungsgleichung fiir den Draht auf und bestimmen Sie v(t), wenn der
Draht anfénglich ruht. Was geschieht fiir ¢ — oo?

¢) Bestimmen Sie den Grenzwert des Stroms fiir ¢ — oo.

Loésung

a) Es gibt zwei Rechenmdoglichkeiten fiir die Spannung:

(a) Die Lorentz-Kraft erzeugt ein ’virtuelles E-Feld’ im Draht (’elektromotorische Kraft’)

der Grofe
E =vB (1)
Daraus folgt die induzierte Spannung
Uina = El = vBI (2)
(b) Induktionsgesetz: _
Uind = (b = UZB (3)



c)

Der Strom im Draht folgt, indem man die induzierte Spannung geméfl der Lenzschen Regel
von der anliegenden Spannung subtrahiert:
_U-Upa U—wvBI

'==—% ==& )

Die Bewegungsgleichung lautet:
mv = QupB (5)

Die rechte Seite ist die Lorentz-Kraft, die auf die mit der Driftgeschwindigkeit vp durch den
Draht driftenden Ladungstriager wirkt. @ ist die Gesamtladung der driftenden Ladungstriger
im Draht. Die rechte Seite der Bewegungsgleichung lasst sich durch den Strom ausdriicken,

denn
Q

1= TUD (6)

Also:
mv = BlI (7)

Setzt man hier den in Teil a) gefundenen Ausdruck fiir I ein, dann erhélt man eine Differen-
tialgleichung fiir v:

U —vBI
) — Bl ——M— 8
mo 7 (8)
bzw. B2 Bl
v mR v mR 9)

Die allgemeine Losung ist

v(t) = Ae~ B Vt/mR 4 5% (10)
Aus der Anfangsbedingung
U
0)=A4+—==0 11
o(0) = A+ (1)
folgt
U
A=—— 12
Bl (12)
und so: -
o) = o (1 - e*BQth/mR) (13)
Fiir t — oo geht die Geschwindigkeit gegen den konstanten Wert
U
Mit der Stromgleichung aus Teil a) ergibt sich
U —v.Bl
[o=——x2 (15)

R

Aufgabe 2: Differentialgleichungen von Schaltungen

a)

Eine Wechselspannungsquelle liefert die Effektivspannung U = 6 V mit der Frequenz v = 50 Hz.
Zunichst wird ein Kondensator der Kapazitdt C' angeschlossen und es fliefit ein Effektivstrom
I, = 96 mA. Dann wird statt des Kondensators eine Spule mit Induktivitit L und Ohmschen
Widerstand R angeschlossen, der Effektivstrom betrdgt dann I = 34 mA. Schlielich werden
Kondensator und Spule hintereinandergeschaltet und es flieflen I3 = 46 mA.

Setzen Sie die Spannung der Stromquelle in komplexer Form als U(t) = Ue™t an und leiten
Sie aus den Differentialgleichungen allgemein den Scheinwiderstand (d.h. den Absolutbetrag
des komplexen Widerstandes) her von:



(a)
(b)
()
(d)

einer Kapazitit C,
einer reinen Induktivitit L,
einer Spule mit L und R,

einer Reihenschaltung aus einer Kapazitit C' und einer Spule mit L und R.

b) Berechnen Sie die Kapazitéit des Kondensators sowie die Induktivitdt und den Ohmschen
Widerstand der Spule aus den oben angegebenen experimentellen Werten.

Loésung

a) (a)

Fiir die reine Kapazitét gilt die Gleichung
ZQ=U) (16)
5@=

U(t) ist nun eine Oszillation U(t) = Ue™* und fiir I(t) machen wir den Ansatz I(t) =

Ie™t. Ableiten der Gleichung nach ¢ fithrt dann auf

| P N .
afem = Uiwe™" (17)

also R A
I =iwCU (18)

Somit ist der komplexe Widerstand

Zo=%= 1o (19)
und der Scheinwiderstand 1
Zel = —5 (20)
Fiir die reine Induktivitét gilt die Differentialgleichung
LI =U(t) (21)

U(t) ist nun eine Oszillation U(t) = Ue! und fiir I(t) machen wir den Ansatz I(t) =
Ie™t. Das fithrt auf o .

iwLIe™ = Ue™! (22)
also

(23)

.U
[=—
iwl

Somit ist der komplexe Widerstand

U
Z; = — =iwlL (24)
1
und der Scheinwiderstand
|Z1| = wL (25)
Fiir L und R gilt die Differentialgleichung
LI+ RI=U(t) (26)

U(t) ist nun eine Oszillation U(t) = Uei! und fiir 1(t) machen wir (im eingeschwunge-
nen Zustand) den Ansatz I(t) = Ie™*. Das fithrt dann auf

Liw'Ie™'t + RI¢™' = Ue™ (27)



. .« . y ’ .
Division durch e* * ergibt

Liw'l + RI = Ueiw—t (28)

Da auf der linken Seite eine Konstante steht, kann diese Gleichung fiir alle ¢ nur dann
gelten, wenn die rechte Seite auch konstant ist, d.h. wenn w = w’. Damit folgt

- U
I=—— 29
iwL+ R (29)
Somit ist der komplexe Widerstand
U
ZLR:7:Z(UL+R (30)

und der Scheinwiderstand

|ZLR| =V w2L2+R2 (31)
(d) Fiir L, R und C in Reihe gilt die Differentialgleichung
. 1
LI+ RI+ Q=U(1) (32)
U(t) ist nun eine Oszillation U(t) = Ue™* und fiir I(t) machen wir (im eingeschwun-

genen Zustand) den Ansatz I(t) = Ie™'t. Ableiten der Differentialgleichung nach ¢ und
Einsetzen des Ansatzes fiihrt dann auf

. AT I
—Lw1e™ ! + R/ T + S 1" = Uiwe'! (33)
Division durch ¢t ergibt
R A RO
—Lw™I + Riw'T + 61 = Uiwe! Wt (34)

Da auf der linken Seite eine Konstante steht, kann diese Gleichung fiir alle ¢ nur dann
gelten, wenn die rechte Seite auch konstant ist, d.h. wenn w’ = w. Damit folgt:

. U
1= - T (35)
R+ (wL — @)
Somit ist der komplexe Widerstand
U 1
Zire = — = R+ i(wL — — 36
LRC 7 +i(w wC’) (36)
und der Scheinwiderstand
\Zurel = \/R2 (WL (37)
wC
b) Es gilt
1 |- 1 1 A 1
I :—I):——U——Ue 38
1= 5 170 Zo| Vet (38)
also U
|Ze| = 7 (39)
eff
Da andererseits )
Zo|l=— 40
20l = - (10)
folgt also
1 Iy 11
= - = = 50.9uF 41
o Tes; i [ (41)



Um die Induktivitdt und den Widerstand der Spule zu berechnen, bestimmt man zuerst aus
den experimentellen Werten die Scheinwiderstéinde:

|ZLr| = % = 176.5Q (42)

U
| Zenel = 7 = 13049 (43)

Damit werden nun

|Zpr| = Vw?L? + R? (44)

‘ZLRC| —\/R2+(WL1)2 (45)

wC
zu zwei Gleichungen fiir die zwei Unbekannten R, L. Quadrieren und Subtraktion ergibt eine

Gleichung fiir L mit der Losung

c

L=—
2

202

R=\/|Zpg|* — w?L? = 101.4Q (47)

Aufgabe 3: LC-Schwingkreis

1
(|ZLR|2 —|Zrrel® + ) = 0.46H (46)

R folgt dann mit

Gegeben sei ein LC-Schwingkreis, der mit einer Wechselspannung U (t) = Uetwt angetrieben wird.

a) Stellen Sie die Differentialgleichung des Systems auf. Berechnen Sie die allgemeine Losung
mithilfe der Ansitze Qx(t) = Asin(wot) + B cos(wot) fiir den homogenen Teil und Q;(t) =
Qe fiir den inhomogenen Teil. Berechnen Sie aus Threr Losung den Strom I(¢) im Schwing-
kreis.

b) Berechnen Sie nun nochmals den Strom I(¢) im Schwingkreis, dieses mal direkt als komplexe
Funktion mithilfe der Impedanzen der Schaltung. Was fillt Thnen auf im Vergleich zu a)?

Losung
a) Die DGL lautet
I | o
LQ + 5Q =Ue™* (48)
Homogene Losung;:
Ansatz: Qp(t) = Asin(wot) + B cos(wot) (49)
1
Wi+ = =
= —wyL + - 0 (50)
1
=Wy = — 51
" VIC oy
Inhomogene Losung:
Ansatz: Q;(t) = Qe (52)
A 1 -~ N
= —w?LQ + = (53)
- U cU




Allgemeine Losung:

Q(t) = Qn(t) + Qi(t) (55)
. CU Tw

= AS]H(UJ()t) + BCOS(’LUQt) + me ¢ (56)

Und als Strom im Schwingkreis erhélt man

dQ(t . wCU .,

I(t) = % = wy (A cos(wpt) — Bsin(wgt)) + T w?Lc® t (57)

b) Fiir die Gesamtimpedanz der Schaltung gilt
Zges = Z1 + Zc (58)

1 1

iwL + ok <w wC> (59)

Fiir den Strom im Schwingkreis als komplexe Funktion erhélt man

U(t)
I(t) = (60)
des
Ueiwt iUl ot wCU .,
— — w — 2w 61
iwl-L)  wi-L° “1-wrc’ (61

Die Losung entspricht der inhomogenen Lésung aus a).

Aufgabe 4: Allpass-Filter

In der folgenden Abbildung ist ein sogenannter Allpass-Filter dargestellt:
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a) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion H(w) = Ut / Usn.

Hinweis: Durch genaues Hinsehen erkennt man, dass die Schaltung auch in einer etwas
einfacheren Form gezeichnet werden kann. Verwenden Sie den komplexen Ansatz Ui, (t) =
Ume™! und rechnen Sie mit komplexen Widerstinden, um die komplexen Amplituden L
und I, der Stréme I (t) = I,eit und IL(t) = Ire™t und daraus U,y zu bestimmen. Das

Endergebnis lautet: H(w) = (1 — iwRC)/(1 +iwRC).

b) Wie grofl ist der Verstirkungsfaktor und die Phasenverschiebung als Funktionen von w?
Warum heifit die Schaltung ’Allpass-Filter’?
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Losung

a) Durch genaues Hinsehen erkennt man, dass sich der Allpass-Filter auch in der folgenden Form
darstellen ldsst: Es handelt sich also um zwei identische ungekoppelte RC'—Schaltungen, die
an die gemeinsame Wechselspannungsquelle Uy, (t) angeschlossen sind, wobei die Ausgangs-
spannung Uyt (t) zwischen den markierten Punkten 1 und 2 abgegriffen wird. Auerdem
sind die positiven Richtungskonventionen fiir Iy und Iy eingezeichnet, ebenso die positive
Richtung fiir die Eingangsspannung. Ui, (t) soll also positives Vorzeichen haben, wenn sie an
der Pfeilspitze positives und am Pfeilende negatives Potential erzeugt. D.h. der Pfeil gibt die
Bewegungsrichtung der positiven Ladungstriger durch die Spannungsquelle an. (Beliebige
andere Konventionen sind moglich, miissen aber konsistent durchgehalten werden.)

Dann ergibt sich die komplexe Amplitude I, aus der komplexen Amplitude Uin per

. 1 .
L =—Uy 62
"R+ e (62

denn bei der Reihenschaltung von R und C addieren sich deren komplexe Widersténde.
VorzeichenmiBig ist das korrekt, wie man aus dem Spezialfall ohne Kondensator (also C' = oo)
erkennt. Fiir I gilt entsprechend

A 1

Iy=——" U, 63
S (03)

Das negative Vorzeichen ist korrekt, wie man wieder sieht, wenn man den Spezialfall ohne
Kondensator betrachtet.

Wegen
Uout = ¢1 — @2 = ¢1 — ¢ + ¢ — @2 + ¢or — ¢ = Uy — RI1 + Rl (64)
—_—— ———— N —
—RI, Ui RIs

ist die gesuchte komplexe Amplitude Upus der Ausgangsspannung also
Uout = Um - Rfl + RjQ (65)

Setzt man hier nun die oben bestimmten I; und I ein, dann folgt

N A 1 - 1 ~ 2R -
Uowt =Uin —R5——FUn + R (—1U1 ) = (1 - 1) Uin (66)
R+iwC R+ iwC R+iwC
Hieraus kann man die Ubertragungsfunktion ablesen
2R
Hw)=1- -1 (67)
R+ wC
die sich allerdings noch in eine elegantere Form bringen l&sst:
1 2R 2wRC 14+ wRC —2iwRC _1—iwRC (68)
R+ wRC+1 1+ iwRC - 1+iwRC
Also im Ganzen 1 — iwRC
—iw
Hw) = —F— 69
) =T wre (69)



b) Der Verstirkungsfaktor ist das Verhéltnis der reellen Amplitude von Ausgangs- und Ein-
gangsspannung

Uout

V:

- (70)
Ui

also einfach der Betrag der Ubertragungsfunktion V = |H(w)|. Im betrachteten Fall ist

=1 (71)

H ()| = 1—iwRC _ 14 w?R2C?
|1 +iwRC| 14 w2R2C?

Die ?hasenverschiebung zwischen Uy, (t) und Uyt (t) ist entsprechend die komplexe Phase
der Ubertragungsfunktion. Die berechnet man am einfachsten, indem man die Darstellung
1+ iwRC = re® benutzt:

1—iwRC re ™ .,
prmd prmd - = e
1+ iwRC retd

H(w) (72)

H(w) ist also ein reiner Phasenfaktor (klar, denn |H(w)| = 1). Fiir den Phasenwinkel ¢ gilt
aufgrund seiner Definition:

re' =1+ iwRC — ¢ = arctan(wRC) (73)
Also ist die gesuchte Phasenverschiebung zwischen Uiy, (¢) und Ugyt (t)
A¢p = —2¢ = —2arctan(wRC) (74)

Der Allpass-Filter erzeugt also ein Ausgangssignal, dessen (reelle) Amplitude fiir alle Fre-
quenzen mit der (reellen) Amplitude des Eingangssignals iibereinstimmt, das aber eine fre-
quenzabhiingige Phasenverschiebung aufweist. Daher der Name ’Allpass-Filter’.



