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Losungsblatt 1
Elektrostatik

Aufgabe 1: Mondladung

Betrachten Sie Erde und Mond als geladene Kugeln, die beide die gleiche entgegengesetzte Ober-
flichenladungsdichte haben. Die Grofie der Erde (Erdradius rg = 6371 km, Erdmasse mg =
5,9736 - 10** kg) und des Mondes (Mondradius ry = 1773 km, Mondmasse my = 7,35 - 10?2 kg)
und ihr mittlerer Abstand (rgas = 384400 km) seien wie in der Wirklichkeit. Die Ladung der Erde
ist positiv, die des Mondes negativ.

a) Wie grofi miissen die Gesamtladungen auf der Erde und dem Mond sein, damit die Anzie-
hungskraft zwischen den beiden Korpern genauso stark ist wie die Gravitation?

b) Kénnte man das gesamte Sonnensystem mithilfe geladener Korper und elektrostatischer
Kréfte als alleinig auftretende Kréfte nachbauen? Begriinden Sie ihre Antwort.
Losung

a) Mond und Erde haben die gleiche konstante Oberflichenladungsdichte, also gilt
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Die Coulomb-Kraft berechnet sich zu
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Die Gravitationskraft berechnet sich zu Fg = —G™¥™E  wobei G = 6,674 - 107! k’g"; die
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Gravitationskonstante ist. Also erhilt man:

Fe = Fg (3)
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Durch Umstellen erhélt man
Qr = 22 \/Gmemwre, = 2,05 - 1014C (5)
™
Unter Verwendung der ersten Gleichung erhélt man

Qum = —2%\/GmEmM7reo = —1,59-1013¢C (6)



b) Dies ist nicht moglich. Im Gegensatz zur Coulomb-Wechselwirkung wirkt die Gravitation
immer anziehend. Daher wird spétestens beim Hinzufiigen des dritten Korpers des Sonnen-
systems eine Abweichung zum realen Sonnensystem festzustellen sein.

Aufgabe 2: Ladungen im Sechseck

An fiinf Ecken eines gleichseitigen Sechsecks (Seitenlinge a = 5-107° m) sei je ein Elektron
(—e = —1,6-10"1 C, m, = 9,1-1073! kg) angebracht, im Zentrum des Sechsecks befinde sich
eine positive Punktladung g = +e.

a) Welches Potential erzeugt diese Ladungsverteilung in der freien sechsten Ecke? Welche Arbeit
muss geleistet werden um ein weiteres Elektron aus der Unendlichkeit in die freie Ecke zu
bringen?

b) Wird dieses Elektron anschlielend wieder losgelassen, so fliegt es weg. Welche Grenzgeschwin-
digkeit erreicht das Elektron im Vakuum?

¢) Welche Grenzgeschwindigkeit erreichen die Elektronen, wenn alle sechs gleichzeitig losgelassen

werden?
Losung
Die Entfernung zweier Elektronen wird mit r;; mit 4,5 € {0,...,6} mit 0 dem Zentrum und
1,...,6 die anderen Elektronen im Uhrzeigersinn nummeriert. Die Entfernungen zum Zentrum

sind ro; = a, die zu benachbarten Ecken ebenfalls a, die zu den iibernéichsten Ecken av/3, die zu
gegeniiberliegenden 2a.

a) Die freie Stelle 6 tritt in Wechselwirkung mit dem Zentrum 0 und den fiinf Elektronen auf
dem Sechseck. Fiir das Potential an der Stelle 6 gilt
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Die potenzielle Energie eines aus dem Unendlichen kommenden Elektron ist
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b) Diese wird in reine kinetische Energie eines Elektrons umgewandelt: Fy, = %mev2. Nach
dem Energieerhaltungssatz folgt Epot = Eikin
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c¢) Lésst man alle sechs Elektronen gleichzeitig los, so bedeutet dies, dass alle untereinander in
Wechselwirkung treten (da sie nicht festgehalten sind). Die potenzielle Energie, die dieses
System nun besitzt, kann man folgendermafien deuten: Man bringt ein Elektron nach dem
anderen aus dem Unendlichen kommend an seinen Platz und beriicksichtigt zusétzlich zur
Wechselwirkung mit dem Zentrum auch noch die Wechselwirkung der Elektronen unterein-
ander.

Sechs Wechselwirkungen im Zentrum, sechs mit Nachbarn, sechs mit iiberndchsten Nachbarn,
3 mit gegeniiberliegenden. Daher
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Diese potenzielle Energie wird in kinetische Energie von sechs Elektronen umgewandelt:
B, =6+ 2mev*? = 3m.v*?. Nach dem Energieerhaltungssatz folgt

E;;ot = Ef{kin (13)
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Bestimmen Sie fiir die folgenden Anordnungen das elektrische Feld E in allen relevanten Gebieten
mithilfe des Satzes von Gausf.

Aufgabe 3: Satz von Gauf

a) Fiir eine homogen geladene Vollkugel mit Volumenladungsdichte pg und Radius rg.

b) Fiir einen unendlich langen Hohlzylinder mit vernachléssighbarer Wandstérke. Der Radius des
Zylinders sei rg, die Wand habe eine Oberflichenladungsdichte oy.

¢) Fiir einen unendlich langen Draht mit Linienladungsdichte Ag.

Losung

Allgemein lautet der Satz von Gaufl

f{ E-d/f:/ divE dV (15)
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Fiir ein belieges Volumen V und ein beliebiges rotationsfreies Vektorfeld E. Interpretiert man E als
elektrisches Feld kann das GauB’sche Satz mithilfe des ersten Maxwellschen Gesetzes divE = p/€o
geschrieben werden kann als

f{ Foddi-t pdV (16)
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€o ist hierbei die Dielektrizitdtskonstante und p die Volumenladungsdichte. Das Integral auf der
rechten Seite entspricht also genau der von dem Volumen V eingeschlossenen Ladung Qin, daher
schreiben wir den Satz final als
QN

f{ E.dA==*2 (17)
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a) Aufgrund der Kugelsymmetrie gilt E(7) = E(r)é,, daher erhélt man als Oberflichenintegral
fiir ein GauB-Volumen in Form einer Kugel mit Radius r:

7{ E-dA = E(r) 4mr? (18)
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Wir unterscheiden jetzt 2 Bereiche:

o 1 < 1rg:
QN = %Wﬁpo (19)
= B = _ (20)

o 1o <18
QN = gm"gpo (21)
= E(r) = m = ?f’foﬁ (22)

b) Aufgrund der Zylindersymmetrie gilt E(7) = E(p)é,, wobei p die radiale Koordinate der
Grundfldche des Zylinders beschreibt. Wir wéhlen als Gauivolumen einen Zylinder mit Lénge
[ und Radius p. Man erhélt fiir das Oberfldchenintegral

f E~d/T:/ E.d/n/ B.di (23)
ov Deckfldchen Mantel
=0 (€,-€.=0)
= E(p) 2mpl (24)

Wir unterscheiden wieder 2 Bereiche:

e p < 7rp:
Q=0 (25)
= E(p) =0 (26)

o 1o < p:
Qix = 2mrolog (27)
= B(p) = 27rglog _ %070 (28)
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¢) Es gilt wiederrum Zylindersymmetrie mit £(7) = E (p)€,. Wir wihlen als Gauivolumen einen
Zylinder mit Lange [ und Radius p, also gilt fiir das Oberflichenintegral:

j'{ E-dA = E(p) 2npl (29)
ov

Als eingeschlossene Ladung erhalten wir fiir alle p:

QN = Aol (30)
und damit fiir das elektrische Feld
Ao 1
E(p) = - 31
(p) =5 " (31)

Aufgabe 4: E-Feld einer Scheibe

Eine Scheibe mit Radius R hat eine Oberflichenladungsdichte o. Die z-Achse schneidet den Mit-
telpunkt O. Die Gesamtladung der Schiebe betriigt Q = 7R?0.



a) Berechnen Sie die Grofe und Richtung des elektrischen Feldes E(z) an einem Punkt P in einer
Entfernung z iiber dem Mittelpunkt der Scheibe. Driicken Sie das Ergebnis in Abh#ngigkeit
von @, R, € und z aus.

Hinweis: Das Ergebnis fiir das elektrische Feld entlang der z-Achse eines Rings mit Radius
r und Ladung ¢ mag hier hilfreich sein:

1 qz

E in = _’z 32
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b) Skizzieren Sie E(z) qualitativ fiir z > 0.
¢) Benutzen Sie die Taylorreihe (14 u)” = 14 nu + ... fiir u < 1 um vereinfachte Ausdriicke

fiir die folgenden zwei Grenzfille von E(z) zu finden: 22 < R2 und 22 > R2.

d) Vergleichen Sie das Ergebnis aus (c) mit E(r) einer Punktladung Q im Ursprung.

Losung

a) Wir unterteilen die Scheibe in Ringe: Fiir diese Ringe ist ihr jeweiliges E-Feld dE bekannt.

Diese lassen sich dann iiber den Radius R der Scheibe integrieren.

dA = 27rdr o= % (33)
Q
= dqg=o0dA = e (27rdr) (34)
1
L iE— zdg _ Qz rdr (35)

e (22 + T2)3/2 2meq R? (22 + r2)3/2
um diesen Ausdruck zu integrieren benutzt man die Substitution

s:=V22+47r2=rdr=sds (36)



also hat das Integral die Form f s 2ds:

Qz /R rdr
FE = FE =
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= Blz) = 2 \z VRt ) (fiir > 0) (39)

b) Man erhélt den Verlauf:

¢) Die Funktion (1 4+ »)™ kann um 0 fiir v < 1 wie folgt durch eine Taylorreihe approximiert
werden:
I+uw)"~1+nu+... (40)

o 22 < R*%: B
Die Gleichung fiir E(z) ldsst sich umschreiben als

E(z) = % 1— 11—13 e, (41)
also gilt o
(o) b
damit ergibt sich
E(z) ~ 27721%2 <1 B % (1 N % (;)Q» gz (43)
~ 27rec(2)R2 €, fiir 22 < R? (44)

e 22> R%: B
Die Gleichung fiir F(z) ldsst sich umschreiben als

also gilt



damit ergibt sich

E(z) ~ %032 (1 - <1 - % (ff)) e, (47)

Q .
= ¢, 48
4dmenz? © (48)
d) Das Elektrischer Feld einer Punktladung @ im Ursprung lautet
5 Q .
E(r) = ——eé, 49
(r) 4mreqr? € (49)

was natiirlich der Ndherung 2% > R? aus (c) entspricht.

Aufgabe 5: Plattenkondensatoren

Eine Parallelschaltung zweier baugleicher 2,0 F' Plattenkondensatoren wird an eine 100V-Batterie
angeschlossen. Anschlielend wird die Verbindung zur Batterie getrennt und der Abstand zwischen
den Platten eines der Kondensatoren verdoppelt. Ermitteln Sie die Ladung auf der positiv gelade-
nen Platte jedes Kondensators.

Losung

Bei einer Parallelschaltung von Kondensatoren ldsst sich die Ersatzkapazitiat berechnen mit
C=C1+Cy=4,0uF (50)
Damit lasst sich die Gesamtladung berechnen mit
Q = CU = 400uC (51)

Diese Ladung verteilt sich nach dem Trennen der Batterie auf beide Kondensatoren. Durch die
Verdoppelung des Plattenabstandes eines Kondensators halbiert sich dessen Kapazitidt. Weil die
Kondensatoren immernoch parallel geschalten sind, liegt an beiden jedoch die gleiche Spannung
an, also:

Q=Q:1+Q2 Ui1=0U; 012% (52)
Q1 Qo

o T a0, (53)

=20Q1 = Q2 (54)

= Q= % —133uC Q= ? = 267uC (55)

Aufgabe 6: Kugelkondensatoren

An den beiden abgebildeten Kugelkondensatoren liegt zwischen der inneren und der dufleren Me-
tallkugel die Spannung U an. Dabei stellen die schattierten Bereiche Dielektrika dar. Berechnen
Sie fiir (a) und (b) die Kapazitit und die Flichenladungsdichte auf der #dufieren und der inneren
Kugel. Nehmen Sie an, dass die Felder in beiden Fallen rein radial ausgerichtet sind.
Hinweis: Die Kapazitat eines Kugelkondensators mit innerem bzw. duflerem Radius R; bzw. R,
und Dielektrikum € im Zwischenraum ist gegeben mit

R, R;

C = 4meeg—2

R R (56)



Losung

a)

Wir denken uns nun den gegebenen Kondensator als Grenzfall von zwei ineinandergesteck-
ten Kugelkondensatoren mit kleinem Luftspalt. Auf beiden Kondensatoren befinde sich die
Ladung Q. Genauer: Auf der inneren Schale des inneren Kondensators Q, auf seiner dufleren
-Q. Ebenso fiir den dufleren Kondensator. Dann herrscht im luftgefiillten Gebiet kein Feld.
Es handelt sich dann um eine Reihenschaltung von Kondensatoren. Fiir den Inneren Kon-

densator gilt
Ra1 Ry
Ol = 47‘[’61607 57
Rq1 — Ry (57)
und entsprechend fiir den dufleren Kondensator. Die Gesamtkapazitéit 1édsst sich dann berech-
nen mit
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c G * Cy  4me (GlRaan * €2Ra2Ri2) (58)
Nun lassen wir den Spalt gegen null gehen und erhalten R,; = R;s =: R,,, aulerdem
Ri = Rﬂ und Ra = Ra2
1 1 R,—R;, R,—R,
— = 59
¢~ ine <61RmRi + egRaRm> (59)
e1e2; Ry Ry
= C = 47e 60
*e1Ri(Rq — Rm) + €2Ra(Ron — Ri) (60
Fiir die Fldchenladungsdichten gilt dann
P Q o CcU - 6061€2RmRaU (61)
" 4rR? AnR? e R?(R. — Rp) + @@R.Ri(R,, — R;)
o Q _ cU _ 6061€2RmRiU (62)

T 4rR2 T 4nR2 @ RiRo(Ra — Ry) + 2R2(Rim — Ry)

In diesem Fall befinden sich die beiden Hilften einer Kugelschale auf demselben Potential,
tragen jedoch untschiedliche Ladungen. Es gilt:
Q1 =CU  Q2=0CU (63)
mit den halben Kapazititen, also:
RaRi RaRi
Cl = 27T€1€0m 02 = QWGQEOm (64)



Die Gesamtladung betréigt dann

RaRi
Q = Ql + Q2 = 27‘1’(61 + 62)60 R, — RzU (65)

und die Gesamtkapazitit

C= % = 2m(€e1 + €2)€p

R.R;

R R, (=C1+Cy) (66)

Es handelt sich also um eine Parallelschaltung von Kondensatoren. Fiir die Oberflichenladungsdichten
gilt:

o1 = 27?;222 = €0€1 }f:{]zl U (67)
Ola = 27?];2 = €0€1 é?/_R;{iU (68)
02 = 27?;212 = €o€2 R]zailzl u (69)
020 = 27?23 = €€ é?/_REi u (70)



