Ubungen zum Ferienkurs Analysis II

Implizite Funktionen und Differentialgleichungen

4.1 Umkehrbarkeit

Man betrachte die durch g(s,t) = (e®cos(t),e®sin(t)) gegebene Funktion g : R? — R2. Zeigen Sie,
dass g die Bedingungen des Satzes iiber Umkehrfunktionen erfiillt, aber nicht injektiv ist

Lésung Wir berechnen die Jacobimatrix von g.

J, - (es cos(t) —e° sin(t))

esin(t) —e®cos(t)
Fiir die Determinante erhalten wir
det J, = €* (cos®(t) +sin®(t)) = e** >0 V(s,t) € R?

Nach dem Satz iiber Umkehrfunktionen folgt damit, dass g auf ganz R? ein lokaler Diffeomorphismus
ist. g ist aber nicht injektiv denn es gilt g(s,t + 2m) = g(s,t).

4.2 Implizite Funktionen x

Zeigen Sie, dass es eine Umgebung U C R3 von (0,0, 0) gibt , in der das Gleichungssystem

sin(z —y?> +23) —cos(z +y+2)+1=0
sin(y + 22 — 23) 4 cos(z —y) —1=0

eindeutig nach (z,y) aufgelost werden kann (d.h. (x,y) = h(z) mit einer geeigneten Funktion h).
Berechnen Sie weiterhin die Ableitung von h im Nullpunkt.

Lésung Wir betrachten die stetig differenzierbare Funktion
[R5 R?
(2,7, 2) sin(z — y? + 23) —cos(x +y +2) + 1
Y sin(y + 2% — 23) +cos(z —y) — 1

Es gilt £(0,0,0) = (0,0), der Punkt ist also eine Nullstelle. Nun berechnen wir das partielle Differen-
tial

D4y £(0,0,0) = cos(z —y? +23) +sin(z +y +2) —2ycos(z —y* + 23) +sin(z +y + 2)
YIS 2z cos(y + @2 — 23) — sin(x — y) cos(y + 22 — 23) sin(z — y)

“(o )

Offensichtlich ist die Einheitsmatrix invertierbar, also kénnen wir nach dem Satz iiber implizite Funk-
tionen die Gleichung an der Stelle (0,0,0) entsprechend auflésen mit einer eindeutig bestimmten
Funktion h(z), die sogar differenzierbar ist. Die Ableitung berechnen wir ebenfalls nach dem Satz
iiber implizite Funktionen

1'(0) = —[Dayf(0,7(0))] " D. £ (0, h(0))
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Das partielle Differential D, f(z,y, z) lautet

D,J(0,0,0)z(

=)

und damit erhalten wir fiir die Ableitung

322 cos(z — y? + 23) +sin(x + y + 2)
—322cos(y + 2% — 23)

4.3 Umkehrbarkeit I1

Zeige: die Abbildung f : R?\ {(0,0)} — R?, (z,y) — (22 — y?,2zy) ist in allen Punkten ein lokaler
C'-Diffeomorphismus.

Losung Die Abbildung ist stetig differenzierbar und wir betrachten die Invertierbarkeit der Jacobi-

Matrix
2z 2y
Ir= (—Qy 2:c>

Die Determinante der Jacobi-Matrix lautet
det Jp = 42? +4y* > 0 ¥(x,y) € R*\ {(0,0)}.

Damit folgt die Behauptung aus dem Satz iiber die Umkehrfunktion.

4.4 Umkehrbarkeit I11

Zeige, dass die Abbildung f : R? — R2 (z,y) — (23 + 3ze¥,y — 2?) ein C'-Diffeomorphismus auf R?
ist.

Losung Die Abbildung ist stetig differenzierbar. Wir betrachten wieder die Jacobi Matrix um die
Anwendbarkeit des Satzes iiber Umkehrfunktionen zu iiberpriifen

I, — 322 4+ 3e¥  3zeY
= —2x 1

Um die Invertierbarkeit zu iiberpriifen berechnen wir die Determinante
det Jy = 32% + 3e¥ + 62%¢¥ > 0

Die Matrix ist also iiberall invertierbar. Damit folgt nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion, dass
f ein lokaler C'-Diffeomorphismus ist. Nun muss noch gezeigt werden, dass f bijektiv ist d.h. zu
jedem (u,v) € R? existiert genau ein (z,y) € R? sodass f(z,y) = (u,v). Dies ist dquivalent zu dem
Gleichungssystem

u =12+ 3xeY

v=1y—x?



und damit dquivalent zu
23+ 3ze¥ —u=0
Y = 2 o

Die Abbildung g : R — R,z + 23 4 3ze? — u ist stetig differenzierbar auf R. Die Ableitung ist positiv
d.h. die Funktion ist streng monoton wachsend, also injektiv. Es gilt

2 () = o0

Nach dem Zwischenwertsatz nimmt die Funktion daher jede reelle Zahl an, ist also surjektiv. Damit
hat das Gleichungssystem eine eindeutige Losung und f ist also bijektiv.

4.5 Separierbare Differentialgleichungen x

Geben Sie alle Losungen der folgenden Differentialgleichungen an:

(a) ¥z =2y
(b) ¥/ = #%5y

(c) Y (y+1)2+23=0

Lésung Man 16st jeweils durch Trennung der Variablen:

dy _ [ 2d . _ _ 1,02
(a) [ =[%F +C ergibt In|y| =2In|z|+ C, bzw. y = £e“z”.
Achtung: die Losungen lassen sich bei z = 0 differenzierbar stiickeln:

cz?  fiir x >0,
y(z) =

cr? firz <0

mit ¢, cy € R. Fiir = 0 folgt aus der Differentialgleichung sofort y(0) = 0. Somit sind andere
Anfangswerte dort nicht moglich.

() [ % = i;ﬁﬁ + C ergibt In |y| = In(2? + 1) + C, als implizite Losung.

Durch Auflésen nach y erhélt man
y(z) = +e%(2? + 1)
Die Nullfunktion ist auch eine Losung. Somit kann man die Losungen zusammenfassen zu

y(r) =c(z®+1) =ca®’ +¢, ceR

() [(y+1)%dy = [(—2)3dx + C ergibt $(y +1)3 = —32' + C.
Die Hohenlinien der Funktion F(z,y) = 3(y + 1)® 4+ 2% ergeben die Losungen der Differential-
gleichung.



4.6

Lineare Differentialgleichungen

Gegeben ist die Differentialgleichung v’ + 7y" + 15y" + 9y = 0.

(a) Welche Dimension hat der Losungsraum der Gleichung?

(b) Welche der folgenden Funktionen von x sind Losungen der Gleichung?

()
(d)

(i) —lnzx
(i) 0
(iii) 1
(iv) 2e7*
(v) 1+z+3a2%+ La?
Geben Sie ein Fundamentalsystem der Gleichung an!

Geben Sie die Menge aller reellen Losungen der Differentialgleichung v + 7y” + 15y’ + 9y = 3
an!

Loésung

(a)

(b)

4.7
(a)

(b)
()

homogene lineare Differentialgleichung dritter Ordnung, ihr Losungsraum ist also dreidimensio-
nal

Die Gleichung hat konstante Koeflizienten, somit sind ihre Losungen Produkte von Polynomen
(maximal 2. Grades) und Exponentialfunktionen, und Linearkombinationen davon. Die Null-
funktion ist immer eine Losung. Man iiberpriift leicht, dass auch e™®
Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist.

eine Losung ist, da —1

Das charakteristische Polynom ist x(\) = A3+ 72+ 15\ +9 mit der aus (b) bekannten Nullstelle
—1. Polynomdivision ergibt x(A) = (A+1)(A%2 +6A+9) = (A +1)(A+3)2. Also ist —3 noch eine
doppelte Nullstelle. Somit ist (e =%, e~3%, ze~3%) Basis des Losungsraums.

Offenbar ist die konstante Losung y(z) = % Losung der inhomogenen DGL. Der gesamte
Losungsraum besteht aus der Summe dieser konstanten Losung und einer beliebigen Lésung
des homogenen Systems.

Separierbare Differentialgleichungen

Finden Sie auf ganz R definierte Losungen von 3y’ = (1 — %?) mit y(0) = yo, 50 € R\ {0}
Wie viele konstante Losungen gibt es?

Wie viele auf ganz R definierte Losungen mit y(0) = 0 gibt es?

Loésung

(a)

Wir 16sen durch Separation der Variablen. Fiir eine Losung y(x) mit y(0) = yo muss gelten

v®)  yd v 1 1 1
yay
/yo e :/0 x'da’, also —51n|1—y(m)2\+§1n|1—y§| :§x2.



Da die Integration {iber die Singularititen y = +1 nicht méglich ist, miissen 1 —y3 und 1 —y(x)?
fiir alle « das gleiche Vorzeichen haben. Somit ergibt beidseitiges exponenzieren

1—y(2)? = e (1 1).

Die rechte Seite ist immer kleiner als 1. Damit y(z) stetig ist, muss also gelten:

\/1 —e (1 —y2), fallsyo >0,
—\/1 —e (1 —y2), fallsyy <0

y(z) =

denn der Radikant ist in beiden Féllen immer positiv.

(b) Die rechte Seite der Differentialgleichung ist Null fiir alle z, genau dann, wenn y = £1 ist. Somit
sind y(z) = £1 genau zwei konstante Losungen.

(¢) Fiir yo = 0 sind y+(x) = £1/1 — e=** die einzigen zwei Losungen auf R\ {0} mit lién y+(z) =0.
Fiir kleine z gilt y4 (z) &~ Va2 = £|x|. Somit gibt es genau zwei Losungen
y(x) firxz >0

yi(z) =40 fir z =0 und yo(z) = —y1(x),
y_(x) firxz <0

die auf ganz R differenzierbar und Losungen der Differentialgleichung mit y(0) = 0 sind.

4.8 Lineares Differentialgleichungssystem *

2 0 5
0 2),z(00=1{3
-1 10 3
Hinweis: Schreiben Sie das System als eine Differentialgleichung hoherer Ordnung fiir x;.

Losen sie das AWP & = Az mit

Lésung  Ausgeschrieben ist
T = 2T9%9 = 223283 = —x1 + T2

also 7 = 249 = 4x3 und ¥ = 4243 = —4x1 + 4xo.
Also 16sen wir
1 — 2241 +4x1 =0

mit den Anfangswerten x1(0) = 5, #1(0) = 222(0) = 6 und 27(0) = 222(0) = 4x3(0) = 12. Das
charakteristische Polynom A3 — 2) + 4 mit der (erratenen) Nullstelle \; = —2.

Polynomdivision ergibt

(V=20 +4): (A +2) =2 -2\ + 2,

die weiteren Nullstellen sind Adg3 =1+ +v1—-2=1=%4.
Ein reelles Fundamentalsystem ist also

e*2t, el cost, el sint.

Wir suchen «, 3, v € R, so dass z1(t) = ae™ 2! + Bel cost + ve! sint die Anfangsbedingungen erfiillt.
Taylorentwicklung;:

e =1-2t42t2+ ...

1 1
elcost = (14t + 5152 +..)(1 - §t2 +.)=1+t+0(%)



1 1
elsint = (1+1t+ 5t2 4.t — 6t3 +.) =t+ 2+ 0t

Somit gilt:
z1(t) = a+ B+t(=2a+ B +7) +t*(2a + ) + O(t%).

Koeffizientenvergleich ergibt das lineare Gleichungssystem
a+ B =x1(0)=5,
—20 4 8+~ =1(0) = 6,

1
20+ = 5#1(0) = 6,

Also
v=6-2a

—4da+ =0,

somit « =1, f =4, v = 4.
Die Losung des AWPs lautet also

x1(t) = e 2" + 4e’(cost + sint)

1 1

xo(t) = ix'l (t) = 5(—267% + 4e(cost +sint) + de (—sint + cost)) = —e 2 + 4e cost
1 1

x3(t) = iafg(t) = 5(2872{/ +4e(cost —sint)) = e 4 2(cost — sint)

4.9 RC-Glied

Ein periodisch angeregtes RC-Glied (R=Widerstand, C=Kondensator) ldsst sich in dimensionsloser
Form folgenderweise darstellen.
T+ z = Asin(wt), w>0

Losen Sie die DGL als Summe aus allgemeiner Losung der homogenen DGL und partikulérer Losung
der inhomogenen DGL.

Losung

1) Losung der homogenen DGL & + 2 = 0:  x(t) = cie™!

2) Partikuldre Losung des der inhomogenen DGL: x(t) = casin(wt) + czcos(wt)

3) Gesamtlosung: x(t) = cre™ + cosin(wt) + czcos(wt).
Bestimme ¢; iiber x(0) = xo = ¢1 + c2
z(t) = (xo — c3)et + casin(wt) + czcos(wt)

4.10 Trennung der Variablen

Losen Sie die folgenen DGLs durch Trennung der Variablen.



_ 12 —__1
-2 tc Y= %:p2+c

i) y(r) =cz-1)  y(0)=3  y(r)=3—06z

i) [ % = $22d_$1 = (ﬁ — ﬁ) dzx Das Integral existiert nur fiir x # +1
Inly| — In|c| = lnli—j& Y= ci—_i y(0) =5
_ = #+1 y= 77
r=21 y=0

4.11 Lo6sung des Fundamentalsystems

Betrachten Sie die folgende homogene Differentialgleichung

d 0 1
Zalt) = Az(t) A= < Lo ) (1)

At und zeigen Sie, dass gilt:

a) Betrachten Sie die Reihendarstellung von e
A ( cosh(t) sinh(t) >

_ A0 _
sinh(t) cosh(t)

mit e

Hinweis:Berechnen Sie die Potenzen A und finden Sie dabei Regelméfigkeiten.

b) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A und l6sen Sie damit die Differentialglei-

chung.
Losung
10 01 10 01
0 _ 1 _ 2 __ 3 _
2) A _<0 1), A _(1 0), A _<0 1), A _(1 O),usw.
o0 o0
2k 1241
pAt _ § t* yn kgo (2k)! go (2k+1)! _ cosh(t) sinh(t)
P i‘é 2h+1 io: 12k sinh(t) cosh(t)
2k F1)! 20!
k=0 k=0
1 1
— — _ - 1 .
b))\l—l )\2— 1 uy = 2<1> u2ﬂ<_1)
To = a1U1 + agug — a = 72 ( 0,1 1 202 )
L0,1 — 20,2
to o=ttt .
ot hot, _1(€+el e —e _ (xoa1\ _ [cosh(t) sinh(t)\ [xo.
= aeT g 4 ape g = <et —e bt e —|—€_t> N <£L'072> N (Sinh(t) cosh(t) ) \zo2
Alternative:
At _ TDT! tDp—1 - 1 (11 1 et 0
et =e¢ =TT rnltT:(ul,UQ):—2 1 1 =T 'und D = 0 ot

At _ 1 (et +et et — e_t> _ (cosh(t) smh(t)>

S 2\el—et eltet sinh(t) cosh(t)



4.12 Charakteristisches Polynom

Losen Sie die DGL 3y” + 2y’ — y = 0 mit den Randbedingungen y(1)=2 und y’(1)=0 mit Hilfe des
charakteristischen Polynoms.

Losung

Charakteristisches Polynom: 32420 —-1=0 AM=-1 A= %

Losung der DGL: y(t) = aje™! + azes! y'(t) = —are ! + %aze%t

Bestimmung der Koeffizienten {iber Randbedingungen: — lineares Gleichungssystem
y()\ _ [ et es ar) (2

()= (7 52) ()= )

Lose Gleichungssystem mit Gaufischen Additionsverfahren:
cc|de™! e 2 [cclcJe™t 0 05 ap 0.5e
11 - 1.4 - = ~1
—e zes 0 0 zes 2 a2 1.5¢73

4.13 Gradienten Systeme

=

a) Seit dx/dt=f(x,y) und dy/dt=g(x,y). Zeigen Sie, dass, falls es sich um ein Gradientensystem
handelt, gilt: df/dy=dg/dx

b) Uberpriifen Sie, ob es sich bei den folgenden Systemen um Gradientensysteme handelt? Kon-
struieren Sie gegebenenfalls eine Potentialfunktion U(x,y).

i) @ = y? + ycos(x), y = 2zy + sin(x)
i) & =322 —1—e%, = —2xe®V

Losung

a) Falls es sich um ein Gradientensystem handelt gilt:

Of(xy) _ _0U(zy) _ _0*U(zy) _ 9g(z.y)
dy oyox oxdy ~ = Oz

b) i) %f(‘rv y) = (%(yQ + ycos(x) = 2y + cos(x)
2 g(x,y) = & (2zy + sin(x) = 2y + cos(x)

Es handelt sich also um ein Gradientensystem. Integriere partiell, um ein Potential zu
finden.

J(? + ycos(x))dx = y*x + ysin(z) + c1(y) = —U(z,y) mit ci1(z) =0
[ (2zy + sin(z))dy = y?x + ysin(x) + ca(z) = —U(z,y) mit co(y) =0
) e = 2

Lg(z,y) = —2e%

Es handelt sich ebenfalls um ein Gradientensystem. Integriere wieder partiell.

JBa?—1—eH)dr =23 —z —ze® + c1y = —U(z,y) mit c1(y) =0



[(—2ze®)dy = —ze® + co(x) = —U(z,y) mit co(z) =2 —=x
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