Ubungen zum Ferienkurs Analysis II

Variationsrechnung und Kurven

3.1 Energieerhaltung bei der Variationsrechnung x

Sei L : R" x R™ x [tg,t1] — R, L € C?, die Lagrange-Funktion L(z,v,t), z,v € R", t € [tg,t1],

zum zu minimierenden Funktional F(xz(.)) = ttol L(x(t),&(t),t)dt. Dann erfiillt jedes zweimal stetig

differenzierbare Extremum von F mit den Endpunkten z(¢y) = xo, x(t1) = x; Die Euler-Lagrange
Differentialgleichungen

d oL . oL .
7 5y (@0, 2(0)8) = == ((t), &(1),1) = 0

(a) Zeigen Sie, dass bei zeitlicher Translationsinvarianz von F (d.h. %—% = 0) die Energie
oL
E(xz,v) = %(a},v,t)v — L(z,v,t)
erhalten ist: Ist # eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen, so ist t — E(#(t),Z(t)) eine

konstante Funktion. Was passiert, wenn L(z, v, t) nur von ¢t und x, bzw. nur von ¢ und v abhéngt?

(b) Wie lautet die Energiefunktion E(x,v) fiir eine zeitunabhéngige Lagrange-Funktion der klassi-
schen Mechanik L(z,v,t) = $m|[v|[> = V(z),z,v € R?

Losung

(a) Falls die Lagrange-Funktion L(z,v,t) nicht explizit von ¢ abhingt, L(z,v,t) = L(z,v) so lautet
die Euler-Lagrange-Gleichung

%8@(%(75),%'@)) — 0, L(a(t), &(t) = 0. (1)

Fiir jede Losung z(t) hiervon ist

,al(x(t), i (t))i(t) — %(:c(t)vsb(t))i(t)

d oL ) oL . .
— (dtav(x(t),x(t)) — (%(x(t),w(t))> #(t) =0,

also ist die Energiefunktion entlang Lésungen von [I| konstant.
Falls L(z,v,t) nur von ¢t und x abhéngt, wird (1| zu 0, L(x(t),t) = 0.
Falls L(x,v,t) nur von ¢t und v abhéngt, wird (1| zu 9, L(%(t),t) = const.

(b) E(z,v) =mvTv— L(z,v,t) = sm|[v|]> + V()
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3.2 Brachistochrone (Kurve kiizester Laufzeit)

Ein Massepunkt bewege sich entlang einer differenzierbaren Kurve 7 : [0, a] — R™ mit Geschwindigkeit
v(7(0)) > 0. Dann ist die Zeit zum Durchlaufen der Kurve gegeben durch

_ [l
v(v(0))

Im Schwerefeld der Erde ist fiir ein anfangs ruhendes Teilchen mit (0) = (0,0) die Geschwindigkeit
gegeben durch v(y(0)) = \/(—g7y2(6)) mit der Erdbeschleunigung g, wobei v2(0) < 0 vorausgesetzt
wird. Der Endpunkt sei y(a) = (b, ¢) mit b > 0, ¢ < 0.

(a) Sei~ durch seine negative y-Komponente parametrisiert, v(6) = (f(0), —0) wobei a = —c gesetzt
ist. Bestimmen Sie die Euler-Lagrange-Gleichung fiir Kurven ~, die extremal beziiglich T'(-y) sind.

(b) Sei v nun durch seine z-Komponente parametrisiert, v(0) = (6, g(0)), wobei jetzt a = b gewéhlt
ist. Welche Differentialgleichung ergibt sich aus der Energieerhaltung?

Losung

(a) In dieser Parametrisierung ist

)= [V R e~ M@ se).ee ©)

mit der Lagrangedichte L(z,v,0) = H” . Die zugehorige Euler-Lagrange-Gleichung

aon on_
dt ov  Ox
wird hier gelost durch die Funktionen f(©) mit %(f(@)7 1(©),0) = const.

Wegen 7(]0(%?1,9)) = m

C\/go(1+ f'(©)2) = f'(0), (3)

wobei die Randbedingungen f(0) =0 und f(a) = b zu erfiillen sind.

muss es ein C' € R geben mit

(b) In der hier angegebenen Parametrisierung ist

/Vng@ 6 — / (©))do (4)

mit der @-unabhingigen Lagrange-Dichte L(y,v) = %. Eine so parametrisierte extremale
Kurve erfiillt die Euler-Lagrange-Gleichung und da L unabhingig von @ ist, auch die Energie-
erhaltung

E(g(©),4'(0)) = const.

. 2 2 . . .
mit E(y,v) = %(y,v)v — L(y,v) = \/m - lj'g”y \/W Das ergibt die Differen-

901 +4(0)*) =
mit einer Konstanten ¢’ < 0 und den Randbedingungen ¢(0) = 0; g(b) = c.

tialgleichung



3.3 Neilsche Parabel %

Parametrisieren Sie die durch die Punktmenge 4% — 23 = 0 C R? gegebene Kurve nach der Bogenléinge

Lésung Eine mogliche Parametrisierung erhélt man durch Auflésen nach z
ik
3
71(?/) = <yy ) 'Y GRa

diese ist allerdings nicht differenzierbar bei y = 0.
Eine glatte Parametrisierung erhélt man duch

= 0). Davon ausgehend berechnen wir die Bogenlénge,

diese ist allerdings singuldr bei t = 0 (75(0)
zunichst fir T > 0:
T

T
1
%T%i/hz ||dt = / 42 4 9tAdt = { 4+%)ﬂ = (4 97%)
0 0

(s + %)% — 2. Aus Symmetriegriinden ist

3
2

8
27"

Fiir die Umkehrfunktion gilt T(s)? = 1[(27s + 8)3 — 4] =
dann die Parametrisierung nach Bogenlidnge fiir s € R gegeben durch

o T(s)?
s) = <sgn<s>T<|sr>3>

3.4 Wegintegrale x

Berechnen Sie jeweils das Wegintegral f f(z)dx
= (cos(t),sin(t)),0 <t < 27w
(t,0) fir 0<¢<1
(1,t—1) firl<t<?2

(i) f($>y) = (exvxy)a ’Y(t)

(ii) f(z,y) = (sin(2), 2% +5?), 7(t) = {
(sinh(t), cosh(t),sinh(¢)),0 < ¢ < 1n(2)
gl

(111) f(az,y,z) = (ya _va)7 ’Y( )
t) = (tcos(t),tsin(t),t),0 < t, < 2m

(iv) f(x,y,2) = (22 — Va2 + 92,2, 22),

Losung

(1)

27 2
/ﬂmm@w:/(&Wﬂmmmm(ﬂmmmmﬁ—/ —sin(t)e“®) + cos?(t) sin(t)dt
v 0 0

mit cos(t) =z =

cos(2)
/ e* —x?dr =0
cos(0)



Af(:v,y)d(:n,y) - /Ol(sin(t),tQ) <(1)> dt+/12(sin(1),1—|—(t— 1)?) <(1’> _

2
—cos(1)+1+/ 2 — 2t +2dt = —cos(l)+§
1

(i)
In(2) cosh(t)
/f(x, y,z)d(z,y, z) = / (cosh(t), —sinh(t), sinh(¢)) - | sinh(¢) | dt =
gl 0 cosh(t)
In(2) In(2)
/ cosh?(t) — sinh?(t) + cosh(t) sinh(t)dt = / 1 + cosh(t) sinh(t)dt
0 0
mit sinh(t) = =z =
: 9
In(2) + /0 zdr = In(2) + 32
(iv)

o cos(t) — tsin(t)
/f(a;, y,2)d(z,y,z) = / (2t — t,t,t%) - | sin(t) +tcos(t) | dt =
¥ 0 1

27 21 27 27 21
/ tcos(t)dt + / tsin(t)dt + / t2 cos(t)dt — / 2 sin(t)dt + / t2dt
0 0 0 0 0

mit partieller Integration =

8
§7T3 + 47 + 2

3.5 Linge von Kurven *

Berechnen Sie die Léange der folgenden Kurven:
(1) 71 (t) = (acos®(t),asin(t)) mit 0 <t < 27, a > 0 fest.
(ii) y2(t) = (#3,¢3) mit 0 <t < 4.

Loésung
(1) y1(t) ist stetig diffbarer Bogen mit v} (t) = (3a cos® t(—sint), 3asin’t cost) =
2m 2m 1
L(m) = / |71 (t)|]2dt = / (9a? cos? tsin? t + 9a” sin? ¢ cos? t) 2 dt
0 0

2m 2m
= / |3a cos t sin | (cos? t + sin® t)%dt: 3a/ | costsint|dt
0 0

mit Additionstheorem =

27 1 ] 1 % .
3a/ |= sin 2t|dt = 3a4/ sin 2tdt = 6a
0o 2 2 Jo



(ii) 2(t) ist stetig diffbarer Bogen mit 4 (t) = (2t, 3t?) =

4 4 4
L(7y2) :/ [[74(£)]| |24t :/ (4t2+9t4)5dt:/ t(4+9t2)%dt
0 0 0
mit o(t) =4+ 9t? =

ARG

3.6 Flicheninhalt der Kardioide %

Sei a > 0 und 7 : [0,27] — R die Parametrisierung der Kardioide in Polarkoordinaten,

r(¢) = a(l + cos ¢).
Berechne den Flacheninhalt der Kardioide.

Loésung

Der von einer Kurve in Polarkoordinaten r(¢) eingeschlossene Fliacheninhalt lautet

r=[la [Taoro)= [ roras

27
5| (at+cose)a
2w

:a;/ (1+2cos ¢ + cos® p)do = i
0

2

1

@
2

2 2w 2m
</ d¢+2/ cos¢d¢+/ cos2¢d¢>
0 0 0
o2+ Lot Lane)] ) = 372
5 <27r+2[smd>]o +t5 [¢—|— 5 Sln(2¢)]0 =5a
3.7 Kriimmung einer Klothoide

Zeigen Sie, dass die Kriimmung x(t) der Kurve

N

¢
Ft) = Jo cos(%)du
fot sin(%-)du
an der Stelle ¢ > 0 gleich ihrer Lange L(t) ist.
Hinweis: Die Kriimmungsformel lautet

& — iy

KR =

3

(@ +7)?

, wobel ¥ = <$)
Yy

t2

Losung Sei t > 0. Wir berechnen zuerst die Kriimmung mit der Formel aus dem Hinweis
2
z(t) = cos X Z(t) = —tsin —



y(t) =sin —, §(t) = tcos —

Einsetzen ergibt: k(t) =t
Die Lénge berechnet sich aus

_ /0 ()t = /0 A T 5 du = t.

Wer noch mehr iiben méchte:

3.8 Kreisumfang

Berechnen Sie den Umfang U des Kreises um (0,0) mit Radius r;0. Betrachten Sie dazu das Kurven-
integral 4 |, , 1ds, bei dem k der Viertelkreisbogen ist. Wihlen Sie eine geeignete Parametrisierung und
berechnen Sie das Integral.

Loésung
1
Tt - VT2

T T
L= f|]7 de-fﬂl%—rz —d Of ’“27;9”_2;53”2:7“0] Tzixzzr-arcsin%g:r-g

U—4L—27T7"

3.9 Kurvenintegral iiber Ellipse

Berechnen Sie das Kurvenintegral

iiber die Ellipse k

Wihlen Sie fiir die Ellipse eine geeignete Parametrisierung.

Losung:
a(t) a-cost . —a-sint
7 (y(t)) <b'sint> Osts2n 7 <b'cost>

ff )] |dt = f Va2sin?t + b2 cos? t - \/a? sin? t + b cos? tdt

2
a? f sin® tdt + b% [ cos? tdt = w(a? + b?)
0 0

3.10 Kettenlinie

Ein ideales Seil wird iiber einen 2km breiten Abgrund gespannt und wird durch die Kurve v : [-1,1] —
R? mit y(z) = (z, f(z) und f(z) = 1(cosh(az) — cosh(a) mit a > 0 beschrieben (Einheit 1km).

a) Berechnen Sie die Linge des Seils in Abhéngigkeit von a.

b) Berechnen Sie die Kriimmung des Seils am Scheitel und an den Réndern.



c) Wie stark hiangt das Seil in erster Naherung durch, wenn es lmm, 10cm, bzw. 1m zu lang ist?

Losung
T 1 1 1
= [ ||v(z)||dz = [ ||(1,sinh(az))||dz = [ \/1+ sinh?(ax)dz = [ cosha(x)dr = 2 sinh(a)
1 1 1 1
_ |f"=®)| _  acosh(az) __ a
b) wlw) = (1+f/(x)2)2  (1+sinh?(az))?  cosh?(az) #(0) = a und £(+1) = 7570
¢) Al=Zsinh(a) —2=% + &+ d=1(%+%+..)~ LA~ 0.866VAl

i) Al =1mm =10"%m = d ~ 0.866m
ii) Al =10cm = 10"*km = d ~ 8.66m
iii) Al =1m =10"%km = d ~ 27.386m

3.11 Schraubenlinie

Die Kurve (t) := (r cos(t), rsin(t), ct) mit ¢, > 0 heifit Schaubenlinie.
a) Parametrisieren Sie v nach der Bogenlinge. (Verwenden Sie R? = ¢2 + r?)

b) Berechnen Sie Tangentialeinheitsvektor, Normalenvektro und Kriitmmung der nach der Bogenlinge
parametrisierten Kurve.

Loésung:

a) ’y’(t) ( rsin(t), rcos(t), c) 17/ ()] = r?sin?(t) + r2 cos?(t) + 2 = 2 + 2 = R?
fH’Yc )[2dt = fRdt: Rt
Die gesuchte Parametertransformation ist als gegeben durch t = p(s) =171(s) = %
Die nach der Bogenldnge parametrisierte Kurve ist also §(s) = (rcos(g),rsin(%), %)
b) 7(s) = () = (—gsin(), Foos(ih ) 7(6) = (—r cos(3), — i sin(3), 0)
k() = [I7'(s)ll2 = \/34[(6052( ) +sin?(3] = 4
n(s) = 2 = (—cos(, —sin(%),0)

3.12 Kurvenlinge

a) y(t) := (t —sin(t),1 — cos(t)) heifit Zykloide. Berechnen Sie die Linge der Kurve ||y 1.

b) Finden Sie die singuliren Punkte der Kurve « : [0,27] — R2,  ~(t) := (cos®(¢)sin(t),sin3(t))
und berechnen Sie ihre Bogenliange.

Losung:

a) [[/(@)l] = /(T cos(t))? + (sin(8))? = /1 — 2cos(t

(t)
\f\/l—cos2% + sin?(§) = v24/2sin?(4) = 2| sin(3]

L= J 1K@ =2 ] sin()lar = 1] sin()dt = 4(~2cos()], =&

+ cos?(t) + sin?(t) = /2 —2cos(2- 4) =




b) v ist stetig differenzierbar mit /() = (—3cos?(t)sin(t), 3sin?(t) cos(t)). Also ist 7'(t) = 0 an
jeder Stelle, fl'ir die cos(t) = 0 oder sin(t) = 0. Die Menge der singuldren Punkte von -~ ist

demnach {0, 5 5 277, 27}
Y (@) = \/9 cost(t) sin?(t) + 9sin*(t) cos?(t) = 3\/COS2 ) sin?(t)(cos2(t) + sin?(t)) = 3| cos(t) sin(t)| =
3 .
5 sin(2t)|
s 37r
2 27
f |V @)||dt = 2 | [ sin(2t)dt — fsm (2t)dt + f sin(2t)dt — [ sin(2¢t)dt | =
0 5 3
_ 3 p sin(s 2 sin(s) 3T sin(s) o sin(s) N
=3 of ds— f 3 ds+2f Tds—gf 2ds> =

=-3((-1-1)—(1+1)+(-1-1)—(1+1) =6

3.13 logarithmische Spirale

Als logarithmische Spirale bezeichnet man die Kurve v.(t) := (e cos(t), e sin(t)), ¢ > 0.
a) Berechnen Sie die Liange L von . auf [0, 47]
b) Parametrisieren Sie 7. 4r nach der Bogenlinge

Losung:

a)

YL (t) = e (c cos(t) — sin(t),c sin(t) + cos(t))
7L ()3 = €2 [cEcos®(t) — 2¢ cos(t)sin(t) + sin®(t) + c*sin’(t) — 2csin(t)cos(t) + cos®(t)] = e*[c* + 1]

4m
ar 0 /1 2
/ 1+ 2dt = 1+ 25 - +C(e47r0_1)
C
0

Cc

b) Ur) == VIS (e~ ) =5 > r=din(14535) =t



	Energieerhaltung bei der Variationsrechnung 
	Brachistochrone (Kurve küzester Laufzeit)
	Neilsche Parabel 
	Wegintegrale 
	Länge von Kurven 
	Flächeninhalt der Kardioide 
	Krümmung einer Klothoide
	Kreisumfang
	Kurvenintegral über Ellipse
	Kettenlinie
	Schraubenlinie
	Kurvenlänge
	logarithmische Spirale

