Ubungen zum Ferienkurs Analysis II

Variationsrechnung und Kurven

3.1 Energieerhaltung bei der Variationsrechnung x

Sei L : R" x R™ x [tg,t1] — R, L € C?, die Lagrange-Funktion L(z,v,t), z,v € R", t € [tg,t1],
zum zu minimierenden Funktional F(xz(.)) = ttol L(x(t),&(t),t)dt. Dann erfiillt jedes zweimal stetig
differenzierbare Extremum von F mit den Endpunkten z(¢y) = xo, x(t1) = x; Die Euler-Lagrange

Differentialgleichungen

d oL . oL

7 5y (@0, 2(0)8) = == ((t), &(1),1) = 0

(a) Zeigen Sie, dass bei zeitlicher Translationsinvarianz von F (d.h. %—% = 0) die Energie
oL
E(xz,v) = 8—(3},1},15)11 — L(z,v,t)
v

erhalten ist: Ist # eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen, so ist t — E(#(t),Z(t)) eine
konstante Funktion. Was passiert, wenn L(z, v, t) nur von ¢t und x, bzw. nur von ¢ und v abhéngt?

(b) Wie lautet die Energiefunktion E(x,v) fiir eine zeitunabhéngige Lagrange-Funktion der klassi-
schen Mechanik L(z,v,t) = $m|[v|[> = V(z),z,v € R?

3.2 Brachistochrone (Kurve kiizester Laufzeit)

Ein Massepunkt bewege sich entlang einer differenzierbaren Kurve 7 : [0, a] — R™ mit Geschwindigkeit
v((0)) > 0. Dann ist die Zeit zum Durchlaufen der Kurve gegeben durch

Al
T = 0/ v(7(0) "

Im Schwerefeld der Erde ist fiir ein anfangs ruhendes Teilchen mit «(0) = (0,0) die Geschwindigkeit
gegeben durch v(vy(0)) = \/(—g7y2(0)) mit der Erdbeschleunigung g, wobei v2(0) < 0 vorausgesetzt
wird. Der Endpunkt sei y(a) = (b, ¢) mit b > 0, ¢ < 0.

(a) Sei~ durch seine negative y-Komponente parametrisiert, v(6) = (f(0), —0) wobei a = —c gesetzt
ist. Bestimmen Sie die Euler-Lagrange-Gleichung fiir Kurven ~, die extremal beziiglich T'(-y) sind.

(b) Sei v nun durch seine z-Komponente parametrisiert, v(6) = (6, ¢(#)), wobei jetzt a = b gewéhlt
ist. Welche Differentialgleichung ergibt sich aus der Energieerhaltung?

3.3 Nelilsche Parabel %

Parametrisieren Sie die durch die Punktmenge 3% — 23 = 0 C R? gegebene Kurve nach der Bogenléinge.

3.4 Wegintegrale x

Berechnen Sie jeweils das Wegintegral f7 f(z)d.

(i) flz,y) = (e, zy), (1) = (cos(t),sin(t)),0 < < 2w

Florian Niederreiter, Karolina Stoiber Abgabe: 16.09.2015 m



t,0) fiir 0 <t <1
Lt—1) firl<t<?2

,cosh(t),sinh(t)),0 <t <In(2)
t) = (tcos(t),tsin(t),t),0 <t, <27

(i) f(,y) = (sin(e),2* +y%), 7(t) = {E

(111) f(ﬂf,y,Z) = (ya *Zvl‘)v ’Y( ) (Sll’lh(t

)
(iv) fl@,y,2) = (22 — Va2 +y%,2,2%), (
3.5 Linge von Kurven *

Berechnen Sie die Lénge der folgenden Kurven:
(i) 71(t) = (acos®(t),asin®(t)) mit 0 <t < 27, a > 0 fest.
(ii) y2(t) = (t3,#3) mit 0 <t < 4.

3.6 Fliacheninhalt der Kardioide *

Sei a > 0 und 7 : [0,27] — R{ die Parametrisierung der Kardioide in Polarkoordinaten,

r(¢) = a(l + cos ¢).

Berechne den Flacheninhalt der Kardioide.

3.7 Kriimmung einer Klothoide
Zeigen Sie, dass die Kriimmung x(t) der Kurve
#t) = fot cos(*%-)du
f(f sin(%-)du

an der Stelle ¢ > 0 gleich ihrer Lénge L(t) ist.
Hinweis: Die Kriimmungsformel lautet
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Wer noch mehr iiben méchte:

3.8 Kreisumfang

Berechnen Sie den Umfang U des Kreises um (0,0) mit Radius r;0. Betrachten Sie dazu das Kurven-
integral 4 |, ;. 1ds, bei dem k der Viertelkreisbogen ist. Wihlen Sie eine geeignete Parametrisierung und
berechnen Sie das Integral.



3.9 Kurvenintegral iiber Ellipse
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Wihlen Sie fiir die Ellipse eine geeignete Parametrisierung.

Berechnen Sie das Kurvenintegral

iiber die Ellipse k

3.10 Kettenlinie

Ein ideales Seil wird iiber einen 2km breiten Abgrund gespannt und wird durch die Kurve v : [-1,1] —
R? mit y(z) = (z, f(z) und f(z) = L(cosh(ax) — cosh(a) mit a > 0 beschrieben (Einheit 1km).

a) Berechnen Sie die Linge des Seils in Abhéngigkeit von a.
b) Berechnen Sie die Kriitmmung des Seils am Scheitel und an den Réndern.

c) Wie stark hingt das Seil in erster Naherung durch, wenn es lmm, 10cm, bzw. 1m zu lang ist?

3.11 Schraubenlinie

Die Kurve v(t) := (rcos(t), rsin(t =, ct) mit c,r ; 0 heift Schaubenlinie.
a) Parametrisieren Sie v nach der Bogenlinge. (Verwenden Sie R? = ¢% + r?)

b) Berechnen Sie Tangentialeinheitsvektor, Normalenvektro und Kritmmung der nach der Bogenlinge
parametrisierten Kurve.

3.12 Kurvenlinge

a) y(t) := (t — sin(t),1 — cos(t)) heiit Zykloide. Berechnen Sie die Linge der Kurve v|(_y -

b) Finden Sie die singuliren Punkte der Kurve v : [0,27] — R2,  ~(t) := (cos3(t)sin(t), sin®(t))
und berechnen Sie ihre Bogenlidnge.

3.13 logarithmische Spirale

Als logarithmische Spirale bezeichnet man die Kurve v.(t) := (e“cos(t), esin(t)), ¢ > 0.
a) Berechnen Sie die Linge L von ~, auf [0, 47]

b) Parametrisieren Sie c|j 4- nach der Bogenlinge
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