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Aufgabe 1 (8 Punkte)

Auf der z - Achse liegt ein (unendlich langer) gerader Draht mit der konstanten Ladungsdichte
A.

1. Berechnen Sie das von dieser Anordnung erzeugte elektrostatische Feld E (P). (3 Punkte)

2. Der geladene Draht wird nun in die x - Richtung um den Abstand xo > O parallel verscho-
ben. Desweiteren befindet sind in der yz - Ebene (bei x = 0) eine (unendlich ausgedehnte)
geerdete Metallplatte.

(a) Bestimmen Sie mit der Methode der Spiegelladungen das elektrische Feld E(® im

Halbraum x > 0 zu der vorgegebenen Randbedingung. Uberpriifen Sie, dass E®
auf der Metallplatte nur eine Normalkomponente besitzt. (3 Punkte)

(b) Geben Sie die auf der Metallplatte influenzierte Flichenladungsdichte o(y) an und
berechnen Sie f dyo(y). (2 Punkte)

Losung:
1. gerader Draht mit homogener Linienladungsdichte A auf z - Achse.

p(F) = A6(x)6(y) D

Wegen der Zylindersymmetrie ist das elektrische Feld:

x/p
E( = E(p)é, = E(p) [y/p] . p= P )
0

Benutze nun den Gaul3’schen Satz:

jqdﬁ CE@) = lfd%-p(r*): ifdza 3)
oV &0 Jv &0

und als Volumen V einen Zylinder der Hohe / und Radius p.

Fiir die Stirnfléchen ist dF « &,:

=>ff dF -E® =0 (4)
Stirnfl.

Fiir die Mantelfliiche ist dF = rdedz = ,:

) 2
= f f dF -E@) = f dz f depE(p)e, - &, = 2rplE(p) 5)
Mantelfl 0 0

Nach dem Satz von Gauf} folgt:
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1 Al
2nplE(p) = - L dzd = - (6)
A
= E(p) = 5 @)
nEL
E() = — ) 8
= £ = 2nen(x? + y?) g ®

2. Draht vor geerdeter Metallplatte

Aufgrund der Methode der Spiegelladungen platziert man einen Spiegeldraht parallel zur
z— Achse bei y = 0 und x = —x( mit der Linienladungsdichte —A.
Damit folgt fiir das elektrische Feld im Halbraum x > O:
1 X — X0 1 X+ X9
=3 | Y |- | Y 9
meol(x = xo)* +y* 1| 2reol(x + x0)* + ¥ 1|

E@)

auf der Metallplatte bei x = 0 folgt:
. Pl %0~ X0 o
EOy=—5—| y-y |=-—5>2 (10)
2reo[xg + 7] 0 meo(xg + %)

Das elektrische Feld hat also nur eine Normalkomponente:

EQ0,y) « it =2, (11)

3. Die induzierte Flichenladungsdichte folgt aus dem Sprung der Normalkomponente von
E:

o 2/1)6()
o = &oit - Elptiche = £08x - x————— (12)
reg(xy + y°)

/le

S0oy=———— (13)
Y (3 +y?)
Fiir das Integral folgt:
0 0 —/le /IXQ 1 oo 1
dyo, = f dy———— =——— dy———
j:oo y . 7r(x3+y2) T x(z) - 1+(XL)2 (14)
0
Durch Substitution von u = y/x ldsst sich das Integral leicht 16sen:
A - A(n -rm
—arct “iio:——(———)z—/l 15
ﬂarc an,ulﬂ_ -5 > (15)
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Aufgabe 2 (5 Punkte)

Eine homogen geladene Kreisscheibe vom Radius R und vernachlédssigbarer Dicke trigt die
Gesamtladung Q und rotiert starr mit der (konstanten) Winkelgeschwindigkeit & = wé, um eine
Achse senkrecht durch den Kreismittelpunkt. Berechnen Sie das magnetische Moment 77 dieser
Anordnung.

Losung:

Homogen geladene, rotierende Kreisscheibe.
Die Ladungsdichte der homogen geladenen Kreisscheibe ist:

Y
p(P) = —OR? ~ x* - y)8(2) (16)
R
Mit der Geschwindigkeit ¥ = @& x 7 folgt fiir die Stromdichte:
0

77 = p(AAP) = p(Pw [0
1

X -y
X [y] = %@(R2 —xt - yz)é(z)[ x ] a7
4 d 0

Damit ist das magnetische Moment der Anordnung:

-y
X ]@(R2 —x* - yz)é(z)

X
= Qw fd3r y X
2nR?
z 0

—XZ
= Qw fdsr[ -yz ]@(R2 - x* = y")5(2) (18)

Aufgabe 3 (12 Punkte)

Ein (sehr langes) gerades Koaxialkabel besteht aus einem inneren, leitenden Vollzylinder vom
Radius R; und konzentrische dazu einem leitenden Zylindermantel mit Radius R, > R; und
vernachlassigbarer Dicke, welcher als Riickleitung dient. Die Zylinderachse liegt auf der z -
Achse.

1. Geben Sie die Stromdichte f(?) ~ &, im Koaxialkabel an, wenn der hin- und riickflieBende
Strom I jeweils gleichmidBig iiber den Leiterquerschnitt verteilt ist. (Punkte 3)
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2. Berechnen Sie das zugehorige (stetige) Vektorpotential AP = A(p)é, im ganzen Raum.
(6 Punkte)
Hinweis: Da die Funktion A(p) nur vom Radius p abhingt, gilt fiir den Laplaceoperator in
Zylinderkoordinaten AA(p) = A” (p) + ﬁA’(p) = ,%d%[pA'(p)].

3. Berechnen Sie die Selbstinduktivitit pro Langeneinheit % des Koaxialkabels. (3 Punkte)
Losung:

1. Stromdichte:

L (1 I N
J#) = (ﬂ—R%@(Rl =P) = S0 - Rz)) 2. (19)

Test durch Flachenintegral (erfiillt):

= 2 I I
dF - j= —nR} — ——27R, = 0 20
/ nR%ﬂ U 27R, s (20)
Querschnirt
2. Vektorpotential:
? - g ,U() 3 7 ]_)(’-.),)
. = AP =—|[d
S O =4 f TEETR 1)
= A(Pe;

Wegen der Zylindersymmetrie gilt A—)(?)A(p)é’z. Aus der Maxwellgleichung rotB = /,107
folgt in Coulomb-Eichung ( divA =0 ):

,u07= rotB = rotrotA = graddivA_)— AA = —AA (22)

Das Vektorpotential erfiillt also die Poissongleichung:

AA(P) = —uo () mit  A(P) = Ap)e, (23)

Da A(p) nur vom Abstand zur z - Achse abhingt, folgt:

1o Hol [OR —p) 6(p—Ry)
AA(p) = ——[pA =—-— - 24
0=~ lpA ()] = = { 7 T 4)
Losung der homogenen Differentialgleichung:
10 , -p.dp ,
~Z[pA ()] = 0 = pA'(p)a (25)
pop
:p,fdp a
= =A(p) = fdp; =alnp+b , a,bkonstant (26)
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Losung im Bereich p < R;:

10 IU()I
Z_Z[pA’ = - 27
» ap[P 0] s (27
= pA(p) = 25 kg (8)
27rR%
_ pol
A(p) = — 5+ alnp+b , a,bkonstant 29)
4nRy
Ansatz:
Fiir p < Ry:
Alp) = — #ol p* +ajlnp + b (30)
47TR%
Fiir R) < p < Ry:
arlnp + by (31)
Fiir p > Ry:
aslnp + bs (32)
Damit A(0) endlich ist, muss a; = 0 sein.
Wir wihlen b; = 0 (unbedeutende additive Konstante).
Stetige Differenzierbarkeit bei p = R liefert dann:
Hol 5, ol 1
———R  =awlnRi +by , - Ry =a,— 33
4nR? 1= @InRy + by 27 1= ap (33)
1
= ay = —H (34)
2r
I 1 1
= by = KL B R = —EC ZomR)) (35)
4 2w 47
Aus A(7) = A(p)2. folgt mit Rotation in Zylinderkoordinaten B = rotA = —af;—f(f)é"p =

B(p)é,.
Wendet man das Ampere’sche Durchflutungsgesetz auf eine Kreisscheibe mit Radius p >
R» an, folgt mit 7 = pé, und d7 = pé,:

21
b a8 = [ depBee, -2, =2050) = (1 - Do =0 (36)
aF 0
= B(p) = 0 = A(p) ist konstant fiir p > R,, da B(p) = —A’(p) (37
a3 =0 (38)
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Stetigkeit bei p = R, liefert damit:
I R
bs = alnR, + by = 5= (1 + 20t (39)
ar R2
Insgesamt erhilt man fiir das Vektorpotential:
Fiirp < Ry:
pol  p*
Alp)=—-"—+ = 40
) i R’ (40)
Fiir R1 <p< Rzi
Ay =2 (11 om L (41)
i/ R1
Fiir p > Ry:
Hol Ry
A(p) = ——-[1+2In— 42
©) i ( g, ) (42)
3. Fiir die Selbstinduktivitit gilt allgemein:
1 3 2, -
L=— | &rji®)-A@P) (43)
L Jy
Bei Translationsinvarianz folgt fiir die Selbstinduktivitit pro Langeneinheit:
L 1 " S
T=5 dF j(7) - A(F) (44
l I Querschnitt
L 1 21 ) S R
= <=5 | de | dppj(R)-A(P) =
1 _/101 “ I - p2 -
= I—zﬁ%fo dpp{ﬂ—R%(@(Rl - p)e, - IT%EZ_
/ R (45)
——8(p-R)Z. |1 +2In=2)2.) =
2k, 0 ~ R ( "R ) &l
Ry 3
Ho P R, R,
=—— dp— — — |1 +2lIn—
L Mo R2 1
= m=+ - 46
1 ( "’ T2 (46)
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Aufgabe 4 (14 Punkte)

Eine diinne Linearantenne der Linge 2d liegt auf der z - Achse und wird iiber einen schmalen
Spalt in der Mitte mit Wechselstrom der Frequenz w gespeist. Die auf den Bereich |z| < d
begrenzte, zeitlich periodische (komplexe) Stromdichte hat die folgende Form:

2,

J( 1) = Iysin(kd — k|z))6(x)5(y)e' e, , k = 47)

w
c

1. Fiiren Sie fiir das (komplexe) retardierte Vektorpotential AR 1) = A (Pe &, die Fernw-
feldentwicklung bis zur Ordnung % durch und zeigen Sie, dass der raumliche Anteil durch
folgenden Ausdruck gegeben ist:

,U()IO eikr
— —F(k, ¥ 48
2 kr (k. 9) “48)

d
polo €* o , -
AP = P dz7 sin(kd — k|Z'|)exp(—ikz’ cosi)
Zd

Das Ergebnis F(k, ) = W fiir obiges Integral kénnen Sie ohne Beweis und

Herleitung verwenden. (4 Punkte)

2. Berechnen Sie die zugehorigen rdumlichen Anteile proportional zu % der magnetischen
und elektrischen Fernfelder vecB(#) und E(7). (6 Punkte)

3. Bestimmen Sie den zeitlich gemittelten Poynting-Vektro S (P = Iw und geben
Sie die differentielle Strahlungsleistung Z—S der Linearantenne an. (4 Punkte)
Losung:
Mit Wechselstrom gespeiste Linearantenne.
zeitlich periodische komplexe Stromdichte:
J(7.1) = Iysind(kd — Kz))6(x)6(y)e ™" €. (49)
im Bereich |z] < d, mitk = .
1. Das komplexe retardierte Vektorpotential ist:
2 1= -
L e (o S A=YR-R)
AR =— | &V —————F—— =
0= f TR
- Z—O f B Lysin(kd — k2 )6(X)5(7)- (50)
g
; W p_ 1
—iwt |7 >
e e mez

Nun fiihrt man eine Fernfeldentwickling (r > r”) durch:
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1 2> 2\171/2
= (PP =27 + )2 = —[1—2% +0(r—)} G
-

77 2 r2

Nun fiihren wir fiir den Term der Form (1 + x)’%-Term eine Taylorentwicklung durch.

P r? 1 r
]+r—2+0(r—2):|=—+0(r—2) (52)

r

1

r

2 72
K7 — 7| = kr\/l -2 +0(’—) =
I

2
2 g 2 (53)
S P LAY L | IR )
r? r? r
A 4 . > 1
exp(ik|F — 7|) = exp [lk(r —é 7))+ O(—)] (54)
r
Wegen 6(x")6(y") ist x’ = 0 = y" und es folgt:
sindcosp) (0
é.- 7 =|sindsindp|-10| =7 cost (55)
cost Z

Damit folgt fiir den rdumlichen Anteil des retardierten Vektorpotentials AR 1) = A(P)e ! e,
in fiihrender Ordnung der Fernfeldentwicklung:

A(F’):%f dx’f dy’fddz'losin(kd—klz'l)é(x’)é(y')‘
—00 -0 —d

1
- exp(ikr — ikz cos)— = (56)
,
polo € ;. , o
=— dz' sin(kd — k|Z')exp(—ikz’ cos)
dr r J_g
IJOIO eikr
= AP = 22 ——F(k,9) (57
2 kr

Die Integration liefert:

k d
F(k,®) = Ef d7'in(kd — k|7’ |)exp(—ikz' cos) =
-d

(58)
_ cos(kdcosi)) — cos(kd)

sin2d
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2. Der raumliche Anteil des magnetischen Fernfeldes ist:

. R MOIO R eikr
B(P) = rotA(?) = —rot |&,—F(k,9)| =
2r kr

(59
= 'uO—IO ra X @,
o 8 z
Fiir den fithrenden Term in Fernfeld-Entwicklung darf grad nur auf e*" wirken, da:
S e _ 20 o ks
Ve = é.—e"™ = ike'"'é, (60)
or
1 01 1
V-=¢—-=0|—= 61
P orr O(rz) 6D
N oF 190F 1 OF 1
VFk,9) = —é +—-——ey+ ———=¢é,=0|- 62
(k. 9) (9;"6 rc’)ﬁeﬁ rsinﬂ&pes" (r) (62)
Damit erhilt man:
I
B = W%E—F(k e, (63)

Mit B(7, 1) = B(Pe“", E®,1) = E(Pe™ folgt aus rotB(7,1) = 17 ‘Zf fiir die rdumlichen
Koordinanten:

. 2
E® = %rotﬁ(f’) (64)

Es folgt also fiir den rdumlichen Anteil des elektrischen Fernfeldes:

i iuol ikr
B = =B, é, x @, (65)
w 2
Wieder darf V nur auf e/ wirken, da:
zkr 1kr—> 21 1 vl 1
= tke , V-0 = VFk,9) =0|- (66)
r I r
R 1 0 iXj
Vx (@ x2)=0 ( )d a5 @)= (:f) Rl =0() 67)
r
Man bekommt also fiir den fiihrenden Term:
1
= ) = —%E—F(k 92, x (&, x 2,) (68)
g
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3. Den zeitlich gemittelten Poynting-Vektor erhélt man durch Einsetzen der vorher bestimm-
ten Felder:

S'un(P) = ——Re[E®) x B # (7] 69)
249

Dabei ist der vektorielle Anteil:

N

[é, x (& X &)] X (é X&) = [é.é -& —é&é - &é]x(éxe,)=
= cos¥é, X (&, x &) — &, x (&, x¢&,) =
= cosé,cost — ¢&,) — (é,é,- &, — é,é,- &,) =

= &,(cos®? — 1) = —&,sin*9

(70)
Es folgt also:
1 —icpoly e*
§av = —Re[——— F(k D)[e, x (&, x EZ)]X
240 2r
1 ikr (71)
b F ik, 9)@, x )]
2n
L g, = ok O F(k, 9 sin’92 (72)
~ 8n2r
Damit ist die differentielle Strahlungsleistung der Linearantenne:
dP 2—) 2
=" San(@) = [sind F (k, 9)] (73)
dP _ pocl; [ cos(kdcos®) — cos(kd) | %

a0 82 sind

Aufgabe S (13 Punkte)

In groBer Entfernung von einem Streukorper mit induziertem magnetischen Dipolmoment 77 hat
das gestreute Strahlungsfeld die Form:

2
nl - HoW™ g > >
Esye(Pt) = %e'”" “D (1 x &) (75)

BBy
R Ho
wobei By der magnetische Amplitudenvektor der in z - Richtung einlaufenden ebenen elektro-

magnetischen Welle (E;,-m ﬁein) ist.

Fiir einen Streukorper mit der magnetischen Polarisierbarkeit B gilt die Beziehung i =

>
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1. Geben Sie den allgemeinen Ausdruck fiir den Wirkungsquerschnitt (j—g)pol in Abhingig-

keit von den Polarisationen & und & der einfallenden und gestreuten Strahlung an und
vereinfachen Sie diesen Ausdruck fiir das gegebene Problem.

2. Berechnen Sie fiir die Streuung unpolarisiert einfallender Strahlung.
Hinweis: Die richtungsabhingige GroBe |&" - (771 x &,)|* ist iiber die Polarisationsvektoren

2.~cost, 2,2, -
&0 und 8, = <% der gestreuten Strahlung zu summieren.
sind sind

2 —_
& =

Losung:

Streuung elektromagnetischer Wellen an einem magnetisch polarisierbaren Streukoéroer. Die ge-
streute Welle hat die Form:

2
- w”
Estren = /:-(7)1'7'6‘ el(kriwt)n_'i X gr (76)

mit dem induzierten magnetischen Dipolmoment /7 = ;%EO und der magnetischen Polarisier-
barkeit .

1. Die Felder der einlaufenden ebenen Welle in z - Richtung sind:

-

N - . 15 1 —
Ein = Eoel(kz_wt) , Ben=—kx Eein = _gz X Eein (77)
w C

Der differentielle polarisationsabhidngige Wirkungsquerschnitt ist:

d 212 . E veu 2
do| _rle E o | (78)
dQ pol |§6 . Eein|2
mit den Polarisationsvektoren &y, £ der einfallenden / gestreuten Strahlung.
Mit E_)o = Ey&y fOlgtI
|Eosil” = |Eo&ya0l” = Ej (79)
und damit:
dO' r2 (1)2 ? - =2 - =k
Eh?ol = E (ZSTVC) (Cﬁ) |[(€z X &kEg) X €] & |2 =
0 Ho (80)
2k4 = =2 - %
=B i@ xe @ xer
d 2kt
o = S lE - (Ecos? ~ 8.8 - 2P (81)
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2. Da die einfallende Strahlung unpolarisiiert ist, wird die Anfangspolarisation & = &, é,
gemittelt.
Allgemein gilt:

2 2 2 2
|E0V]" = [val™ + vy |” = VX €] (82)
80=0,.4,

Es folgt fiir den gemittelten Wirkungsquerschnitt:

1 do, i
2 Zi 40" T 32

50:31,2\’

(& cos? — 8,8 - &) x e, (83)

Polarisation der gestreuten Strahlung parallel zur Streuebene. Der Polarisationsvektor ist:

é. — cosve, )

= >k =

g =—7T , |8”| =1 , 8“ =g (84)
sind

Der gemittelte Wirkungsquerschnitt ist:

dO— 2k4 = 2> 2 2 -
d_QH = §27r2 [(Ejcost — €,.&€;) X eZI2 =
,sz4
= mu(zz — 0598, )cos® — 8.(8. — cos¥e,) - &) x &.|* = (85)
JT=Sin
2k4
= 32fzmu—coszﬁ(l - cos’ e, x &,*
doy _ pk*
-1 _ 2" 86
dQ  32n2 (86)
Polarisation der gestreuten Strahlung senkrecht zur Streuebene. Der Polarisationsvektor
ist:
=2 gf X ZZ =2 > =2
Bi=—t , lBf=2 ., =8 (87)

Der gemittelte Wirkungsquerschnitt ist:

d 2k4
% - fzﬂz (& cos? — 8,8, - &) x . =
2,4
k > - = = 4 =
- nzﬁm”(q X &)cost - €@, x &) - &1 x & =
ﬂ2k4 (88)
_ N - -2 —
a 32n2sin219|(er X&) x &l
~ B2k4 R s
= Sortyig cccos? = &l
do B2k4
d_K; = Wcoszﬂ (89)
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Der gesamte gemittelte unpolarisierte Wirkungsquerschnitt ist:

do doy do, Bt

ao _ _ Pk 2
10°- 40 + 70 327T2(1 + cos“9) 90)
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