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1 Stromdurchflossener Draht

Losen Sie die Feldgleichung AA = —47rf/c fiir einen unendlich langen, zylindrischen Draht
(Radius R), der homogen vom Strim / durchflossen wird. Geben Sie das dazugehorige B - Feld
an.

Losung:

Wir wihlen Zylinderkoordinaten mit der z - Achse als Symmetrieachse des Drahts. Die Strom-
dichte ist dann:

Firp <R:
2 5
J(’_”')—ez'm (D
Fiir p > R:
jH=2.-0 )

Wegen ]_'): J(p)é; ist das Vektorpotential parallel zur z - Richtung, A= A(p, ¢, 7)é,. Wegen der
Translations- und Rotationssymmetrie gilt dann A= A(p)é,. Da der Vektor €, konstant ist, kann
er auf beiden Seiten von AA = —47rf/c gekiirzt werden (das ginge zum Beispiel nicht fiir &,).
Der Laplaceoperator reduziert sich auf Ableitungen nach p also:

Firp < R:
1d [ dA(p) 41
—-— == 3)
pdp dp cR
Fiir p > R:
1d [ dA
-4 ( ﬁ) =0 (4)
pdp\" dp
Dies wird zunichst unabhéngig voneinander in den beiden Bereichen integriert:
Firp <R:
dA 21
ﬁ = —_p + ﬂ (5)
dp cR* R
I 2
Alp) = _21% +clln%+d1 (6)
Fiir p > R:
dA
d_(p) & (7)
P P

Technische Universitit Miinchen 2 Fakultit fiir Physik



Ferienkurs Merlin Mitschek, Verena Walbrecht 17.03.2015

Alp) = czln% +dy (8)

Wegen In(p/R) = Inp — InR entspricht der Faktor R im Logarithmus einer Anderung der Integra-
tionskonstanten. Wegen der REgularitit bei p = 0 ist ¢; = 0. Eine Konstante kann willkiirlich
gewihlt werden, wir setzen d, = 0. Dann verschwindet das Vektorpotential auf der Zylindero-
berflache, A(R) = 0.

Die Stromdichte hat einen Sprung bei p = R. Damit Gleichung (3) erfiillt ist, muss die zweite
Ableitung von A(p) ebenfalls einen Sprung haben. Daher sind die erste Ableitung A’(p) und die
Funktion A(p) selbst stetig. Die Stetigkeit von A(p) bei R egibt d; = I/c, die Stetigkeit von A’(p)
fiihrt zu ¢, = —21/c¢. Damit erhalten wir:

Firp <R:
1 ol
Ap)=--1-—= 9
(0)=71-"5 )
Firp > R:
_ p
Alp) = - -2Iln—= (10)
R
Hiermit berechnen wir noch das Magnetfeld B = rotA:
Firp <R:
53 ’ - 21 > P
B=-A (P)ewz?ew‘ﬁ (11)
Fiirp > R:
S 21 1
B=-A'(p)@,=="2¢, — 12
(p)ecp c €y P (12)
2 Lokalisierte Stromverteilung
Die Stromverteilung f(i’) sei raumlich begrenzt. Leiten Sie:
f Irji® =0 (13)
aus divf(f’) = 0 ab. Verwenden Sie dazu f= (f- 6)?.
Losung:
Wir setzen f(?) = (f~ 6)? und integrieren partiell:
[ @i = [ - Hi=- [ @ -jom-o (14)

Die Randterme fallen weg, da die Stromverteilung lokalisiert ist.
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3 Kleiner Permanentmagnet

Ein kleiner Permanentmagnet (Dipolmoment /) ist bei d= dé, so gelagert, dass er sich inner-
halb der x — y— Ebene frei drehen kann. Auf den Magnnet wirkt ein homogenes Magnetfeld
By = Byé..

In welche Richtung zeigt @ im Gleichgewicht? In welche Richtung zeigt i im Gleichgewicht,
wenn es zusitlich noch einen Draht mit der Stromdichte fz 16(x)d(y)e, gibt?

Losung:

Die potentielle Energie eines magnetischen Dipols ¢ im dufleren magnetischen Feld Bist W =
—i - B. Ein drehbar gelagerter magnetische Dipol stellt sich im Gleichgewicht so ein, dass W
minimal wird. Die ist der Fall, wenn / in die Richtung von B zeigt. Fiir B = EO = Byé, zeigt i
(oder die Kompassnadel) also in x - Richtung.

Der stromdurchflossene Draht bewirkt das zusétliche Magnetfeld:

) T e d BT AR T
Bi(H=—8é,=—| cosp |= —5—|~x (15)
cp | o cxX+y |
AmOrtd = (d,0,0) des Dipols ist das wirksame Magnetfeld dann:
=2 =2 =2 2 - 2] N
B:BO+Bl(d)=Boex+—dey (16)
c

Der Magnet stellt sich parallel zu B ein. er bildet damit den Winkel:

a<1 21
= ' I~ 17
a arc, anchO chO ( )

zur x - Achse. Fiir kleine Winkel ist die Ablenkung proportional zur Stromstirke. Die Anord-
nung eignet sich als Strommessgerit (Amperemeter).

4 Oberflichenstrome der homogen magnetisierten Kugel

Das Magnetfeld:
Firr < R:
B = Byé, (18)

Fiir r > R:

rA(7 - i) — fir’

B
P

19)

gehort zu einer homogen magnetisierten Kugel mit dem Dipolmoment 7 = ué,. In den Bereichen
r < Rund r > R gelten jeweils divB = 0 und rotB = 0. Als Quellen des Feldes kommen daher
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nur Strome auf der Oberfliche in Frage.
Wegen der Zylindersymmetrie sind die Oberfldchenstréme von der From:

1(9)

& 00 = RZ, (20)

j=

Bestimmen Sie den Strom /(%) und das magnetische Moment u. Leiten Sie dazu aus den Feld-
gleichungen folgende Beziehungen ab:

B,(R+¢&)—B(R—¢)=0 1)

4 1)

By(R+ &) — By(R—¢) =
¢ 7R

(22)

Losung:

Wir betrachten ein kleines Volumenelement an der Kugeloberfliche, das von den Flacheneleme-
nen dA = (R + &) sinddddpé, und —(R — £)* sin¥d9dpé, begrenzt ist (mit & — 0). Aus divB = 0
(gilttiberall, auch bei r ~ R) folgt ﬁ dA-B = 0. Hieraus ergibt sich sofort B,(R+&)—B,(R—¢) = 0.

R+e
(By(R + &) — By(R — £))Rd9 = 47” I;—? drrd98(r — R) = @dﬁ (23)

R-¢

Hieraus folgt zweite obige Gleichung. Die sphirischen Komponenten des gegebenen Magnet-
felds sind:

Firr <R:

B.Bocos?? , By =—Bgsind , By,=0 24)
Fiirr > R:

B, = 2,uc0s1§‘/r3 , By= usim?/r3 , By,=0 (25)

Wenn wir dies in unsere Ausgangsgleichungen einsetzen erhalten wir das magnetische Moment
und den Oberflichenstrom:

1 R 3
=3Bk . I(9) = CZ (1% + Bo)sim? - %sinﬂ (26)

5 Dicht gewickelte Spule

Gegeben sei eine sehr dicht gewickelte Spule der Lange L (Spulenradius R, Windungszahl n),
die vom Gleichstrom I durchflossen wird.

1. Berechnen Sie die magnetische Induktion auf der Achse (z - Richtung).
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2. Diskutieren Sie die Grenzfille L > Rund L < R.
3. Berechnen Sie das magnetische Moment 7 der Spule.

4. Wie sieht die magnetische Induktion B(P) in groBer Entferungn vom Spulenmittelpunkt
aus?

Losung

1. Bio Savart Gesetz:

3 Ho 3 77> =7
B==—|d X 27
@ 4ﬂf s 27)
mit:
7=1(0,0,z2) , 7 = (Rcosy,Rsing,7') (28)
Zahl der Windungen auf dz’: 7 dz’
Stromdichte einer Windung (q: Leiterquerschnitt):
K74 1 > 3 7
](r ) — —Cyvarphi > d’r’ = qu()D (29)
q
Superpositionsprinzip:
B®) ﬁmnjﬁd’lRf%* VL (30)
r)y=-—— - €yarphi X 5 S3
N R R T T
é, = (F—7) = (—singpcosp,0) X (—Rcosgp, —Rsing,z —7') = a1
= ((z = Z)cosp, (z — ') sing, R)
7=7F = R+ @ -2 (32)
21 2
f cospdyp = f sinpdp =0 (33)
0 0
Fiir Punkte 7 auBerhalb der Achse ist das Integral nicht elementar 16sbar! Auf der z -
Achse gilt:
IR (3 1
B3, /J()n ’ 3
B = d —_— =
@ 2L fé ¢ CHz—-2)*)? “
B ,uonIRzé, —-(z-72) l% _
2L ‘R JRZ & (z—7)? -5 (34)
nl z+% - %

= ,uOié)z -
JR+G@+5? R+ - by
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Speziell:
nl
B(0) = uo (35)
4R* + I?
L nl
B (i—) = pg— (36)
72 VAR + 412
2. Innerhalb der Spule (Izl < %)
Fir L < R:
n
B.~ po7! (37)
Fir L > R:
n
B, ~ up—1
Ny (38)
Fiir auBerhalb der Spule:
Fiir |zl > LR :
B, =0 (39)

Fiir |z > L > R:

= *Uo

= £

3. Magnetisches Moment:

Wiein 1:

Technische Universitit Miinchen

1

R2 _%
+ — -1
(z +L/2)2) (

1{ 2R \? 1
- _1+_
2\2z+ L 2

1 1

L

nIR?

4L7%
nIR?
4172

N
m

(2z—L)? 2z+L

(-5) (5

L L
(1+——1+—)

Z Z

5 [ xdener

+@—uw)}:

(40)

(41)
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L
5 21

— n /I > -
m= AR dz c_]qR | (7 x éy)dy 42)

2

¥ x &, = (Rcosp, Rsing, 7') X (—sing, cose, 0) =
= (=7 cosp, -7 sing, R) 43)
— ————

kein Betrag zu m

Damit:

% 27
i = |fracnlR*2LE, f d7 f dp = nl(nR*)e, (44)
0

L
2

4. Dipolfeld:

Sy (3(F-m)F m
p=2 = -7 = 45
4 ( r r ) 45
Auf der Spulenachse (7 = €;) und mit dem Ergebnis aus 3:
= }’l]]e2
= po—=¢€. 46
HO 2|Z|3 eZ ( )

6 Helmholtz-Spulen

Zwei parallele kreisformige Leiterschleifen werden beide vom Strom [ in gleicher Richtung
durchflossen. Die Kreise liegen parallel zur x —y— Ebene, sie haben beide den Radius R und ihre
Mittelpunkte liegen bei (x,y, z) = (0,0, b) und (0, 0, —b).

Bestimmen Sie das Vektorpotential der einzelnen Leiterschleifen. Entwickeln Sie das Vektor-
potential in der Niihe des Koordinatenursprungs bis zur Ordnung O(p*, pz%). Welche Beziehung
muss zwischen dem Radius R und dem Abstand D = 2b der Kreise gelten, damit das Magnetfeld
in diesem Bereich moglichst homogen ist?

Losung:

IR 27‘(
Ap = f
0

Fir "ho < R und 7 < b wird der Integrand bis zur geforderten Ordnung entwickelt. In der
anschlieBenden Winkelintegration:

cosy’ cosy’

+
\p* + R% + (2 — b)> = 2pcosy’ p* + R + (z + b)* = 2pcosy’

(47)

o , 2n({n
j(; dy¢’ cosng :E(n/Z) (48)

tiberleben nur die geraden Potenzen des Cosinus. Damit erhalten wir:
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IR pR 3 242 15p2R2 +4b22
A(p,2) =2 P [ prre | 0P <

———|1-= +
c R+p)2| 2R 8 (A0
IR p L3R -4
T R T 8 (R 1 b2

+O(p*, z“)] =
(49)

(0* +42) + O(p4,z4)}

Mit der Wahl R = D = 2b fillt der zweite Term in der Klammer weg und das Vektorpotential
vereinfacht sich zu:

1671
A(p,7) =
5v5¢R

p (50)

Das Magnetfeld ist dann weitgehend homogen:

» 1d 32n1
B=~Be, , B.—— ~ \/f
5V5cR

(5D

7 Magnetische Momente
Berechnen Sie die magnetischen Momente der folgenden Systeme.

1. Vollkugel (Radius R, Ladung Q), die mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um eine
raumfeste Achse durch den Kugelmittlepunkt rotiert.

2. Hohlkugel (Radius R) mit der Ladungsdichte

p(P) = 006(r — R)cos* 9 (52)

die mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um eine raumfeste Achse durch den Kugel-
mittelpunkt rotiert (¢ = £(&, P)).

Losung:
I N Lo
m=z f (FX [vecj(P)d'r (53)
1. Vollkugel:
Ladungsdichte:
(D200~ R) (54)
p g
Stromdichte:
JPpPIP = p(A(S X F) (55)
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X (& X DS — A7 D) (56)

@ parallel Polarachse: w = wé,

3
m= 3 %3 O(r — R)(&r* — Prwcoshdr =
T
= SR ((D4nf ridr - a)fr2®(r — R)cosd(sindsing, sinﬁcoscpcosﬁ)d3r)
T 0

x— und y— Komponente des zweiten Integrals liefern offensichtlich keinen Beitrag. Es
bleibt deshalb:

3 RS R 1
m = 0 o |4n— —277[ r4drf dcoscos*?)| =
7R3 5 0 -1

58
—3QR2c3 4r - 21 2 o
~ 4or 3
- 1 2 -
m= §QR %) (59)
2. inhomogen geladene Hohlkugel:
wie in 1.
HP) = 006(r = R)cos*H@ x P) (60)
1
it = 50 f d&’ré(r — R)cos™(@r* — A7 - &) =
1 21 1
= —goR* f dy f dcostcos’>HBwcos?e,) =
2 0 .
1 1 61)
= 50'0R427Tf dcosdcos*H @D — wcosH 0,0, cos?)) =
-1
1
= ﬂ0'0R4(7)f dcosd(cos*9 — cos*P)
-1
> 4n 4 >
m= 1 5a'OR ) (62)
Gesamtladung:
0= f &rood(r — R)cos*d =
1
= 2770'0R2f dcosdcos*d = (63)
-1
4
= ?JTO'OR2
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. 30 1
sigmagy = 4_(731? (64)
1
i = gQR%B (65)
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