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Aufgabe 1 (Klassifizierung) Man bestimme die Typen der pDGlen und skizziere im
R? gegebenenfalls die Gebiete unterschiedlichen Typs:

1.1

gy + dugy + 2Uyy + 2uy + 4uy = 2u
1.2

xgumx + QUzy + y3uyy + Uy — YUy = e’

1.3

YUgy + 2$uwy + YUyy = y2 + ln(]- + -'EQ)

Aufgabe 2 (Separationsansatz) Finden Sie mit Hilfe des Separationsansatzes Losun-
gen der partiellen Differentialgleichungen

2.1

2 1 _
x ux—i—&uy—u

2.2

:c2uxy+3y2u:0

Aufgabe 3 (Separationsansatz) Wir betrachten die Laplace-Gleichung —Au = 0 auf
der Menge D = [0, 1] x [0, 1].

3.1 Finden Sie eine Losung der Gleichung, die den Randwert u(z,0) = sin(mz) fiir
x € [0,1] und u(z,1) = u(0,y) = u(1l,y) = 0 fir z,y € [0, 1] annimmt.
3.2 Finden Sie eine Losung der Gleichung, die den Randwert u(z,0) = sin(27z) fiir
x € [0,1] und u(z,1) = u(0,y) = u(l,y) = 0 fir z,y € [0, 1] annimmt.

3.3 Priifen Sie nach, dass die Gleichung das Superpositionsprinzip erfiillt: Sind «; und
ug Losungen der Gleichung und cq, co € R, so ist auch ciuq + cous Losung der Gleichung.

3.4 Verwenden Sie (.1-.3), um eine Losung anzugeben, die den Randwert u(z,0) =
sin(mz)(1 + 2 cos(mz)) fir x € [0,1] und w(z,1) = u(0,y) = u(l,y) = 0 fir z,y € [0,1]
annimmt.

3.5 Wir betrachten die Laplace-Gleichung —Au(z,y) = 0 auf dem Quadrat [0, 1] x [0, 1]
mit den Randbedingungen

u(x,0) =z(1 —x), u(x,1) =0, u(0,y) =0, u(l,y) =0.



Geben Sie eine Darstellung der exakten Losung u(z,y) an.
Tipp: Separationsansatz, sin-Fourier-Reihenentwicklung, Superpositionsprinzip.

Aufgabe 4 (Separationsansatz) Gesucht wird eine Losung des Anfangs—Randwertproblems

Uge (2, 1) — du(x,t) — 3u(x,t) =0 fir x € [0, 7], t € [0, 00), (1)
u(z,0) == (acz — 7r2) fir z € [0,7] (Anfangswerte),  (2)
u(0,t) = u(m,t) =0 fir t € [0,00) (Randwerte). (3)

Gehen Sie dazu folgendermaflen vor:
(a) Finden Sie mit dem Separationsansatz moglichst viele reelle Losungen zu (1).

(b) Identifizieren Sie darunter diejenigen Losungen u,(z,t), die die Randbedingung (3)
erfiillen.

(c) Entwickeln Sie die Anfangsbedingung g(x) := z (¥2 — ©2) auf [—, 7] in eine Fourier-

Reihe.

(d) Machen Sie den Superpositionsansatz u(x,t) = > uy(x,t) mit den u,, aus (b) und
finden Sie so eine Losung zum Anfangsrandwertproblem (1)-(3).

Aufgabe 5 (Klassifizierung, Charakteristiken, Separationsansatz) Die folgende
PDE ist gegeben:
0%u 0%u
92 = U O%a
5.1 Von welchem Typ ist die PDE? Skizzieren Sie ggf. die Gebiete unterschiedlichen
Typs in Abhéngigkeit von «.

u=u(z,t) ,a€R

5.2 Berechnen Sie fiir & = 2 mit Hilfe des Separationsansatzes diejenigen Losungen, die
die folgende Randbedingungen erfiillen:

u(0,t) =0, u(a,t) =0, 0<a<oo

5.3 Fiihren Sie mit Threr gefundenen Losung die Probe durch.

Aufgabe 6 (Warmeleitungsgleichung) Lésen Sie das Nullrandproblem mit

Ut = Ugy fir x € (0,1), t > 0 und u(0,z) = 2sin(37z) + 3sin(27x) .



Aufgabe 7 (Wirmeleitungsgleichung) Lésen Sie (allgemein) das Anfangs-Randwertproblem
up — gy =0 mit u(0,2) = g(x) und ug(t,0) = ug(t,1) =0

flir einen Stab der Lénge [, wobei an den Réndern kein Wdrmetransport stattfindet,
u, = 0.

Aufgabe 8 (Wellengleichung) Man ermittle eine Losung fiir das folgende Anfangs-
Randwertproblem fiir eine schwingende Saite der Lange | = 2, wobei

Ut — Ugy = 0 mit u(z,0) = sin (gx) + sin® (gx) , u(z,0) =0, u(0,t) =u(l,t) =0.

Aufgabe 9 (Wellengleichung) Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem der Wellen-
gleichung,

Uy — Cugy =0 fiirz € R,t >0,
u(07$) = g(:c),
ut (0, ) = v(x),
die Losung
1 1 x+ct
ult,a) = 5 (9o +ct) +glo—ct) + o [ o€
2 2¢ Jy—ct
besitzt. Gehen Sie zu diesem Zweck zu den Koordinaten T'= x — ct, X = = + ct iiber,

leiten Sie eine Gleichung fiir U (T, X) = u(t, ) her, und stellen Sie die erhaltene Losung
in den urspriinglichen Koordinaten ¢,z dar.

Aufgabe 10 (Wellengleichung) Wir betrachten das folgende Anfangswertproblem
der inhomogenen Wellengleichung:

U — Uge = =22 firz € Rund ¢t >0 und u(0,2) = w(0,2) = 0.
Leiten Sie anhand der folgenden Schritte eine Losung u(¢, x) dieses Problems her:

(a) Gehen Sie zu den Variablen T' =2z —t, X =z +t und U(T, X) = u(t,z) tber und
driicken Sie us(t, x) und ugy (¢, z) durch U, T und X aus.
(b) Zeigen Sie, dass U(T, X) = u(t, z) der Gleichung 4Ux7 (T, X) = X + T geniigt.
(c) Losen Sie die Gleichung 4Ux7(T, X) = X + T durch Integration iiber das Normal-
gebiet

I<X<Xs, T.<T<X

und erhalten Sie somit den Wert U (T, X,) an einem beliebigen Punkt (7%, X.). (Tipp:
Ux(X,X)=0und U(Ty,Tx) =0.)



(d) Erhalten Sie die Losung u(t, z) der Ausgangsgleichung, indem Sie zu den Koordinaten
t, x zuriickkehren.
(e) Fiihren Sie eine Probe durch.

Aufgabe 11 (Charakteristiken) Lésen Sie die folgenden pDGlen 1. Ordnung:
11.1 uy + 2uy = 0 mit u(x,0) = ug(x)
11.2 uy + uy = u? mit u(z, —x) ==

11.3 zu, + yuy + v, = u mit u(z,y,0) = zy

Aufgabe 12 (Charakteristiken) Wir betrachten fiir u : [0,00) x R — R das Anfangs-
wertproblem der Burgers-Gleichung,

1, < -1,
ug +uuy =0, mit w(0,z) =wug(z) =< —x, —-1<x<0,
0, 0<um.

12.1 Wenden Sie die Methode der Charakteristiken an, um die PDE in ein System von
ODEs zu verwandeln.

12.2 Losen Sie das in (.1) erhaltene System von ODEs.

12.3 Skizzieren Sie die charakteristischen Kurven in der z-t-Ebene und schreiben Sie die
in (.2) erhaltene Losung u(t, x) moglichst explizit auf.

12.4 Bestimmen Sie einen Zeitpunkt ¢,, an dem sich zwei verschiedene charakteristische
Kurven schneiden.

12.5 (Zusatz:) Benutzen Sie (.4), um zu begriinden, dass die gefundene Losung u(t, )
nicht fiir alle ¢ > 0 stetig sein kann.

Aufgabe 13 (verschiedene Ansétze) Lésen Sie die folgenden PDEs mit dem ange-
gebenen Ansatz.

13.1 uy + 2uy = 0 mit u(x,0) = ug(x) (Separationsansatz)
13.2 y%(ug)? + 2%(uy)? = (zyu)? (Separationsansatz)
13.3 yu, + zu, = 0 (Ansatz u(z,y) = f(z) + g(y))

13.4 uy + 2uuy = Uz, (Ansatz u(t,x) = v(x — 2t) mit lim v(§) = 2)

{——00



Aufgabe 14 (Schwache Ableitung) Bestimme jeweils die schwache Ableitung der
folgenden Funktionen und zeige, dass es sich dabei auch tatsédchlich um die korrekte
schwache Ableitung handelt:

14.1
z firo<z<l1
u(z) = )
1 furl<axz<?2
14.2
2 o T
s firo<z< 3
u(z) = ¢sin(z) firf<az<w

z—m furn<zx<2rw

Aufgabe 15 Das Flichenstiick F im R? wird beschrieben durch
2, .2 _ 2
+y"+2=3, (z—-1)"+y<4, y=>0.
15.1 Skizzieren Sie die Projektion von F auf die z, y-Ebene.

15.2 Fur das Vektorfeld

G:R> > R3 7:=

ISIENS I
I
(@)

berechne man das Obeflichenintegral [, g - dF.

Aufgabe 16 Man berechne das Volumen von
K={(z,y,2) eR¥|a® +y* + 2> <R® 2> +y*>p}, 0<p<R

in Zylinderkoordinaten!!!



