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Aufgabe 1 Bestimmen Sie die cos-sin-Darstellungen der Fourierreihen der folgenden
2m-periodischen Funktionen:

1.1 f(x) = (%)3 — 2 fiir x € [-m,7),

1.2 f(z) = (z — )2 fiir x € [0,27),
1.3 f(x) = |sinz]| fir z € [-m,7),

1.4 f(z) = {

0, —r<z<0
sin z, 0<z<7m "’

Losung:
(.1) Da die Funktion f ungerade ist, erhalten wir fiir die Koeffizienten a,, = 0 und fiir
by, gilt:

by, = 1 /7r f(z)sin(nz)dx = 2 /07T [(x)g — i} sin(nz)dz

T T 0
2 .
= — [ 23sin(na)x 2/0 xsin(nz)dx
[ aos(na)| 2y [ costna)da— = | = (sin(me)—no cos(ra)|
= — |—a” cos(nz — | z®cos(nz)dr——; | — (sin(nx)—nx cos(nx
7l n nwt Jo w2 [n? 0
—2z 2 2z "
= [ o cos(nx) — Wsm(nm) + nﬂ_ZCOS(TLl‘)‘|O
6 1 T
O 1A (Lo 9 2 2 }
— {n?’ ( sin(nzx) + 2nz cos(nx) + n“x Sln(nm)) .

—2x3+ 20 1% (n2) + —2 12 622\ . (na) "
= cos(nx — sin(nz
nml nm?  nd37d n2n?2  npigt " n2gd
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Dabei benutzten wir sin(k7) = 0 und cos(km) = (—1)* fiir k € Z. Nun erhalten wir als
Fourierreihe F' zu f
,, Sin nas)
-3 Z :

(.2) Zur Abwechslung bestimmen wir die exp-Darstellung und ermitteln hieraus mit den
Umrechnungsformeln die cos-sin-Darstellung: Fiir k = 0 erhalten wir fiir f(z) = (v —7)?
mittels Substitution und aus Symmetriegriinden

1 21 1 g 1 3 2
00:—/ (x—w)260d$:—2/ Pdt=- ="
21 Jo 2 Jo T3



Fir alle & # 0 ermitteln wir eine Stammfunktion fiir den Integranden aus der For-
melsammlung und erhalten aus Symmetriegriinden

| o Y ie”ke (K2 (m — 2)* + 2ik (7 — z) - 2) o
ck:%-/o (xr —m)%e dz = P
=0
ie” ik (1 — ) . (m—2m)—m 2
- [ 27k3 L::O T k2 TR

Damit lautet die exp-Darstellung F' von f:

x):chei]“ ?—1—2 Z

keZ keZ\{O}

Fiir die cos-sin-Darstellung F' beachten wir c¢_j = ¢ und erhalten:

—ikx + ezkx
F(x):?+2 Z +2Z2
kEZ\{O} keN
_ 4 Z COS
keN

(.3) Da f eine gerade Funktion ist, folgt b, = 0. Fiir die Koeffizienten a,, gilt

™ 2 T
anp = / | sin z| cos nxdr = — / sin x cos nzdx
0

r s

™ I
—-n / cos x sin nxdx
0 0

™ T
—-n / sin x cos nxdx
0 0

(— COS T COSNT

l(—l)n +1—-n <sinmsin nx

o 0 o |-

(=1)" 4+ 1) + nay, .

Hieraus erhalten wir

ap =

3 =

2((=1)"+1) ﬂ(lfng) falls n gerade
T l-—mn

0 falls n ungerade '

Damit lautet die Fourierreihe F' von f:

> 4cos2kx 2 4 cos 2kzx
Fa)=>+Y —— - =2--% -
(z) 7T+k:17r[1—(2k) T oA (k- 1)kt




(.4) Wir ermitteln die Fourierkoeffizienten:

1 /™ . 1| . sinnz|™ 1 (7 )
a, = — / sinx cosnxdxr = —| sinx —— / cos x sin nxdx
™ Jo s n 0 n Jo
=0
1 { cosnx|™ 1 /” . ]
= ——— |—cosz - — sin x cos nxdr
™ n 0 n.Jo
1 1 (D" +1 1
= —W(COSHW+1)+?an:T+$Gn
Damit haben wir die a,, bestimmt:
()" +1 0 falls n ungerade
ap=——+—— = .
" m(n? —1) ﬁ falls n gerade
1 /™ . 1 . cosnx|™ 1 (T
b, = -— / sinzsinnzdxr = — | —sinx + — / cos x cos nxdz
™ Jo ™ n 0 n.Jo
1 sinnx|™ 1 [T . . 1
= — |cosz + —/ sin z sin nxdx| = — by, .
™ o nJo n

Hieraus erhalten wir b,, = 0 fiir alle n > 1. Schliellich gilt:

™

1 /m 1 7 1 1 1
bl:;/o sin2wdw:%/0 (1—cos2a;)da;:27r{x—QsianL:?

Damit lautet die Fourierreihe F' von f:

1 2 cos 2kx 1 .
+ —sinx.

Flz)=———
(@) s WEQk—l)(?k-ﬁ-l) 2

Aufgabe 2 Gegeben ist die 2m-periodische Funktion f mit

flz) =7 —|z| fir —r<z<mw.
2.1 Man berechne die Koeffizienten der zugehérigen cos-sin-Darstellung S(f)(z).
2.2 Man bestimme mit Hilfe von Teilaufgabe (a) den Wert der unendlichen Reihe

1 1 1 1
Tt tmtoat

Losung;:



(.1) Da f eine gerade Funktion ist, gilt fiir die Koeffizienten b,, = 0 und

1 [ 2 (7 2 21"
ap = —/ f(x)dx:—/ ﬂ—xdm:[mc—x] =
TJ_r 7 Jo T 2 0

1

™
anp = - f(z) cosnzdz
™
2 [T 2 [m . cosnr xsinnxz]™
= — | (r—z)cosnzdr = = | —sinnr — —5— —
7 Jo T In n n o

2 [(—1)” 1} B {4 falls n ungerade,

™2
2

T n n2

0 falls n gerade.

Hieraus erhalten wir die Fourierreihe F' zu f:

2.1 1" 4 cos((2k — 1))
;g cosnr = — + ;g—

Fla)= 2 (2k — 1)

wm

(.2) Da f stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist, gilt F'(z) = f(z) fir alle x.
Damit gilt insbesondere

T 4 1 T 4 1 1 1

Hiermit erhalten wir > 72, %11) =%

Aufgabe 3 (Faltungschwer!) Es sei s mit s(z) = %52 fir € [0,27) eine 27-
periodische Sdgezahnfunktion.

3.1 Zeigen Sie, dass die Faltung (s * s)(z) wieder eine 2w-periodische Funktion ergibt.

3.2 Berechnen Sie die periodische Faltung (s * s)(z) = 5 fOZW s(z —t)s(t)dt fir z € R
direkt.

3.3 Bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten ¢ der Funktion s*s durch direkte Rechnung.

Losung;:
(.1) Es seien f,g : R — C Funktionen mit der Periode 7. Dann ist die periodische
Faltung von f und g wegen der Periodizitdt von f ebenfalls T-periodisch, denn:

(f+g)(z+T) = / Fle+T—1t)g T/ Fla—Dg(t)dt = (f % g)(x) .

Daher ist die Faltung also wiederum periodisch.



(.1) Da die betrachtete Sagezahnfunktion 27-periodisch ist, gentigt es deshalb, die Fal-

— _z4m

tung fiir z € [0,27) zu berechnen. Fiir x € [-27,0) gilt s(z) = —*7, so dass sich auf
[0,27) folgendes ergibt:

(sxs)(x) = % /027r s(x —t)s(t)dt =
_ % (/Oms(m — #)s(t) dE + /:Ws(x — #)s(t) dt)
1

_ (/Ox(t—m+7r)(7r—t)dt+/:7r(t—x—7r)(7r—t)dt>

81
- = [27T2m _r? 2773] 6rr — 3x2 — 212 g2 — 3(x — 7T)2
8T 3

24 24

Die periodische Faltung s * s ist dann die 27-periodische Fortsetzung dieser Funktion.

(.3) Fir k = 0 ergibt sich der zugehorige Fourierkoeffizient als

1 772 —3(z —7)? I
=— | ——Fdoe=-— ?—3u?) du=0
0 27r/0 24 o 487r/,,r(7r u?) du=0,

wobei die Substitution v = x — 7 verwendet wurde.
Fir k # 0 gilt unter Verwendung derselben Substitution:

1 27 9 9 " e—ik)ﬂ' T 9 9 "
= — — 3(x — TWRT Qg = -3 —tku g
Ch 487r/0 (77 (x —m) ) e T T [ﬂ (7 u”)e U
_oeM (B0 6w 6w\ ]
487 ik K2 kS k)|

Bestimmt man unter Verwendung von e*™ = =7 den Wert in der eckigen Klammer,

so ergibt sich schliellich fiir die Fourierkoeflizienten:

ek { . ( 1277)} 1
AT k)T AR

Fir die Fourierreihe von s * s erhalten wir damit:

1 etkx 1 X cos kx
Fous(z) = — > 5 Yo ER baw. Fus(r) = =5 > - VTER.
keZ\{0} k=1

Aufgabe 4 Bestimmen Sie die Fouriertranformation von

f(x) = {m v=0 (0.1)

0, sonst



Losung:

R 00 ' oo ' —(14iw)z ©0 6—(1+iw)x
_ —WT 0 — —(1+zw)xd _ € _ / d
f(w) /f(:c)e x /xe x x—(l—i—z’w) . (T x
—00 0 = 0
B 67(1+iw)x o0 B 1
A +w)?| o A Hw)?
Aufgabe 5 (Fouriertransformation) Gegeben sei die Fouriertransformation von
1,2
Fit) = e

A 1
flw) =V 2me 2"
Bestimmen Sie die Fouriertransformationen folgender Funktionen

5.1 12—t
2

5.2 647,'7(1‘,72)

5.3 [° e 38" 3-8 q¢

Losung: (.1)Wir berechnen

d? 1
@(642) = 2" 442 =14 (—2e_t2 + th_t2>

Damit folgt fiir unsere Funktion, dass

1a
142

1
(e) 4+ e "

t2e_t2 =
2

Um die Fouriertransformierte zu berechnen, benutzen wir die Regel fiir Ableitungen und
die Linearitét der Fouriertransformation:

d2
dt?

i 1, o, 1 IS DU NS
(e )}+]:§{6 }——sz}"{e }+§.7-"{e }—(—Zw2+§)}"{e }

1
F{t?e '} = i
Wir miissen also nur noch die Fouriertransformierte von e ™" bestimmen. Es gilt mit der
Regel fiir Skalierung;:

2

et = F(V21) = Fle ) = F{F(V20)) = me 17,

wobei wir die bekannte Fouriertransformation von f(¢) benutzt haben. Damit haben wir
insgesamt:

B 1 1 _ 1 1. 1,
f{t2e tQ}:(—Zw2—|—§).7:{€ tz}:\/%(_zoﬂ'f'g)e 1,



Alternativer Losungsweg: Wir benutzen die Regel fur t" f(t).
2 2
2 —t2 _ 2 d —t2 _ d . —Zw
F{t?e "} = i w}"{e Hw) = —wﬁ(e 1) = Vr(—-wt 4 2 )eT 1Y,
(.2) Es gilt
e4i—(t—2)2 _ e4i€—(t—2)2 _ €4if(\/§(t —2))

Wir benutzen die Regeln fiir Skalierung und Verschiebung und erhalten

FUt-2) = ™Ff0)) = “Vome 3
FUNVAE-2)) = SsF{ft-DH5) = Ve =it

2
F{Mf(Vat-2)} = MF{f(VR(t—2))} = Vme i T2
(:3)

Wir sehen, dass

/ Z e 339" e = /O; F(E=OF©)dE = (f * )(D).

Mit der Regeln fiir Faltungen erhalten wir:

P et 0agh = A4 o) = FUOOF = 2re

Aufgabe 6 (Faltung) Essei f(t) = eIt

6.1 Man berechne die Faltung (f x f)(t). (Tipp: Fallunterscheidung t > 0 und t < 0.)
6.2 Man berechne die Fouriertransformierte F(f(t))(w).

6.3 Unter Zuhilfenahme der Faltung bestimme man F(|t|e”!)(w).

Losung: (.1) Um die Faltung f « f mit f(¢) = e~ !l zu erhalten, ist das folgende Integral
zu bestimmen:

(f=f)t) = /O:O e lt=Tle=ITlqr

Wir losen die Betrége durch eine Fallunterscheidung auf:

(i) Fall t > 0. In diesem Fall gilt t —7 > 0 <t > 7:
00 t 0
(f = )t :/ et’QTdT—F/ e*th—i-/ e T dr
t 0 —00

1 o0 1,.1°
=el |:6_2T} +te et [62T]
2¢ ], 2° |

1 1
= §e_t +te Tt + §e_t =e H1+1).



(ii) Fall t < 0. In diesem Fall gilt t — 7 > 0< 0 >t > 7:

[e%e) 0 t
(f=f)t) = / et_ZTdT—i-/ eth—i—/ e I dr
0 t —00
1 o0 1 ,.7¢
= ¢ |:—262T] ; +0—tet +et |:2€2T:|

—00

1 1
= Eet —tel + §€t =e(1—1t).

Wir kénnen (i) und (ii) zusammenfassen und erhalten fiir die Faltung:

(f*F)(t) = 1+ [¢)e .

(.2) Um die Fouriertransformierte von f(t) = e~/ zu bestimmen, 16sen wir den Betrag
im zu berechnenden Integral auf:

o ; 0 . 00 )
F D) (w) = / e"t‘e"mdt:/ R A

oo 0

= 1-iw) ' +(1+iw)t=—""—

(.3) Um nun die Fouriertransformierte von g(t) = |t| eIl zu bestimmen, nutzen wir (.1)
und (.2) aus, es gilt ndmlich

g(t) = [te = (@[t e T —e = (f 1))~ £(1).

Wegen der Linearitdt der Fouriertransformation erhalten wir hieraus:

F(tle Myw) = F((f = £)t) — 1) (w) = F ((f * £)®)) (w) = F (£(1)) ().

Mithilfe des Faltungssatzes (f * g)(t) L F (w) G(w) erhalten wir nun

4

F((f*H®) @) = (FfO))(w))* = a2

SchlieBlich erhalten wir ganz einfach die gesuchte Fourierkorrespondenz:

_ 4 2 2(1 — w?)
t)=tle " & - = .
g(t) ’ ’e (1 +w2>2 1+ w? (1+w2)2

Aufgabe 7 (Fouriertransformation) Fiir A > 0und a € Rsei f(t) = { «
exp((—

7.1 Man berechne die Fouriertransformierte von f(t).

>ol—O
+
~.
Q
N—
~
SN—



7.2 Wie lauten die Fouriertransformierten der geddmpften Schwingungen

z(t) = e Mcos Nt und y(t) = e Msin Nt , NeN, t>07

Losung: (.1) Die Fouriertransformation F' von f erhalten wir durch Berechnen des
folgenden Integrals:

F(w) = /_ f(t)e “tdt = /0 P T /0 e(-Atila—w)t gy
_ 1 o~ Oita—we|” _ 1 ‘
—A+i(a —w) o Ati(w—a)

(.2) Wir nutzen die folgenden bekannten Formeln fiir den Kosinus und Sinus:
_ LNt Nt . _ L ine Nt
cos(Nt) = 5 (e +e ) und sin(Nt) = % (e —e ) .

Wegen t > 0 und dem Teil (a) erhalten wir nun als Fouriertransformierte X (w) fir z(t):

00 1 ) . .
X(w) = /0 e M 5 (e’Nt + eith) e tdt
1 ( 1 N 1 ) - A+ iw
"2\ M+i(w—N) Ati(w+N))  (A+iw)?+ N2

und analog als Fouriertransformierte Y (w) fur y(t):

Y(w) = /oo e M 1 (eiNt + e*iNt) e~ tdt
0 21

_1< 1 B 1 )_ N
2 \M+i(w—N) A+i(w+N)) A+iw)2+ N2°

Fir A — 07 wird X (w), Y (w) immer schmalbandiger (— geringe Dampfung). Im Grenz-
fall A = 0 haben X (w) und Y (w) zwei Pole bei £N.

Aufgabe 8 (Fouriertransformation) Bestimmen Sie die Fouriertransformierte der

Funktion .
N T
1) { 0 L Jt>1
oo . 2
und bestéatigen Sie mithilfe der Riicktransformation / (smx) de =m.
T

10



Losung: Wir erhalten die Fouriertransformierte F' von f durch Bestimmen des folgenden
Integrals

Fw) :/Oo e~ F(t)dt — /_11 e—iwt%u —Je))dt

—0o0

1 /0 _. 1 1

:f/ e‘“"t(1+t)dt+—/ =1 — £)dt
2J1 2 Jo

1_M(1It 1 )0 1_M<1 t 1 )
~o° T i (w2 )|, T 2f "o Ciw (i)

2
1 L/ iw o —iw\\  l—cosw 1 (sin(3)
(i) - ‘2<<w>>’

2

1

0

wobei wir zuerst w = 0 wegen der Division durch w ausschlielen miissen und schliellich
w = 0 wieder gewinnen, indem wir F' in null durch F(0) = % stetig fortsetzen.

Die inverse Fouriertransformation besagt schliellich, dass fiir alle ¢ gilt

F(t) = — /OO ¢ P () dw

:% o

Wir setzen ¢ = 0 und fiihren die Substitution z = 5 bei dem entstehenden Integral
durch:

o103 L () e () o

Hieraus erhalten wir schliefflich die interessante Aussage:

/O:O <sin;x)>2 de = .

11



