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Aufgabe 1 (Laurentreihe) Entwickeln Sie die Funktion

22— 2+4
23 —322 —2+3

in Laurentreihen. Wie viele solcher Reihen gibt es und in welchen Gebieten sind sie
jeweils giiltig? Bestimmen Sie fiir jeden Fall die Koeffizienten der Reihe.Bestimmen Sie
ferner die Residuen der Funktion in den Polen.

Losung:Um die Funktion besser untersuchen zu kénnen fithren wir zuerst eine Partial-
bruchzerlegung durch und erhalten
22—z +4 1 1 1

B _32_243 201-2) 20112 13-z

Die drei Summanden kénnen wir nun unabhéngig voneinander betrachten.

e crster Summand

— fir 2| <1
1 1
21— 2) _Enzz:oz

Daraus folgt fiir die Koeffizienten a,, = 1, wenn n > 0, sonst a,, = 0.

— fir |z| > 1
1 1 1 & (1)” -
= :——Z — = Z-*Zﬁ T = 2_727
20—2) _9, (1 _ %) 2z F\z = 2 = 2
Daraus folgt fiir die Koeffizienten a_,, = —%, wenn n > 10, sonst a, = 0.

e zweiter Summand

— fir 2| <1
1 1 & I e nsom
e ig(—z) = an::o(—l) (2)

Daraus folgt fiir die Koeffizienten a,, = (—1)", wenn n > 0, sonst a,, = 0.

— fiir |z| > 1

1 1 1 & -1\" & (-1 = (=t
20+2)  22(1+3) 2/ m\z/) [Z 2 i 2

_1\n—1
Daraus folgt fiir die Koeffizienten a_,, = —%, wenn n > 0, sonst a, = 0.



e dritter Summand

— fiir |2] < 3
n

Biz:?)( ) ;i(_y:i n+1z

3

Daraus folgt fiir die Koeffizienten a,, = %, wenn n > 0, sonst a, = 0.

— fir |z] >3
1 1 -1 & (3)" > =
— :72 e :Z_gnz—n—lzz_3nzn
3—2 __2(1 _.%> z =\z =0 n—1
Daraus folgt fiir die Koeffizienten a_,, = —3", wenn n > 0, sonst a,, = 0.

Die einzelnen Summanden kénnen wir jetzt wieder zusammenfiigen und wir erhalten die
Laurentreihe der Funktion:

o fiir [2| <1

n=0
o fiir 1 <|z] <3
R (_1)n n - -1+ (_1)n71 -n
f(z) = Z 3n+1 0+ Z 2 <
n=0 n=1

o fiir 3 < |z]

Aufgabe 2 (Laurentreihe) Man gebe fiir f(z) = 2 alle moglichen Entwicklungen
nach Potenzen von z + i an. Welche Darstellung konvergiert fiir z = 1/27

Losung: Der Integrand

f(Z)=21.: 1.:_1'(1,_1)

—iz  z(z—1) z—1 oz

ist holomorph in C\{0,7}. Die beiden Pole 0 und 7 bestimmen um den Entwicklungspunkt
29 = —i drei Kreisringgebiete, in denen f(z) holomorph ist:

lz+il <1, 1<|z4id<2, |z4+1i]>2.



Das sind die Konvergenzgebiete einer Laurententwicklung von f(z) mit Entwicklungs-
punkt zg = —i.

e |z +i| < 1: Fir beide Stammbriiche Taylor:

1 1 11 1 X (z+i\" z+i
= =g = o P <1 24l < 2,
s wem s w ar) el <ok
1 n=0
1 1 11 1 & (240\" 2+
s axi—i P T T s l—1 <1 | < 1.
: T a4i—i | i1- e znz%< i ) = |2+l

Damit erhalten wir die folgende Entwicklung fir f:
(1 /1\" \"
=S 5(5) — (= )" | <1.
f(2) n_o{z(%) (z) }(z—l—z) . e <

e 1< |z+i| <2:Fir i Taylor, fir % Laurent:

1 1 11 Lo (i N
e e Dl (o) I S B P ISP
z z4+i—1 z+i1l-—-2  zH+i S \z+1 zZ+1
z+1 n=0
- <Z + Z> (sieche Rechnung fiir |2 +i| < 1).
z—1 21 0 2i

Damit erhalten wir die folgende Entwicklung fir f:

[e.e]

X 240\ & i \"T!
B B n .
f(z)—2nz%( 5 ) +1;)<z+2,> = Z an(z+14)", 1<|z+i| <2.

n=—oo

. _ (1\" ¢ . _1(1\" ¢ . L e .
mit an—(i) fir n < -1 und a, =5 (5;) firn > 0. e [z 4| > 2: Fiir beide

Stammbriiche Laurent:

1 1 1 1 1 &/ 2 \" | 2
- - P 5 <1« '>2,
z2—i z4+i—2i z4+il— 24 Z‘f‘i,;)(z%-i) ‘Z—i—z' |z + 1]

z+1
1 1 & T \" . . )
e Z i (sieche Rechnung fir 1 < |z 44| < 2).
z  z+1 z+1

n=0

Damit erhalten wir die folgende Entwicklung fiir f:

00
=1 e 1 ,
f(z): § (2”1” L_n 1) W7 |Z+Z|>2.
n=0

Da z = % in 1 < |z+1| < 2 liegt, konvergiert fiir z = % die fiir diesen Bereich angegebene
Entwicklung.

Aufgabe 3 (Laurentreihe) Man berechne die Laurentreihen von



31cosh sum 2z =10

3.2

Toss fiir 0 < |z| < 27 um z = 0 (es reichen die ersten Summanden ungleich 0)

Losung: (.1) Unter Verwendung der bekannten cosh-Reihe

> 1

h — 2n cC
cosh w Z: (2n)!w , W ,
n=0
erhalt man mit w = 1/:2:
1 > 1 1
COSh 272 = TZZ:%) (Tn)'ﬁ .

Diese Reihe konvergiert fiir |z| > 0.

(.2) Wir benutzen die bekannte Entwicklung des Kosinus:

2 4 6 > (_
1—cosz= - — Z—+z—— ..:—Z(
n=1

3

21 41 el

Somit ist z = 0 zweifache Nullstelle von 1 — cos z, daher zweifacher Pol von f(z). Da
f(2) eine gerade Funktion ist, kann man folgenden Ansatz machen:

C_
f(Z)=722+00+02z2+C4z4+...

Somit ist

20 41 6!
_ &2, 2(% =2 42 _C 2\ e6(%_C2 C €2
— 7 (2 240‘2)+z (2 24+720>+Z (2 21720 8 )+
Ein Koeffizientenvergleich liefert nun c_o = 2, ¢y = %, cy = ﬁ, cq4 = ﬁ. Damit
erhalten wir: ) .
2 1 z z
= =4+ -4+ — 0 27 .
f(2) z2+6+120+3024+ , <|z| < 2w

(.3) Mit der bekannten Entwicklung der Exponentialfunktion gilt:

z z—1 o0

e e z—l e
= . = E _lm'
c—1 -1 - — - (m+1)!(z )
n=0 m=—1




Aufgabe 4 (Laurentreihe) Bestimmen Sie jeweils die Laurentreihen von f(z) mit
dem Entwicklungspunkt zg = 0 und geben Sie die Konvergenzgebiete an:

4.1 f(2) = zgmp

42 f() = 2

Losung: (.1) Die Funktion
1 1 1 1

) =a=5,75"= z—1D(z—2) z-2 =z-1

hat einfache Pole in z1 = 2, zo = 1 und ist somit um den Entwicklungspunkt zg = 0
holomorph in den Kreisringgebieten

lz| <1, 1<]2]<2, |2|>2.

e |z| < 1: Fiir beide Briiche Taylor:

f(z) = 1 1 + 1 _ 1i(z)n+ini(1 1 ) n
YT R 12T 2 \2) AT T il ) %

n=0

1

o 1 < |z| <2: Fiir Taylor, fix X5 Laurent:

z—2

11 11 1&/\" 1&1 — > 2"
f&) =572~ =52 (3) sXw=- L Y am

n=0 n=-—00 n=0

e |z| > 2: Fiir beide Briiche Laurent:
1 1 1 1 I /2\" 11 = o 1
f&) =1 zl—lzz(z) Ll m =2 @)
z n=0 n=0 n=0

(.2) Die Funktion

_ sin z _ 1 23 2P _ 1 1 22 A

hat das Konvergenzgebiet 0 < |z| < oo, da die Sinusreihe in C konvergiert. Aus dem
Hauptteil der Laurententwicklung ist abzulesen, dass z = 0 ein Pol 2. Ordnung ist.



Aufgabe 5 (Laurentreihe) Die rationale Funktion f besitze um z = 0 die Potenzrei-
henentwicklung

[e.9]
flz) = Z nz"
n=0
mit Konvergenzradius 1. Bestimmen Sie

Res,—1 (f(2)).

Tipp: Versuchen Sie die angegebene, unendliche Laurentreihe mithilfe der geometrischen
Reihe in eine endliche Summe umzuwandeln.

Losung: Die gegebene Potenzreihe erinnert uns bereits grob an eine geometrische Reihe,
nur das n stort uns. Wir verwenden den Ableitungstrick, um das n zu beseitigen, dafiir
miissen wir die Reihe jedoch zuerst umformen:

f(z) = Z nz" = Z(n—i— 1)z" — 2"
n=0 n=0

— n n __ n n — n n
—Z(n—i—l)z —Zz =3 Zz —Zz =3 Zz -1 —Zz
n=0 n=0 n=1 n=0 n=0 n=0
Die beiden geometrischen Reihen kénnen wir nun ganz einfach umformen:

00
> =
n=0

1
1—2z

Dadurch erhalten wir

d 1 1 -1 1
/() dz(l—z > 1—2 (1-2)2 1-—=z
Das ist bereits eine Laurentreihe um den Entwicklungspunkt z = 1!

f(z) = Z alz—DF=1z-1)"1+1(z-1)"240
keZ

Das Residuum koénnen wir also einfach auf ¢_1 ablesen:
Res.—1 (f(2)) =c1 =1

Aufgabe 6 (Singularitiaten und Residuen) Bestimmen Sie fiir die folgenden Funk-

tionen f(z) Lage und Art der isolierten Singularitidten sowie die zugehorigen Residuen:
2

6.1 f(2) = 75

6.2 f(Z) _ 1l—cosz

Zn



6.3 f(z) = Zcos
6.5 f(Z) — 244182249

42(22+9)

6.6 f(z) = siflz

Losung: Man beachte unser Rezept zum Bestimmen des Residuums einer Funktion f.

2

(.1) Die Nullstellen des Nenners von f(z) = ZE’?) == 28 sind

21,2 = +2 und 234 = +21.

Wegen g(zx) # 0 und h'(z;) # 0 sind die z; einfache Pole von f(z), als Residuum
erhalten wir daher in diesen vier Stellen:

9(z) z2 1 :l:é , k=12
R = = — = —— =
€Sz (f(z)) hl(Zk) 422 4Zk: :F%Z'a k= 3’4
(.2) Wir bestimmen die Laurentreihenentwicklung von f(z) = =522 und lesen daran

das Residuum ab:

_1 12 14 _12—n 14—n 16—n

Wir unterscheiden die folgenden Félle:

e n = 1,2: Die Laurentreihe hat keine Glieder mit negativen Exponenten von z.
Somit ist z = 0 hebbare Singularitdt und Resg (f(z)) = 0.

e n = 3: Aus der Laurentreihe liest man ab: f hat bei z = 0 einen Pol 1. Ordnung
und Resg (f(z)) = /2.

e n = 4: Aus der Laurentreihe liest man ab: f hat bei z = 0 einen Pol 2. Ordnung
und Resp (f(z)) = 0.

(.3) Wieder bestimmen wir die Laurentreihe und entscheiden dann:

f( ) 1 1 1< 11 n 11 > 1 11 + 11 11
2)=—cos — = — - - e | =m— — — -
z 2122 4| z4:F z 21z3 4125 6l 27:':

Es ist damit z = 0 eine wesentliche Singularitit, da der Hauptteil der Laurentreihe
unendlich viele Glieder # 0 enthélt, und es gilt Resy (f(2)) = 1.



(.4) Die Funktion f(z) = ﬁ hat bei 2z, = W/Qﬁ
héufen. Somit ist z = 0 eine nicht isolierte Singularitit und somit Resy (f(z)) nicht

erklart, weiter erhalten wir:

einfache Pole, die sich gegen z = 0

1
w2 (kz + %)2

2
1 2},

Res., (f(2)) = ( ) — 1) _ (_1)k

—sin X (-
2k Zk

(.5) Die Nullstellen des Nenners h der Funktion f(z) = 28 = % sind 23 = 0,

293 = £3i je einfach. Wegen g¢(zj) # 0 sind 2, einfache Pole, wir erhalten:

9(zk) d {ResZ1 (f(2)) = % _ %

h’(zk)un R — 81-189+9 _ ¢
€525 3 (f(2)) —12:9+36

Res, (f(2)) =

sinz’

(.6) Wir betrachten die Nullstellen des Nenners h der Funktion f(z) = ig% =2

e z = 0 ist hebbare Singularitét, da lim, ,o 5= = 1, daher gilt:

Reso (f(2)) =0.

o 2z, = kr mit k € Z\ {0}: Wegen h/(zx) = coskm # 0 und g(zx) = km # 0 sind 2z
Pole 1. Ordnung, wir erhalten:

Res., (f(2)) = g,(@ - CO’:;W = (-1)*kr, kezZ\{0}.

Aufgabe 7 (Residuensatz) Berechnen Sie fiir
1
1) = 1
7.1 Res,,—1 (f) zuerst durch explizite Integration, mithilfe der Formel fiir Briiche (Res,, (9/n) =
9(20)/n’(20)) und zuletzt mithilfe der Laurentreihe von f(z) (Konvergenzbereich beach-
ten!).

7.2 das Integral

[ANIENE
|z—1]=1
mithilfe des Residuensatzes und der Cauchy’schen Integralformel.

Losung:
(.1) Durch explizite Integration kann man das gesuchte Residuum durch

Res,g_1 (f):QLm, ?{ f(2)dz

|z=1|=p



bestimmen. Wir parametrisieren |z — 1| = p mit y(t) = 1 + pe®?7t € [0,1]. Durch
Einsetzen der Parametrisierung in obige Formel erhalten wir

Resz=1 (f) = ;m]{f(z)dz
¥
1

- 0/ FO)yde

1
1 1 .
2 / Wﬂem”z%dt
0

1
1 it2m
:/_peit27re pdt:_l
0

Das gleiche Ergebnis erhalten wir unter Verwendeung der Formel aus der Vorlesung:

g 9(20) 1
Resz—1 (f) = Res;=1 <h> = h/(Z()) - jl = -1
Wollen wir das Residuum aus der Laurentreihe ablesen, so miissen wir zuerst den Term
(z — 1) isolieren, um die Laurentreihe um den Entwicklungspunkt zy = 1 zu erhalten:

1 1 -1

1—2 1-(z—1+1) z-1

Der letzte Ausdruck ist bereits eine Laurentreihe um den Entwicklungspunkt zg = 1!
Wir lesen also einfach ab

c1=—1=Res;=1 (f).

(.2) Wir Verwenden die Cauchy’sche Integralformel:

1 g(Z) g(z)=1,20=1 1 % 1
- L=t 2 - —1
9(z0) = 5.5 7{ L o S =9(0)

|z—1]=1 |z2—1|=1

(2 1
& ]{ dz = —2mi
1—2z2
|z—1]=1

Der Residuensatz liefert unter Verwendung des zuvor berechneten Residuums Res,,—1 (f) =
—1 sofort

1
% T Zdz = 2miRes =1 (f) Indzy=1 () = —2mi
|z—1]=1

Aufgabe 8 (Residuensatz) Berechnen Sie die folgenden Integrale fiir y(¢) = Ze'® +
1

10



8.1

e —1
—d
/7»22(2—1) :

8.2
/ cot mzdz
gl
8.3 )
/ - dz
~ zZsinmz
Losung:
(.1)Wir verwenden fiir beide Residuen die Formel 1 aus der Vorlesung:

dk*l
Res.,(f) = g7 dm e (2= 20)*7()

und erhalten

Res.—o (f(2)) = -1
Res.—1 (f(z)) =e—1

mit dem Residuensatz ergibt sich der Wert des Integrals zu 27i(e — 2).

(.2)Wir verwenden fiir beide Residuen die Formel 2 aus der Vorlesung:

9(2)\ _ 9(20)
ReSzo(w) - h/(ZO)

Dazu formen wir f um:

f(z) = cot(mz) = zi?((:z)) — }gliz;

Es gilt h'(2) = cos(mz)w. Daraus folgt fiir die Residuen in den Polen von f

Res.—o (£(2)) cos(0)

1
" cos(nO)r W
1

Res.y (f(2)) = cos(0)

~cos(m0)r

mit dem Residuensatz ergibt sich der Wert des Integrals zu 4i.

(.3)Wir verwenden fiir das Residuum um z = 1 die Formel 2 und fiir das Residuum
um z = 0 die Formel 1. Das Residuum um z = 0 koénnen wir erst durch zweimalige
Anwendung von L’Hospital auf den Grenzwert angeben. Es ergibt sich:

Res,—o (f(2)) =0
Res.—1 (/(2)) =

mit dem Residuensatz ergibt sich der Wert des Integrals zu —2i.

11



Aufgabe 9 (Residuensatz) Man berechne die folgenden Integrale:

91/°° dx
) —ool+$6

27 dt
o H+3sint

oo ZL‘2
9.3 —d
L wrme

9.2

Losung: (.1) Die Singularitéten von f(z) = H% sind einfache Pole bei 2z, = (k%)

5w

fir k= 0,1,...,5. In der oberen Halbebene befinden sich zy = €'5, 23 =4, 2o =€’ 6.

Als Residuen erhalten wir:

1 Res,, (f(2)) = %ei"%ﬂ
Ress, (£(2) = gpund ( Ressy (F(:) = —§
Res., (/(2)) = b=
Damit erhalten wir
S =0 6

N < om .. om . 7l . LT > Tl ( i . Z) 2m
=i — —tsin—— —1¢+ ——isin— | =iz |——t—2 | =—.
3\ %6 "M % "6 "3 2 "7 2 3

(.2) Wir substituieren z = €¢'?, dz = ie’?d¢ = izdp, 0 < ¢ < 27

1 1 2
I= 1 Wiz % 322 10iz — 3
bim1 0+ 3% (Z B 5) |2j=1

Die Singularitéten von f(z) sind die Nullstellen des Nenners:

_ 2
T 322+10i2—-3

10 5., 4 Li
£+3m—hﬂemm:—yi§:{3?

Nur zp = —/3 liegt innerhalb des Einheitskreises.

Das Residuum ermitteln wir mittels einer Partialbruchzerlegung, es gilt

2 B 2 1 1 1
322+10iz73_3(2+%)(z+3i)_41' z—|—% z+3i /)

12



Damit erhalten wir Res,, (f(2)) = &.

Es gilt:
2T
/ det 1 o T
—_— = —2m = —.
J 5+ 3sin(t) 43 2

(.3) Aus Aufgabe[6] kennen wir die Singularitéiten und auch die Residuen. Daher erhalten
wir:

7 f(z)x = 2miResy; (f(2)) = 2mi - <_;> _T

1
Aufgabe 10 (Residuensatz) Man bestimme fiir die Funktion f(z) = %
10.1 Lage und Art der Singularitéten in C

10.2 den Wert von
[RICLE

|z|=2

Losung: (.1) f(z) besitzt folgende Singularitéten:

e z =1 ist Nullstelle von Zé&hler und Nenner (einfach), somit hebbare Singularitt.

e 2 = ( ist wesentliche Singularitéat.

(:2) Resi (f(z)) = 0. Zur Ermittlung von Resg (f(z)) werde f um z = 0 in eine Laurent-

Reihe entwickelt, dazu beachte man:

11 111 14 11 1

1 Z
€z = —€ez — — Zez

N D L=22 oz
n=0 " n=0 """

—1 und

1 1 in o<1
=— = — z z }
z—1 1—2z = ’

Damit erhalten wir:

f(z):—<iZ;,znl_1—1> (ZZ”) , 0<]zl<1.
: n=0

n=0

Der Koeffizient von 271 ist —2 37> ) & = —1(e — 2) = Res (f(2)).
Daher folgt

% f(z)dz = 2mi (Reso (f(2)) + Resy (f(2))) = 2mi (2 _ 1> '

e
|2|=2
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