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1 DEFINITION DES RIEMANN-INTEGRALS UBER QUADERN

1 Definition des Riemann-Integrals iiber Quadern

Ein Quader ist eine Teilmenge des R™ der folgenden Form:
Q = [al,bl] X [a2,b2] X ... X [an,bn]

Uber einen solchen Quader konnen wir eine stetige Funktion f(z) integrieren

b1 b2 b,

[t@aa= [ [ . [ f@de,..dodo
Q

a1 ag an

Wir kénnen auflerdem Quadern @ im R™ ein Volumen vol,, (@) zuordnen, indem wir iiber
f(x) =1 integrieren.

vol,(Q) = /1dx
Q

1.1 Beispiel:Volumen verschiedener Quader

Wir betrachten verschiedene Quader:

Q1 =1[0,1] x [0,4] x [0,h] € R3
Q2 =1[0,1] x [0,b] x {0} € R?
Qs =1[0,1] x [0,b] € R?

Nun berechnen wir die Volumina der Quader:

vol3(Q1) = / 1dz? ldzzdzedz; =10 h
Q1

S O _
O\@ O\@
St ~—0 “T—=

vol3(Qs) = / 1da? ldzzdraday =0
Q2

L b
voly(Q3) = /1dx3 = //1dx2dx1 =1b
Q3 00

Wir sehen, dass die rechteckige Fléche, die von Q2 beschrieben wird - logischerweise -
kein 3 dimensionales Volumen besitzt.



2 INTEGRATION UBER NORMALBEREICHE

2 Integration iiber Normalbereiche

Wir koénnen auch iiber kompliziertere Mengen integrieren, deren Integrationsgrenzen
voneinander abhidngen. Wir nennen solche Mengen Normalbereiche. Eine Menge A C R"
heiit Normalbereich, wenn sie wie folgt konstruiert ist:

A = Ja1, )] CR
Ay = {(z,y) € A1 xR | ag(x) <y < by(x)} € RF mit ag, b, € C(Ap_1)
A = A,.

Die Integration ist dann fiir 2D bzw. 3D folgendermaflen definiert:

b1
/ flx,y)dydx = / / f(x,y)dydx bzw.
A z=a1 Jaz(x)

b1 ba(z) rbs(z,y)
/// f(x,y, z)dzdydr = / / / flx,y, z)dzdydz.
A z=a1 Jaz(x)

2.1 Beispiel: Flache eines Kreises

Wir wollen in diesem Beispiel die Flache der Kreisscheibe mit Radius r (S2(r)) berechnen.

Dafiir definieren wir den entsprechenden Normalbereich:

A = [-r7] (2.1)

Ay = {(z,y) € A4 xR | —vVr?2 —22 <y < Vr2—22} (2.2)

Fir die Flache folgt nun:

+Vr2—z?
vola(S2(r)) = /1dydx—/ / 1dydz

VrZ—g2
Sa(r

,
= 2 \/ r2 — z2dx = 25 [:cx/ r2 — 22 4+ r? arctan (2:52)}
-r re—x —r

= (0 +r2g) —(0— ng) =rir



4 TRANSFORMATIONSSATZ

3 Weitere Eigenschaften des Riemann-Integrals

Um Probleme auf komplexeren Integrationsbereichen zu l6sen, oder die Integration selbst
zu vereinfachen erweisen sich diese Eigenschaften des Riemann-Integrals oft als niitzlich:

Linearitat:
/Maf(x)d”ac — / f(z)d"z Va €C
/M[f(w) +g(x / flz / g(z)d"z
Additivitat:
My, My CR™, My N M, =

PRI L d”“/ s

4 Transformationssatz

Der Transformationssatz ist die Verallgemeinerung der Substitution ins Mehrdimensio-
nale. Sei ® : R® — R" die Funktion, durch die die Koordinaten x und w iber die
Gleichung x = ®(u) zusammenhéngen.

rr = Oi(ui,ug,...,up)
xI9 = <I>2(u1,u2,...,un)
Tn = Dp(ur,ug, ..., up)

Der Transformationssatz besagt:

/f(x)dnx — / F(®(w))|det JB(u)| d™u
M

»=i(0)

4.1 Beispiel: Kugelkoordinaten

Bei Kugelkoordinaten sieht die Funktion ® : (r, ¢,6) — (z,y, z) so aus:



5 GRAMSCHE DETERMINANTE

x rsin(6) cos(¢)

y | =a0,6,0)= | rsin(0)sin()

z rcos(f)
9z 9z Oz
or 06 00

det (J®(r, ¢,0)) = det g‘:’, % % = 72 sin(h)

0z 0z 0z
or 06 00

co 2 9w

/f@;wz)&m@dz:./ / /(fOQXn¢ﬁ)r%mﬂmnwde

R3 r=0 ¢=00=0

5 Gramsche Determinante

Eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C R™ besitzt kein Volumen. Jedoch kann
man ihr ein m-dimensionales Volumen zuweisen. Beispielsweise besitzt die Oberflache
einer Kugel kein Volumen, sondern eine Fliche.

Um dieses Volumen zu berechnen benétigen wir die sog. Gramsche Determinante. Diese
ist wie folgt definiert:

Sei eine Untermannigfaltigkeit parametrisiert durch «(z) so nennt man G = +/(z)7+/(z)
den metrischen Tensor und g = det(G) die Gramsche Determinante.

Mit diesem Hilfsmittel kann man nun einer durch v : V. — M parametrisierten m-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit M ein m-dimensionales Volumen zuordnen.

V%M@Z/w:/%mm@mmww
M 14

5.1 Beispiel: Oberfliche der Einheitskugel

Wir verwenden die Parametrisierung der Einheitskugel aus dem vorherigen Beispiel:

cos(¢) sin(0)
7(9,0) = | sin(¢)sin(6)
cos(0)



6 OBERFLACHENINTEGRALE IM 3-DIMENSIONALEN

Um die Oberfliche der Einheitssphare (S2) zu bestimmen benétigen wir zuerst die Ja-
cobimatrix der Parametrisierung.

—sin(¢) sin(f) cos(¢) cos(d)
Tr(p.0) = COS(¢>) sin(9)  sin(¢) CE)&S)(H) =(¢,0)

Daraus folgt nach ein paar Umformungen:

1(6.6)"7(6.0) = ( o0 )

Fiir das Volumen folgt also:

wh(s) = [ [/t 6.0 6,000
/27r

[ i (5 T
_ /0 u /0 "\ fsin(6)2d0do

= 27r/ sin(0)df = 4w
0

6 Oberflachenintegrale im 3-Dimensionalen

Haben wir eine Oberfliche im R3 gegeben, kénnen wir iiber diese auch auf eine andere
Weise integrieren. Sei eine Parametrisierung einer Oberflache gegeben durch:

(u, v)
¢: B CR* =R mit ¢(u,v) = [ y(u,v)
z(u, v)

Die partiellen Ableitungen ¢, (u,v) und ¢, (u,v) spannen denn Tangentialraum auf, der
Normalenenvektor ergibt sich durch ¢, (u,v) X ¢,(u,v). Wir unterscheiden nun zwei
Arten von Integralen:

Sei f: D CR? — R mit ¢(B) C D ein Skalarfeld. Man nennt

[ a5 = [ £t Dl6u.0) x 0o, 0) lduds

skalares Flachenintegral.
Sei andererseits v : D C R?® — R3 mit ¢(B) C D ein Vektorfeld. Man nennt

// 7-dS = // (Pulu,v) X ¢y(u,v))dudv



6 OBERFLACHENINTEGRALE IM 3-®©IMBNSpON ObENiche als Nullstellenmenge

vektorielles Flachenintegral oder Flussintegral. In manchen Fallen kann es geschickter
sein, das Flussintegral durch [f;4'- 7 dS zu bestimmen, wobei 7 der Einheitsnorma-
lenvektor ist. Es sei noch zu erwédhnen, dass das Flussintegral von der Richtung des
Normalenvektors abhéngt. Die ibliche Konvention ist, dass man den nach auflen gerich-
teten Normalenvektor hernimmt.

6.1 Beispiel: Oberfliche als Nullstellenmenge

Wir nehmen an, dass eine Oberfliiche ) gegeben ist durch = {(z,y, 2) € R | f(x,y) =
z}, wobei f : B C R? — R eine stetig-differenzierbare Funktion ist. Wir kénnen die
Flache parametrisieren durch:

z
d(r,y)=| vy
f(z,y)
AuBlerdem haben wir:
¢$($7y): 0 ’ ¢y($ay) = 1 ) ¢x X‘by(m’y): _fy($7y)
fa(z,y) fy(z,y) 1

Damit ergibt sich fiir die Oberflache:

//Qlds = //BH%(%?J)X¢v(x,y)||d:rdy

N //B \/(fx(x,y))Q + (fy(z,y))? + 1dzdy
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