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VIII Taylorreihen

Bestimmen Sie die Taylorreihen der folgenden Funktionen zum jeweiligen
Entwicklungspunkt a. Geben Sie die Konvergenzradien R > 0 an und
untersuchen Sie, fiir welche x € (a—R,a+R) eine Ubereinstimmung

zwischen Funktion und Taylorreihe vorliegt.
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1. -2 a=2
1) =~

sinx — x’ 220
2. f(x)= z? ,a =70

—1/6, x#0
3. arctanh(z),a = 0 Hinweis: betrachten Sie zundchst die Ableitung arctanh’(x)
4. S;ix), a = 0 bis einschliellich des Gliedes 5.0Ordnung

x

5. f(x) = ’ ,a = 2 bis einschliellich des Gliedes 3.0rdnung

__ -3 _d 1 \_ d 1 _ d 1
L f(z) = (2+32)2 ~ dx (2+3x) T dx <8+3-(m—2)> T dx (8-(1—(—3)%~(w—2)>

= 3 (1) =)t = X (1) (e — 2!
n=0 n=1
> n+1
= Z(_l)nﬂ(n;}fz (x —2)"
n=
Der Konvergenzradius ist 7 = lim | %) = lim |72 8 = 5. Somit konvergiert
n—00 " n—00

die Reihe, falls |z — 2| < §. Die Potenzreihenentwicklung ist gleich der Taylorreihe
T(x).

2. Wir benutzen die bekannte Reihendarstellung sin(z) = > (—1)"%
n=0
Damit berechnen wir Sm(x —= =3 (-1 ‘5:112) =: T(x).

Da T(0) = =, ist also T( ) eine Potenzreihenentwicklung von f(x) und somit auch

gleich der Taylorreihe.

3. Wir berechnen wie empfohlen die Ableitung: - (arctanh(z)) =

die geometrische Relhe
o0 oo
1 2k - 2k+1 o n .
= arctanh’(z) = Z 2* = arctanh(z) = [ dx &7 = > . Hier-

2k+1
k=0 k=0 n=0

Tz und erkennen

bei wurde n := 2k + 1 definiert (fiir n gerade setzen wir 0). Den Konvergenzradius



bestimmen wir mithilfe des Quotientenkriteriums:

Die Reihe konvergiert also fiir z € (1,1).

. Mit g(z) = sin(x) (Taylorentwicklung bekannt) und mit
eom. Reihe & n (z\"
h) = 5 "L S (3)
ergibt sich die Taylor-Entwicklung unserer Funktion durch das Cauchy-Produkt der

Einzelterme: T'(z) = g(x)h(x) = > cp,2™ mit ¢, = > agby
n=0 k+l=n

fiir 1 gerade

(=1)=D72 L fiir | unerade

So erhalten wir fiir die ersten fiinf Koeffizienten:

Mi _ (=DF _
it ap = S5 und O =

c1 = apby = 5 1

ca = a1by = ~1 . 1

c3 = agl73+agbl:—ﬁ+§:ﬂ

cy = albg—l—agbl:i—%:_;_ég

Cs = &ob5+a2b3+a4blzi_i+izi'

240 48 32 480

Die ersten fiinf Glieder der Taylorreihe der Funktion f lauten also aufgeschrieben:

x 2 o xt TP

f(l‘):§—z+2—4—4—8+4—80+36(33)

Die Reihe konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium fiir |z| < 2.

. Wir erhalten fiir die Ableitungen

, In(z) — 1
F@ = Ty
fz) = 2 — ln(avz)

(In(x))
Und entsprechend fiir die Taylorreihe

2 In(2)-1
In(2)  (In(2))?

2 —1n(2) 5 5
= -2+ ——F(r—2 -2
f(a) (@2 + S (o = 2+ O((x ~2))
Wegen der Reihenentwicklung des In konvergiert die Reihe fiir |[x — 1| < 1 = z €

(0,2). Der Konvergenzradius ist 2.



IX Kurvendiskussion

Berechen Sie die Definitions- und Wertebereiche, die Extrema und die

zweiten Ableitungen folgender Funktionen (z € R):

1. f(x) = exp(sin(x))

, . r=75+2mnmitn €N fiir Maximum
flx) = @ cos(z) =0«
r=—3+2mnmit n € Ny fiir Minimum
f(z) = @ cos?(x) — @ gin(x)
2. r€]-1,00), f(x) e RT
—1)2+2 1 —1 244 1
f,(f[f) = (x ) i ($+ >($2/3 ) :O<:>x1,2:—7 Tmazr = — 5> xmin,lzl
3((x —1)%(z+1)) 6 3
fiay = Ae=DF2Ae+l)  2(@-1)+2Aet+ Dz~ 1)°
3((x—1)2(x +1))*? 9 ((x—1)2(z +1))°"
Ein weiteres Minimum befindet sich bei ., 2 = —1
2
f(xmax) = § : \/5

f(@ming) = f(@minz) =0

3. z € (0,00), f(x) € [0,00)

fla) = 2111(3x)x—2 In?(32) PO In(3z) =2 € Tmee = 5
In(3z) = 0 < Typin = 5
fiz) = 2+2 (ln(Sx)x): — 6(In(32))
12
f(xma:t) = ?



X Fourierreihen

Berechnen Sie die Fourierreihe von:
L. f(z) = (%)3 — 2 fiir v € [, m)
2. f(z) = sin(z) cos? (%)

3. f(x) = |sin(z)| fir x € [—7,7)

1. Da die Funktion ungerade ist, erhalten wir fiir die Koeffizienten a,, = 0 und fiir b,

gilt:
1 [7 2 [Tlrz\3 =z
by = - in(na)de — = (—) — 2| sin(na)d

7r/7r f(z) sin(nz)dx 77/0 [ - - sin(nx)dx
2 & 3 . 2 4 .

= — [ ’sin(nz)dr — = [ wxsin(nz)dz
™ Jo ™ Jo
2 -1 2 2 i

= = [7953 cos(nx) — o sin(nz) + n_:z cos(nx)}o

s

6 1
+ -, {E (—2 sin(nx) + 2nx cos(nx) + n’z? sin(na:))] i

—273 . 2 n 127 ( )+ -2 12 n 622 . ( ) T
= cos(nx — sin(nx
nmt nm?  n3wd n?r?  npint n2md 0

_ <—27r3 N 27r2 N 127r> _ 1y 12

nm4 nmw n3mé n3m3’

Dabei benutzen wir sin(k7) = 0 und cos(kn) = (—1)* fiir k¥ € Z. Nun erhalten wir
als Fourierreihe F zu f:

2y

)
m
n=1

,sin(nz)

Fy(x) (=1)

n3
2. durch direkte Umformung erhhalten wir die Fourierreihe zu:

1 1
5 sin(x) + 1 sin(2x)

Dabei wurde verwendet sin(z) cos? (£) = 2sin (%) cos® (£) und

sin(4z) = sin(z) (8 cos®(z) — 4 cos())



3. Da f eine gerade Funktion ist, folgt b, = 0. Fiir die Koeffizienten a,, gilt:

1 [7 2 [T
a, = —/ | sin(x)| cos(nz)dz = —/ sin(x) cos(nx)dx
T J)_, T Jo
2 - T )
= — (—COS((L’) cos(nx)|y — n/ cos(z) Sln(nx)dx>
T 0
2 s
= = {(—1)” +1—n (sin(x) sin(nz)|y — n/ sin(z) cos(nx)dx)]
T 0
2 n 2
= —((=D)"+4+1)+na,.
s
n —4 __ falls n gerade
Hieraus erhalten wir a,, = %% = { m1=m%) & Damit lautet die

0 falls n ungerade
Fourierreihe F' von f:

2 . 4cos 2kx) > cos( 2/<:a:
)= 2+ D G

* [l — (2k)?] T )(2k + 1)

k=1 k: 1

XI Unendliche Reihe

Gegeben ist die 2n-periodische Funktion f mit
flx)=n—|z| fir—nm<zxz<m.

1. Berechnen Sie die Koeffizienten aj und by, der cos-sin-Darstellung von Fy(x).

2. Bestimmen Sie unter Zuhilfenahme der vorherigen Teilaufgabe den Wert der
unendlichen Reihe
. 11 1
Y ==ttt

— 22 =2
< 2k 1)2 325

1. Da f eine gerade Funktion ist, gilt fiir die Koeffizienten b,, = 0 und

1 s 2 s 2 277
ag = —/ f(a:)dx:—/ 7T—$d$=—|:ﬂx—x—} =
T ) _x T Jo m 2 1,

a, = %/_7; f(z) cos(nz)dz
7r cos(nzx) xsin(nx)r

_ E/ﬁ(ﬂ_x) cos,(m:)d:c:z [—sin(m“)— SR

T Jo T |n n

n

9 [ (—1) ) 1 } —15 falls n ungerade
T n? n? 0 falls n gerade




Hieraus erhalten wir die Fourierreihe F zu f:

TL

P | T 4= cos((2k — 1))
—g cos(mc §+;; 2k =172

Fy(

Mﬂ
>]

2. Da f stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist, gilt F(x) = f(x) fiir alle x. Damit

gilt insbesondere

o
Hiermit erhalten wir ]; m =%

XII Rechtecksignal

Entwickeln Sie folgende Funktion in eine komplexwertige Fourier-Reihe

(to = 27'[')
f(t)

-t -a 0 +a +1,

Wir betrachten eine Periode von t = —%0 bis t = %0 mit der Periodendauer T' = t.

Die Funktion innerhalb einer Periode lautet

0 fir —2<t<—a
fO)=<c¢ fir —a<t<-—a

0 fﬁra<t<%°

Wir berechnen den Fourierkoeffizienten cg:

1 1 a 1 2ca
=_. Hdt = —- | edt =—[ct]® ==
. /Tf() - / = e, =

Die iibrigen Koeffizienten werden bestimmt durch:

1 . 1 [ , 11 -
Cp = _/ f(t) 3 e—znwotdt —_ . / c- e—znwotdt — . : . [C A 6—mwot]
T /) t —a

0 J-a to  —inwo

Mit wg = %—g folgt durch Einsetzen der Integralgrenzen



1 1
Cp = T —
ty —1nwy

6 —_—

; ; 1 c 7m2—”a in2tq e —i27n - 12mn &
(C'emwoa_c,emwoa)_ . '<e to ¥ — to ).: (@ o —e 0
2mn

Damit lautet die komplexwertige Fourier-Reihe

o] .
_ 2w . 2T 1C . t—a tta
m a in<-a n=t 2Tn 2mn ==
f(t) = E Cn-€ mth - E 2 ( —e to )'6 to = E 2— (6 o —e to
™™ ™™

n— n=—oo n=—oo

XIII Differentialgleichungen I

Geben Sie alle Losungen der folgenden DGLen und AWPs an:

1. 2t = 2x. Skizzieren Sie die Losung!

.2t
2. T= 5o

3. (1 —t)i =1— 22 Welche Form haben die Losungen?

4. tPr=(1+t)z, z(0)=1

1.
dr 2dt
i
d 2dt
/_f’f _ /—+c:>ln|x|—21n|t\+cceR
xr

z(t) = et ceR=2(t)=ct*ccR

Die Losung ist parabelférmig.

2.
dr  2tdt
r 241
d 2tdt
e _ / te=Injel=mE+1) +cceR
x t2+1

z(t) = £e(t*+1),ceR
z(t) = ct*+1)=ct* +c,ceR



1
T dr =
1 — a2 l—t
1
/1:Ux2dflf /1—_tdt—|—c:>7ln]1—x2|—c:ln]1—t|,c€R
(11—

+2? = 1 (Fiir ¢ > 0 Ellipsen, fiir ¢ < 0 Hyperbeln. 2 = £1 sind auch Losungen)

dx 2 1 1
i dt = [ (t—1)+ ——dt =1 = 2 —t+Inlt+1
/t—|—1 /( )+t—|—1 n|z| ¢t +In|t + 1]

= z(t) = @’ D |t+1|=cel” V|t +1]
z(0) = 1=c¢e’1=¢=1

= a2(t) = e V|41

XIV Differentialgleichungen 11

Geben Sie die Losungsbasis des folgenden DGL-Systems an:

(3 2)
Y 23y

10



Das Charakteristische Polynom ist

Eigenvektor zu Ay =5 :

2 2 =
Eigenvektor zu \; = 1: ( ) c=0=

—1
Die Losungsbasis ist 7 = ( ) e’,

11
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