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I. Stetigkeit:

1. Man definieren fiir eine Funktion ¢ : (0,00) — R folgende Aussage mathematisch
korrekt:

‘g ist stetig in xy’

Man zeige mit dieser Definition, dass g(x) := 1/x in oy = 1 stetig ist (optional bietet
es sich an, |z — 1| < 1/2 zu wahlen (warum darf man das?)). Man nehme nun an,
dass g(x) auf (0,00) stetig ist. Man begriinde kurz, warum g¢(z) auf dem Intervall
(1,00) (nicht) Lipschitz- und/oder gleichméflig stetig ist. Was gilt fiir das Intervall
(0,1]?

Loésung:

Die Aufgabenstellung legt nahe, die e-d-Definition zu verwenden:
Ve>030>0:Vx € (0,00) mit |z — x| <d:|f(z) = flzo)] <€
Da es sich bei der Stetigkeit um eine lokale Definition handelt, diirfen wir annehmen:

z—1] <

5:min{1,f}
2°2

Diese Wahl ist natiirlich nicht selbstversténdlich, man kann dies erst im Grunde

N | —

Man wéahle nun

nach der Rechnung so hinschreiben (also nachdem man die Abschéitzung durch 24§
hat). Es gilt:

rx—1
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Die Minimumsdefinition fiir § ist notwendig, da man auch theoretisch € > 1/2 wéhlen
kann, aber dann 0 aufgrund der Voraussetzung |z — 1| < 1/2 nicht grofier als 1/2

sein kann.

Im Intervall (1, 00) gilt

|z — x|

[ (x) = flzo)| <

< < 1|z — )
|||l

Die Funktion ist also Lipschitz-stetig mit L = 1.

Im Intervall (0, 1] stellen wir fest:

also ist weder gleichméfige noch Lipschitz-Stetigkeit moglich.

. Man zeige, dass die Gleichung
ef=2—-x (1)

genau eine Losung in R besitzt. Wie konnen Sie diese Losung finden? Konnen Sie

ein Intervall < 1072 angeben, in dem die Losung liegt?
Losung:

Am einfachsten ist es, die Hilfsfunktion
flx)=¢e¢"-2+4z
zu verwenden. Man sieht leicht, dass
f0)=1-240=-1<0, f(l)=e—2+1~1.7>0

Da f stetig als Komposition stetiger Funktionen ist, ist der Mittelwertsatz anwend-

bar, der besagt, dass es ein z* € [0, 1] gibt mit

f(z®) =0 (2)

also die gesuchte Losung. Um zu sehen, dass dies auch die einzige Losung ist, kann

man die Funktion ableiten:
fl(x)=¢e"+1>0 Vze[0,1]

f ist also monoton steigend und hat dementsprechend nur einen Nulldurchgang, es

kann also nur ein z* geben, also ist das die einzige Losung.



Um Die Losung zu finden kann man z.B. Intervallschachtelung oder das Newton-
Verfahren

f(@a) -
Tpyl = T — m, xg beliebig

verwenden und kommt auf einen Wert xq ~ 0.443.

3. Gegeben sei die Funktionsfolge

nx
1+ |nz|

gn =

e Man begriinde, warum g, stetig ist.

e Man begriinde, warum

g(x) = lim g, (x)

n— o0

existiert und untersuche g auf Stetigkeit.
Losung:
1 + |nz| und nzx sind als Verkettung stetiger Funktionen stetig, demnach auch g,.
Fiir x = 0 ist g(x) = 0, also auch g(0) = 0. Fiir x # 0 gilt

nx . Zz T

z) = lim ¢g,(r) = lim —— llm— —

Man erhélt also die fiir alle x € R/{0} stetige Funktion:

1 fir x > 0
g(x) =10 firz =0

-1 firxz<0

Differentialrechnung:

1. Man berechne die Ableitung folgender Funktionen:
(a) fi(x) =2"", D= (0,00)
(b) folz) =0 (%51), D= (-1,1)
(¢) f3(x) = arcsin(cos(x)), D = (—m,0)
) [

(d) fi(x) = (In(1+|z]))?, D = R. Sie diirfen ohne Beweis davon ausgehen, dass f,

im Ursprung differenzierbar ist. Ist fj(x) stetig?

Losung:



xxx _ xexln(:c) _ eln(m) ez In(z)
x In(x 1 1
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= 2" 2" (é + In?(z) + ln(x))
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(c)
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f/(.T): 142 fursz —_ 2xln(1+|x|)
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: firz <0
—X

f1 ist fir x # 0 stetig als Komposition stetiger Funktionen. Bei 0 gilt

In1
lim fj(x) = +02

z—0 1

unabhéngig von der Richtung, also ist f; auf ganz R stetig.

. Kurze Beweise:
(a) Man zeige allgemein, dass die Ableitung einer geraden Funktion ungerade ist.

(b) Man zeige: Ist die Ableitung einer Funktion f € C!([a,b]) beschrinkt, so ist
die Funktion Lipschitz-stetig.

Losung:

(a) Fiir eine gerade Funktion gilt:

Wir leiten beide Seiten ab:

f=2)- (1) = f'(x) = f(—z) = —f(x)



f'(x) ist also ungerade.

(b) Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existiert ein xq so, dass:

f(@) = fly) = f(xo)(x — y)

wobei z,y € [a,b] und wir 0.B.d.A. annehmen, dass = < y. Wir nehmen auf beiden

Seiten den Betrag:

|f(x) = f)] = |f'(zo)l|x — ¥l
und definieren

L = max |f’
max |f'(€)]

L existiert und ist endlich nach Voraussetzung. Wir erhalten schliellich:

[f () = f)| = [ (wo)llz — y| < max [f(§)||z —y| = L]z — y]

¢efab]
Die Funktion ist also Lipschitz-stetig.

. (%) Man zeige durch vollstédndige Induktion, dass fiir die n-te Ableitung des Produkts

zweier differenzierbarer Funktionen fi, fo : R — R

n

=3 ()05 0= 7

k=0

~—

gilt. Man berechne damit g"% fiir g(z) = 23 e®. Hinweis: (") + () = ("1').

Losung:

Induktionsanfang: n = 1: (fife) = fifs + f1 [



Induktionsschritt: n — n + 1:
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Fiir die Funktion g definieren wir:
filz) =2, fo(zr) =¢"
Offensichtlich ist f*>® = 0, damit gilt

2015 2015 2015
9(2015)=:B3ex—l—< ] )3:1726”4—4—( 5 )6$ez+( 3 >6e‘c

( =e” (2° + 60452 + 12174630z + 816917673()))

. Man zeige, dass die Funktion

e /7 firax >0
fR=>R, f(x)=
0, fiirx <0

auf ganz R stetig differenzierbar ist und berechne £ (0) fiir jedes n € Ny.



Loésung:

Fiir x # 0 ist f beliebig oft stetig differenzierbar als Komposition beliebig oft stetig

differenzierbarer Funktionen. Wegen

lim f(z) = lim f(z)=0

z—0t z—0—

ist f im Ursprung stetig. Da fiir x € (—o00,0] f(z) = 0 existiert der linksseitige

Grenzwert

lim f™ =0

T—0-
Fiir x > 0 gilt
P =gt P@= (-5t g) et M =m (7)o
wobei po, ein Polynom der Ordnung 2n in 1/x ist. Dies kann man iiber Induktion
zeigen:
Induktionsanfang: n = 1: siche oben f’

Induktionsschritt: n — n + 1:

o= o (3)7) - (252 (3

Fiir die Ableitung im Ursprung gilt

8=

=Pont2| — )€ *
x

1
lim f(z)= lim py, (—) er =0
x

z—0t z—0t

III. Integration:

1. Man zeige, dass

N L
Jim 2o~ n2

indem man die rechte Seite als Integral schreibt und die Summen auf der linken

Seite als Integrale bestimmter Treppenfunktionen versteht.
Loésung:

Die rechte Seite lasst sich schreiben als



Die rechte Seite soll also als Treppenfunktion gleichméfig gegen die Fliche unter
1/x konvergieren. Man wéhle hierzu x;, = 14 k/n mit k = 0,1, ...n. Die (von unten

approximierende) Treppenfunktion lautet dann:

1
n\T) =
on() o
Sei z € [1,2], dann gilt
1 1 1 1 T +ae = 1
f@) —pnl = - S = < =
T Tpp1 Tk Tggl TpThy1 1 n

Also konvergiert ,, gleichméflig. Daraus folgt:

2 n—1 n
1 1
[ = Y

2. Man bestimme den Wert folgender Integrale

Yo—1 51 ! . x
L = ) x2+1dx, I, = i cosxdx’ I3 = i cos(arcsm(m))ﬁdx

Loésung:

1
1 2 1 1
Ilz/ (— S )dx:§ln(1+x2)—arctanx
0

222 4+1 2241

1
™

1
=—-In2— —
2 4

0

Fiir das 2. Integral ist die Substitution u = tan(z/2) zielfiihrend, gefolgt von einer

Partialbruchzerlegung:

1 1
I — /ﬁ +u du—2/f du
1—1421—i-u2 (1—u)(1+u)

1

1 1 V3
:/ ( + >du:1n|1+u|—ln|1—u]
0 l—u 14w

1+1/V3 1+V3
1-v3

—In|—1]=1In

Fiir das dritte Integral substituieren wir x = siny, dz = cosy dy:

3 i 1 [2 —1
I3 :/0 cosy:;r;z cosydy = 5/0 sin(2y) dy = Icos(2y)

0

3. Man untersuche ob folgende uneigentliche Integrale existieren (man muss sie nicht



zwingend berechnen!)

1 o0k 00
11:/ In z dz, 12:/ i ) (*)13:/
0 P T 1

Losung:

I, existiert. Die Stammfunktion von Inz lautet xlnx — z. Zu betrachten ist die

untere Grenze:

I =lim(llnl—1—-ulhu+u)=—limulnu—1= -1
u—0 u—0

I, existiert. Partielle Integration liefert

“sinx —cosz|" “ —cosx Ccos U “cosx
dz = — 5 dr = -1 - — 5 dx
T - T —XT u x €T

T T
Das letzte Integral existiert, da | cosz/x?| < 1/2% Damit folgt, dass

L——1- lim cosu_/oocosxdx:_l_/oocosx

u—oo U x2 x2

existiert.

I3 existiert nicht. Um das zu sehen, miissen wir das Integral aufspalten in Intervalle
(km, (k+1)m). In jedem Intervall ist dann 1/x gréBer als der rechte Rand 1/((k+1)m).
Damit folgt:

(E+D7 | in 22 1 (k+1)m 2
dey > ——— sinz|dr = ———
/,,mr x ~(k+ 1) /]€7r | | (k+1)m
Also gilt
> lsin > lsin b 2
/ dx > / dx > lim
1 x . x k—o00 (n+ 1)m
Die Summe
>
- 1+n

divergiert (harmonische Reihe), also ist das Integral auch divergent.



