Ubungen zum Ferienkurs Lineare Algebra WS 14 /15

3. Ubung: Dartsellungsmtrizen, Determinanten, Eigenwerte
3.1 Darstellungsmatrizen 1

Es sei V ein zwei-dimensionaler reeller Vektorraum mit Basis B = {b1, b}

1 V3 1 V3
=b = —-bj + —0 = —-b; — —b
€1 2 €2 =50 + 5 02 €3 = 501 = 502
a) Zeigen Sie, dass auch C' = {c1, ca} eine Basis von V ist, und stellen Sie ¢3 als Linearkombination
dar.

b) Berechnen Sie f(c3) und g(c3) aus den linearen Abb. f, g mit
flar)i=ca  flca):i=c1 gle1) :=ca gle2) = c3
c) Berechnen Sie folgende Darstellungsmatrizen:
De,c(f), De,c(9), De,s(f), D(f), De(f o g), De(g o g)
Losung

(a) Da V die Dimension 2 hat und wir zwei Vektoren iiberpriifen sollen, zeigen wir, dass diese beiden
unabhéngig sind.

A1c1 + Aocs =0

1 V3
A1ba + )\2(551 + sz) =0

1 3 1 3
*)\2b1+()\1+£)\2)b2:0:>*)\220 )\1—}—[)\2:0
2 2 2 2
=X =0 A =0
1 3
0322514-\2[52202—\/561

(b)

fles) = flea = V3er) = flea) — V3f(e1) = 1 — V3ey
9(03) = 9(02 - \/501) = 9(02) - \/59(01) =C3 — \/302 = C2 — \/§C1 - \/362 = (1 - \/g)CQ — \/gcl

(c)
1

Dowey(f) = <(1J (1)> » Doeyl9) = ((1) _i/§> , Dcp(f)= (fg O)

F(b1) = flea ) = e1+e1 = Vies = 2y — VB(Ghi + me = 3b- f

Fb0) = fler) = 2 = S + L2,

Dg(f) = (—;f ég)
De(f o g) = Dolf) - Delg) = (ﬁ) é) ((1] _1@ = <(1) —1/§>
pee=wew?= (7 V) (1 V)= )
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3.2 Darstellungsmatrizen 11

Es seien die Basen By = {(—1,-2,4),(1,1,1),(3,4,3)} € R*3 und C; = {(1,2),(-1,0)} € R?>*2
gegeben.

a) Bestimmen Sie Darstellungsmatrizen Dg ¢ (¢p) fiir ¢ := o4 : R — R? mit A = (g (1) ;1)

b) Es sei die lineare Abb. 1 : R — R? gegeben durch Dp, ¢, = <le g 2) Bestimmen Sie
¥((3,3,8)).
Losung

(a)
b)) =A by = (14 15)T =7,5¢1 — 6,5¢o
(b)) =A-ba=(6 97 =4,5¢; —1,5¢9
(b)) = A-b3 = (18 28)T = 14¢; — 4ey

7,5 4,5 14
Dpo(pa) = (—6,5 ~1,5 —4)
(b)
(3 3 8T =by+4by+bs
W((3 3 8)T) =1p(by) + ¥(b2) + ¥(b3) = ley + 4en + 2¢1 + 5eg + 3¢1 + 6y = 6¢1 4 156 = (-9 12)T

3.3 Basis gesucht

Es sei V = Rx|<3 der reelle Vektorrraum der Polynome vom Grad kleiner 3 mit der kanonischen Basis
E={1,z,2°}.
9ag + 8aq + Tas
0:V = R (ap + a1z + a2x2) — | 6ag + Say + 4as
3ap + 2a1 + a2

Gesucht ist eine Basis B := {b1, by, b3} des R3, mit b3 = e; und Dg () mit A, pn € R:
0 1 X\
Dpple)=11 0 n
0O 0 O

a) Bestimmen Sie by, by, A, p.
b) Begriinden Sie, dass B wirklich eine Basis ist.

Losung
(a) Aus den ersten beiden Spalten von Dp g(y) nehmen wir
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Als n#chstes lesen wir ab, dass fiir A, u € R gilt:

7
Aby+p-by=p(z?) = |4
1
Dafiir losen wir
8 9 |7 2 3 1
56 4] =1 0 |2
2 3 1 0 0 |0

Daher sind 4 = —1 und A = 2.

(b) Mit b = ey ist B eine Basis, da die b; linear unabhiingig sind. (voller Rang)

8 9 1 8 9 1
5 6 0)]—=10 3 O
2 30 00 -1

3.4 Basiswechsel und Darstellungsmatrizen I (Z 18)

x1
Sei p: R3 — R?, | 2o |_><x1—|—$2—|—m3
2.%'1—1‘2

z3
Zusétzlich seien die Basen B={(1 —4 2),(2 -7 3),(0 1 —-2)}undC={(4 7),(—2 —4)}
bekannt.

) eine lineare Abb.

a) Berechnen Sie die Basiswechselmatrizen Sg g, Sp g, SE,c, Sc g mit E als der Standardbasis.
b) Berechnen Sie die Darstellungsmatrix Dp c(¢).

Losung

(a)

1 2 0
Sep=|-4 -7 1|, Sec = (4 _2>
2 3 =2

Mit Hilfe von Sp g = Sng berechnen wir:

1 2 0 | 100 1 2 0 | 1 00 1 2 0 | 1 00
-4 -7 1 ] 010)=>(-4 -7 1 ] 0 1O|=|0 1 1 | 4 10—
2 3 -2 ][00 1 0 -1 -2 | -2 01 0 -1 -2 | -2 01
12 0 | 100 120 1 0 0 100 | —11 —4 -2
01 1 | 410]=>f0o10] 6 2 1]=>f0o10] 6 2 1
00 -1 ]211 001 ] -2 -1 -1 001 ] -2 -1 -1

und Scp = Sp
4 =2 | 10y (2 -1 ] 3 0y (2 -1 1] 35 0y _ (2-1]3 0)_,
7 -4 | 01 7T -4 | 01 0 -3 | -7 1 0 1 | & -2



Alternativ fiir 2 x 2-Matrizen:

(b) Se.z = Spe

1 2 0
2 —1 1 1 1
DB’C(@:SC’E’DE’E(*D)'SE’B:(7 —2)'(2 -1 0)'(4 3 1)
2 2 3 -2

<0 6 4>. _14 _27 (1) _(—8 —15 —1)
-1 11 7 5 3 o -15,5 —29 -1,5

3.5 Basiswechsel und Darstellungsmatrizen II

1
2

Zusitzlich zur kanonischen Basis E = {1, x, 2%} ist die Basis B = {2? + 2 +2;22 + 1; 7Tz + 3} gegeben.
p:V = Vseip(f(z)) = flz—2) = f(z)+ F(1).

a) Zeigen Sie, dass ¢ eine lin. Abb. ist.
b) Geben Sie die Matrizen Dg(v), Sg B, SB,E, Dp(p) an.

Losung

(a) Es gilt fiir alle f,g € V und A € R:

oA f(z) +9(x) = M +9)(@=2) = (A\f+9)(z) + A +9)(1) =
=X fl@—2)+g@—2) = Af'(x) —g'(z) + \f(1) + g(1)
= Ap(f) +¢(9)
(b) Es ist

o(1)=1-0+1=2
plx)=(r—-2)—14+1=x-2
pla®)=(x -2 -2z +1> =2 -6z +5

2 =2 5
Dgp(p)=10 1 —6
<0 0 1 )
2 1 3 0 0 1
Se,B(p) = (1 2 7)7 SB.E(p) = (7 -3 11)
1 0 0 -2 1 3

1 0 0
Dp(p) = Sp,e-De(p)-Sgp= | 53 =20 -77
—-16 6 23



3.6 Berechnen von Determinanten

Sarrus:

insgesamt: det(A) =1-61 —-7-12 = —23

(=1)-[(846—4) — (24 —4+2)] = (1) - [10 — 22] = 12

1 -2 -1 0
) 0 1 4 1
Ylo 2 3 -1
8 2 3 -1
—4 2 4 0 -5
1 -2 -1 3 4
by |1 -2 -1 4 5
0 0 -1 -7 0
-3 -1 1 -1 5
Losung
1 -2 -1 0
0 1 4 1
a) 11 I1] - 111 —1—1V: =det 0o 2 1 o0
8 2 3 -1
1 -2 -1 0
8 3 7 0
Il - I1T1+1V: =det 0o 2 1 o0
8 2 3 -1
1 -2 -1
Entwicklung letzte Spalte: = (—1)%-(=1)-det (8 3 7
0 2 1
Sarrus: = (—1)-[(3—16) — (14 — 16)] = 11
-4 2 0 -5 —4 2 4 =5
. . . 1 -2 3 4 1 -2 -1 4
b) -23 Entwickung vierte Zeile: = 1-det 1 9 4 5 -7 R
-3 -1 -1 5 -3 -1 1 5
4 2 0 -5
1 -2 3 4
vordere Det., 111 — III — II: det 0 0 1 1
-3 -1 -1 5
-4 2 =5 -4 2 0
Entwicklung dritte Zeile: =1-det|{ 1 -2 4 | —-1-det| 1 -2 3
-3 -1 5 -3 -1 -1
Sarrus: = 1-[(40—24+5) — (=304 16+10)] — 1-[(—8 —18) — (12—2)] = 1-25—1-(—36) = 61
-4 2 4 =5
. 1 -2 -1 4
hintere Det., I11 — 111 — I : 0 0 o0 1
-3 -1 1 5
—4 2 4
Entwicklung dritte Zeile: = (—1)-det| 1 -2 -1
-3 -1 1



3.7 Determinantenmultiplikationssatz

Eine Matrix A € £™*" heifit
(i) nilpotent, wenn es ein k € N gibt, mit A™ = 0 fiir n > k.
(ii) idempotent, wenn A% = A.
(iii) selbstinvers, wenn A? = I,,.
Geben Sie jeweils ein Beispiel an fiir
a) eine nilpotente Matrix, aufler der Nullmatrix.
b) eine idempotente Matrix, aufler Null- und Einheitsmatrix.

c) eine selbstinverse Matrix, auler der Einheitsmatrix.

Losung

01\ (0 o\ (0P

(a)OO’IO’OOC
0 0 O

© ()16 o
o (560
3.8 Adjunkte

Gegeben seien die folgenden Matrizen iiber R:

s 2 _52 ? —03 —12
A=|-2 -1 2 |,B=

1 9 5 -1 -1 0

0 3 0 0

a) Berechnen Sie die die Adjunkte C' von A und D von B.
b) zur Kontrolle: Berechnen Sie die Produkte A - C,C - A.

Losung

(a)

61’1 = -5 01,2 = —(—4) 61,3 =14

C21 = —4 22 = 2 23 = —(—12)

)

c31=—5 c32=-0 c33=20
(b)
c11=-6 c2=-3 c3= c4=-0
C2,1 = —0 €22 = 0 23 = -0 24 = 14

63,1 =-30 6372 = —15 6373 =3 6374 — _(_26)
C41 = _(_30) C42 = —6 C43 = —(—18) C44 = —24



3.9 Charakteristisches Polynom, Eigenwerte,Eigenrdume

Berechnen Sie jeweils x4 , die Eigenwerte und die Eigenrdume iiber dem Koérper C.

4 -4 3
a) A=[0 —2 1
0 0 —4

1 1 0 -4 3 |0
E,=([0])={vjv=Fk-|0],k€C} wegen |0 —6 1 |0
0 0 0 0 -8 [0
2 2 6 —4 3 |0
Eo,=(|3))={vlv=k-|3]|,k€C}wegen|O O 1 |0
0 0 0 0 -2 |0

7 7 8 —4 3 |0

Es=(| 8 |)={vlv=Fk-| 8 |,k€C}wegen |0 2 1 |0

16 16 0 0 0 |0

A—-1 0 -1
xp=det| -2 Xx—-2 -1
—4 -2 -1
=A=1)-A=2)-A=1)—4—[4-A=2)+2-(A—1)]
=N =3A+2)-(A—1)—4—4XN+8—2)\+2
=X = A2 =302 43N+ 20 -2+ 6 —6)

=X 4N A4 =0—1)-A+1)-(A—4)
M=1d=-1,1=4

1 0010
{vjv=Fk-|-2]|,k€C}wegen |2 1 1 |O
0 420 [0

1 1 201 |0

E 4=l 0])={vjv=k-| 0 | ,k€C}wegen |0 3 0 |0
) —2 42210

4 4 3 0 2 [0
Ei=(|7])={vlv=k-|7T]|,keC}wegen| 2 -2 1 |0
6 6 0 0 0 |0
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3.10 Matrix diagonalisieren

2 2 =2
Essei A = [ -2 7 —3| € R33. Berechnen Sie die Eigenrsiume von A. Geben Sie weiter eine
-2 4 0

invertierbare Matrix S € GL3(R) und eine Diagonalmatrix D € R3*3 an, so dass S71AS = D gilt.

Loésung
Wir berechnen zuerst x a:

A—2 -2 2
xa=det| 2 X=7 3| =X-9A24+26\—-24=(A-2)(\—3)(\—4)

2 -4 A
Die Eigenrdume sind:
0 2 -2 0 0 O 1
Ey=Kern| -2 5 -3]|=Kern |0 1 —1]=([1])
-2 4 -2 1 0 -1 1
-1 2 -2 -1 2 -2 2
Es=Kern|—-2 4 -3 =Kern|[ 0 0 1 |=([1])
-2 4 -3 0 0 O 0
-2 2 =2 01 —1 0
Ei=Kern| -2 3 -3 =Kern |0 0 0 |=([1])
-2 4 —4 2 0 O 1
Aus die bauen wir:
1 2 0 1 -2 2 2 00
S=1111] St=(0 1 -1|D:=85"'4S=|0 3 0
1 0 1 -1 2 -1 0 0 4

3.11 Grenzwerte der Matrixeintrige

Gegeben sei die Matrix

_ 013 071 3x3
A= <—0,3 0,7> €k

()
ij
A> € R?*2_ die in Position (i, j) gerade den Eintrag lim,, az(;?) haben soll. (Tipp: Diagonalisieren!)

Firn e Nund i,j € 1,2 sei a;;’ der Eintrag in Position (i, j) der Matrix A™. Berechnen Sie die Matrix

Losung
Zunéchst diagonalisieren wir A, indem wir das charakteristische Polynom x4 und die Eigenrdume
berechnen.

A = det (‘”823 x_—0617> — (2 —0,3)(z—0,7) +0,03 = 2% — 2z +0,24 = (z — 0,6)(x — 0,4)

—0,3 0,1\ ~0,3 0,1\ (1
Eo,6—Kern<_0’3 O’1>—K67“n< 0 0>—<<3>>



-0,1 0,1\ _ -0,1 0,1\ /1
E0,4—K6Tn<_0’3 073> —Kern( 0 0 )_<<1>>
Mit der Basiswechselmatrix
. (11 1 1 -1 1
S'_SE73_<3 1) 5 _2<3 —1>

ol (0,6 O
psas= (%8 )

0,6" 0 0 0
n __ ) oo
b _( 0 0,4%) b _<0 0>

oo oo—l_00
A® =85D>*S —<0 O)

gilt also

Nun berechnen wir:
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