Ubungen zum Ferienkurs Lineare Algebra WS 14 /15

Linearkombinationen, Basen, Lineare Abbildungen

2.1 Lineare Unabhingigkeit

Sind die folgenden Vektoren linear unabhéngig?
(a) 1,v/2,v/3 im Q—Vektorraum R
(b) (1,2,3),(4,5,6),(7,8,9) im R3
(c) <T-1Hf)neN in Abb(R* ,R)
(d) (cosnz,sinmz), men (o3 in Abb(R, R).
Losung:
(a) Seia-14+b-v2+c-v/3=0nmit a,b,c € Q. Dann gilt
b-V2+c-V3=-aeQ (1)

also auch
(—a)? = 2b% + 2bc- V6 + 32 € Q. (2)

Gilt b # 0 und ¢ # 0, so ist nach

(—a)? —2b* — 3¢?
6 =
Ve 2bc €Q

was ein Widerspruch ist. Ist entweder b # 0 und ¢ = 0 oder ¢ # 0 und b = 0, so folgt aus
ﬁ:—%EQoder\/g:—EEQ,
c

dies ist ebenfalls ein Widerspruch. Also gilt b = ¢ = 0, woraus nach Gleichung [1| auch a = 0
folgt. Damit sind 1, /2, /3 iiber Q linear unabhiingig.

(b) Nein, es gilt 2-(4,5,6) — (1,2,3) = (7,8,9).

n+x

(c) Es bezeichne f,(z) := ( 1 ) . Fiir eine Summe

k
Z)\zfz =0mit \; € R
=1

wollen wir zeigen, dass alle \; verschwinden miissen. Da die Summe endlich ist, konnen wir den
Hauptnenner der Briiche bilden. Damit erhélt man im Z&hler ein Polynom vom Grad k£ — 1 in
der Variablen z. ein solches Polynom hat maximal k£ — 1 Nullstellen. Da R* aber unendlich viele
Elemente besitzt, muss das Polynom im Zahler das Nullpolynom sein. Dies fiithrt aufgrund von
x € R% zu einem Gleichungssystem in den \;, dessen Losung sich zu A\ = ... = Ay = 0 ergibt.

(d) Ja, sie sind linear unabhéingig. Es gibt zwar Verkniipfungen zwischen den trigonometrischen
Funktionen, die aus der Schule bekannten Additionstheoreme, jedoch sind dies Verkniipfungen
im Ring Abb(R,R), nicht im Vektorraum iiber den reellen Zahlen. Einen strengen Beweis kann
man mit Hilfe der Fourier-Zerlegungen der Funktionen sin(nz) und cos(mx) finden.
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2.2 Lineare Abhingigkeit
Fiir welche ¢ € R sind die folgenden Vektoren aus R? linear abhingig?

(1,3,4),(3,t,11),(—1,—4,0).

Loésung:
Das zur Aufgabe gehorige lineare Gleichungssystem fiihrt auf die Matrix

1 3 4
3 t 11
-1 -4 0

Diese Matrix formen wir mittels elementarer Zeilenumformungen um zu

1 3 4 1 3 4
~1 0 t=9 -1 |~ | 0 4t-37 0
0 -1 4 0 -1 4

Die lineare Abhéngigkeit der drei Vektoren ist gleichbedeutend damit, dass die zweite Zeile der Matrix

verschwindet, also 4t — 37 =0 oder t = %.

2.3 Linearkombination

Stellen Sie den Vektor w jeweils als Linearkombination der Vektoren wv1,vs, v3 dar:
(a) w=(6,2,1),v1 =(1,0,1),v2 = (7,3,1),v3 = (2,5,8).
(b) w=(2,1,1),v1 = (1,5,1),v2 = (0,9,1),v3 = (3, -3, 1).

Losung:
(a) w= %vl + i—gvg — %6113.

(b) w = —v1 + V2 + V3.

2.4 Untervektorraume, Kreuzprodukt

T

(a) Seien v,w € R linear unabhiingig. Ist {u € R3*|u’v = uTw = 0} ein Untervektorraum? Welche

Dimension hat er?

(b) Seien u,v € R? linear unabhingig. Ist {u € R*u’v = uTw} ein Untervektorraum? Welche
Dimension hat er?

(c) Unter welchen Bedingungen an v, w € R? ist {v,w,v x w} eine Basis des R3?
(d) Unter welchen Bedingungen an v, w € R3 ist {v,w,v x w} eine Orthonormalbasis des R3?
(e) Sei v € R3. Ist {w € R3*jv x w = 0} ein Untervektorraum? Welche Dimension hat er?
(f) Seiv € R3. Ist {w € R3||jv x w|| = ||v||/||w|} ein Untervektorraum? Welche Dimension hat er?
Loésung:

(a) Sei U := {u € R*uTv = ulw = 0}. Esist 07v = 07w = 0, also 0 € U. Seien uy, us € U : Dann ist
(ug +ug) v = ulTv+u2Tv =0+0=0und (u; +u2)Tw = u{w—l—ugw =0+0=0= u;+ug €U.
Seiu € Uund @ € R : Dann ist (au)?v = aulv = 0 = au’ w = (au)?w = au € U. Insgesamt ist



U also ein UVR. (Alternativ hitte man auch argumentieren kénnen, dass u ein homogenes LGS
mit drei Gleichungen erfiillt und Lésungen von homogenen LGS sind UVR.) U ist orthogonal
zu den beiden linear unabhéngigen Vektoren v und w. Damit ist U ein UVR mit der Dimension
3—2=1.

Sei U := {u € R3|ulv = vTw}. Es ist 0Tv = 07w = 0, also 0 € U. Seien u1,us € U : Dann ist
(ug +uz) v =vlv+udv=vlw+ulw=(u; +u)"w=uy +us €U.

Sei w € U und a € R : Dann ist (au)?v = aulv = avw = (au)Tw = au € U. Insgesamt ist

U also ein UVR. (Alternativ hitte man auch argumentieren koénnen, dass u ein homogenes LGS
mit einer Gleichung u? (v —w) = 0 erfiillt und Lésungen von homogenen LGS sind UVR.) U ist
orthogonal zu v — w # 0 Damit ist U ein UVR mit der Dimension 3 — 2 = 1.

B := {v,w,v xw} ist genau dann eine Basis von R?, wenn v und w linear unabhingig sind (dann
spannen v und w ein Parallelogramm auf und damit ist dann 0 # v X w linear unabhéngig (da
orthogonal) zu v und w).

Notwendige Bedingung fiir eine Orthonormalbasis ist zunéchst, dass die Vektoren v und w die
folgenden Bedingungen erfiillen:

lv|| = |lw|| =1 und vTw = 0.
Das ist auch hinreichend, da
0=1v"(vxw)=wl(vxw)und ||v x w|| = ||v|||w| sin<(v,w) =1-1-1=1.
Es gilt: v x w = 0 genau dann wenn v und w linear abhéngig sind. Fiir v # 0 ist also U :=

{w € R3v x w = 0} = (v) und damit dim(U) = 1. Fiir v = 0 ist v x w = 0 fiir jedes w, also
U:={w e R3v xw=0} =R> und damit dim(U) = 3.

Fiir v = 0 haben wir U := {w € R3|||v x w|| = ||v||||w||} = R? mit dim(U) = 3. Fiir v # 0 haben
wir wegen [[v x w]| = [Jv[[[Jw]| sin <(v, w) = [Jv][[jw]| :

U:={weR¥|vxw|=|o|||w]} = {w e R3 sin<(v,w) =1} U{0} = {w € R¥vTw = 0}.

Das ist énlich wie in (a) ein UVR. Die Dimension von U ist 3 — 1 = 2.

2.5 Lineare Abbildungen

Es sei f:R* — R? die R-lineare Abbildung, die durch

71 10 4 0 1
iQ = =3 1 -4 1 22
3 41 0 0 3
T4 Ty

definiert wird.

(a) Bestimmen Sie Kern(f)

(b) Bestimmen Sie Rang(f) und geben sie eine Basis von Bild(f) an.

(c

)
)
)

Untersuchen und begriinden Sie, ob die Abbildung injektiv, surjektiv oder bijektiv ist.

(d) Gegeben seien folgende Basen von R* bzw. R3 :

1 -1 0

1
0 -1 0
B = 1 ’ 0 3 ! ) 1 702 -1 ) 0 y 0
0 1 1 1 0 0 1
1 1 0 1



Geben Sie die Darstellungsmatrix ¢[f]p an.
Losung:

(a) Wir bestimmen Kern(f), also die Lésungsmenge von dem homogenen LGS

10 4 0 1 0

3 1 -4 1 20 _ 1o

41 0 0 3 0
Ty

Auf Zeilenstufenform gebracht erhalten wir das dquivalente LGS

~10 4 0 o 0
0 1 —16 1 =10
00 0 -1 s 0
7}
an dem wir die (einparametrige) Losung
4
Kern(f) = Lin 116
0

ablesen.

(b) Wegen dim Kern(f) = 1 folgt Rang(f) = 4 — 1 = 3. Wegen dim(R3) = 3 muss Bild(f) = R?
gelten. Eine Basis von Bild(f) ist somit die Standardbasis von R3 (oder man wihlt drei lineare

unabhéingige Spaltenvektoren der Matrix).

(c) Wegen Bild(f) = R? ist f surjektiv. Wegen Kern(f) # {0} ist f aber nicht injektiv, somit auch

nicht bijektiv.

(d) Wir setzen die Basisvektoren by, ...,bs in f ein und driicken sie als Linearkombination der Vek-
toren cq, ..., c3 aus - die Koeffizienten der Linearkombination liegern die entsprechenden Spalten

von ¢[f]p. Es ist:

{(1,-1,0,1) = t(=1,=3,=5) 3ey + 13 = 5e,
(=1,0,1,1)
1,1,1,0)

¥
[ 0-ey = deg + dos,
F

H0,-1,1,1) = Fd =4 —1)

0oy — 300 — Jos,

&n
=
3 D

Damit ergibt sich

3 0 6 4
cfls=| 1 -5 -3 -4
-5 4 -3 -1



2.6 Linearkombination

Sei V ein reeller Vektorraum und a,b,c,d,e € V. Zeigen Sie, dass die folgenden Vektoren linear
abhingig sind:

vi=a+b+c

v9 =2a+2b+2c—d
v3=a—b—e
vy=ba+6b—c+d+e
v5 =a—c+ 3e
w=a+b+d+e

Loésung:

Die Dimension des von den fiinf Vektoren a, b, c,d, e aufgespannten Raumes ist kleiner oder gleich
fiinf. Nach dem Austauschsatz ist die Dimension eines Vektorraumes die maximale Anzahl linear
unabhéngiger Vektoren, in unserem Fall hochstens fiinf. Also sind die sechs Vektoren vy, ...,vg in
jedem Falle linear abhéingig.

2.7 Basis1

Gegeben seien im R® die Vektoren

vy = (4,1,1,0,—2)

vy =(0,1,4,-1,2)

vy = (4,3,9,-2,2)
(
(

v =(1,1,1,1,1)
vs = (0, -2, 8,2, —4).
(a) Bestimmen Sie eine Basis von V' = span(vy, ..., vs).

(b) Wihlen Sie alle moglichen Basen von V' aus den Vektoren vy, ...,v5 aus und kombinieren Sie
jeweils v, ..., v5 daraus linear.

Loésung;:

(a) Eine mogliche Basis, die man erhalten kann, ist
wr = (1,1,1,1,1)

ws = (0,1,4,—1,2)
ws = (0,0,9,-7,0).

(b) Es gelten folgende Zusammenhénge:

v3 = v1 + 209,
V5 = —2’02,

V5 = VU1 — V3.



Daraus ergeben sich als mogliche Basen fiir V' aus vy, ..., v :

{v1,v2,v4}
{v1,v3,v4}
{v1, v4,v5}
{v2, v3,v4}

{U37 V4, U5}'

Die Darstellungen der jeweils nicht in den Basen enthaltenen v; ergeben sich aus den oben
angegebenen Gleichungen.

2.8 Basis II

Geben Sie fiir folgende Vektorrdume jeweils eine Basis an:
(a) {(z1,70,23) € R : 27 = 23}
() {(z1, 72,23, 24) € R* : 21 4+ 329 + 224 = 0, 221 + 29 + 23 = 0}
(c) span(t?,t> +t,t2 + 1,12+t + 1,17 +t°) C R[t]
(d) {f € Abb(R,R) : f(x) = 0 bis auf endlich viele x € R}
Loésung:
(a) Eine Basis ist gegeben durch (vq,v2) mit v1(1,0,1) und v2(0, 1,0).
(b) v1 =(3,—1,-5,0) und vy = (—1,1,1, —1) bilden eine Basis.
(c) Fiir V = span(t?, > +t, 12 + 1,12+t + 1,t7 +°) ist
B= (%t 4+ 1,2 +t,t" +1°)

eine Basis. Dazu ist zu zeigen, dass diese Polynome iiber R linear unabhéingig sind und dass
V = spanB gilt. Die zweite Aussage folgt aus

Pt l=1-(+t)+1- (2 +1)—1-1%

Die Aussage t* + t° ¢ span(t?,t? +t, 2 + 1) folgt durch Betrachtung der Grade der Polynome.
Bleibt also die lineare Unabhiingigkeit der drei Polynome t%, t2 + ¢, t> + 1 zu zeigen. Seien
a, 3,7 € R gegeben mit
a-t2 4+ 8-+t +y- (2 +1)=0.
Zusammenfassen nach Potenzen von ¢t ergibt
(a+B+7) 2+ B-t+7y-1=0,
woraus unmittelbar a = g = v = 0 folgt.
(d) Eine Basis von
Vi={f € Abb(R,R) : f(x) = 0 bis auf endlich viele x € R}
ist gegeben durch
(fr €V fr(z) = 0ur),

wobei § das Kronecker-Symbol ist. Die lineare Unabhéngigkeit der Funktionen f, ist unmittelbar
klar. Ist andererseits f € V gegeben, so existieren x1, ..., z, € R, so dass a; := f(x;) # 0 fiir alle
i=1,..,nund f(z) =0 fiir alle z € Rn{z1,...,z,}. Dann aber gilt f =" a; - fa,.



2.9 Basis II1

Fiir einen endlichdimensionalen Vektorraum V definieren wir
h(V) := sup{n € N : es gibt eine Kette V, C V; C ... C V,,—1 C Vj, von Untervektorrdumen V; C V'}
Zeigen Sie h(V) = dim(V).

Losung:
Die Terminologie dieser Aufgabe findet auch in der algebraischen Geometrie Verwendung, wo die h(V)
die Primideale in kommutativen Ringen definiert wird un Héhe heifit. Die hier vorgestellte Hohe eines
Vektorraumes ist sozusagen der triviale Fall.
Wir zeigen dim (V') < h(V') sowie dim(V') > h(V'), daraus folgt dann die Gleichheit.
Sei m := dim(V) und {v1, ..., vy, } eine Basis von V. Setzt man Vj := {0} und V; := span(vy, ..., v;) fiir
1 <7< m,soist

VoeWniG .GV,

eine aufsteigende Kette von Untervektorriumen der Linge dim(V), also gilt dim (V') < h(V).
Sei andererseits
VWEViS .. SV SV,

eine aufsteigende Kette von Untervektorrdumen. Fiir jedes 0 < i <n —1ist V; ;Cé Vi1 ein Untervek-
torraum. Es folgt, dass dim(V;) < dim(V;41) fiir alle 0 < ¢ < n — 1 gilt. Wegen 0 < dim/(V}) folgt
daraus

i < dim(V;) fiir alle 0 < i < n. (3)

Andererseits ist dim(V,,) < m, daraus folgt
dim(Vp—i) <m —i fir alle 0 <1i <mn. (4)
Aus [3l und [ ergibt sich
n—1<dim(v,—1) < m — 1 und damit n < m.

Da dies fiir jede mogliche Kette gilt, folgt h(V) < dim/(V).

2.10 Lineare Abbildungen I

Gibt es eine lineare Abbildung F : R? — R? mit

F(2,0) = (0,1)
F(1,1) = (5,2)
F(1,2) = (2,3)7

Loésung:
Es gilt
—(2,0)+4-(1,1)=2-(1,2).

Fiir eine lineare Abbildung F' mit F'(2,0) = (0,1), F(1,1) = (5,2) und F(1,2) = (2,3) gilt dann
F(—(2,00+4-(1,1)) = —-F(2,0) +4- F(1,1)

=—(0,1) + 4 (5,2) = (20,7)
#(4,6) =2-F(1,2) = F(2-(1,2)),

daher gibt es keine lineare Abbildung mit den geforderten Eigenschaften.



2.11 Lineare Abbildungen II

Sei B =

(sin, cos, sin - cos, sin?, cos

2) und V = spanB C Abb(R,R). Betrachten Sie den Endomorphis-

mus F:V =V, f+— f/, wobei f’ die erste Ableitung von f bezeichnet.

(a) Zeigen Sie, dass B eine Basis von V ist.

(b) Bestimmen Sie die Matrix Mp(F').

(c) Bestimmen Sie Basen von Kern(F) und Bild(F).

Losung:
(a) Es ist nur die lineare Unabhéngigkeit der Elemente aus B zu zeigen. Seien dazu A1, ...,\5 € R
mit
A1 - sin+Ag - cos 43 - sin - cos +Ay - sin? + X5 - cos® = 0
in Abb(R,R), also die Nullabbildung. Wir wenden sie auf 1 = 0,22 = T,23%,24 = § und

Irs = 23Tr

an. Das liefert fiinf Gleichungen

A+ A5 =0

v 0.5A1 + V0.5 + 0.5A3 + 0.5A4 + 0.5A5 =0

V0.75A1 4 0.5A2 + 0.5V 0.75A3 4+ 0.75A4 4+ 0.25A5 = 0

A1+ =0

V0.75A1 — 0.5A2 — 0.5v0.75A3 4+ 0.75A4 + 0.25A5 = 0,

die wir als Eintrige einer Matrix A mit

A=

0 1 0 0 1
V0.5 V0.5 0.5 0.5 0.5
Vv0.75 0.5 0.5V/0.75  0.75 0.25
1 0 0 1 0
V0.75 —0.5 —0.5v/0.75 0.75 0.25

auffassen konnen. Wegen rang(A) = 5 miissen alle A; = 0 sein.

Mp(F) ist bestimmt durch

Bezeichnet vy = sin, vy = cos, v3 = sin - cos, v4 = sin’, vs = cos?,

(v1)
(v2)
F(vs)
(va) =
(v5) =

Vg

!

Vs

Insgesamt folgt daraus

5
F 1}]) = Zaijvi fiir j = 1,...,5
=1

so folgt
= a21v2
—sin = a12v1
cos® — sin? = a53V5 + 4304
2sin - cos = 3403
—2sin - cos = a35vs3.
0O -1 0 0 O
1 0 0O 0 O
Mp(F) = 0O O 0o 2 -2
0O 0 -1 0 O
0 O 1 0 O



(c¢) Aus den Spalten von Mp(F') bestimmt man eine Basis von Bild(F'). Wie man leicht erkennt, sind
die vierte und fiinfte Spalte von Mp(F') linear abhiingig, die ersten vier Spalten jedoch linear
unabhiingig. Daher ist eine Basis von Bild(F) gegeben durch (cos, — sin, cos? — sin?, 2 sin cos).
Aus den Spalten vier und fiinf von Mg(F) erkennt man, dass sin® + cos? im Kern von F liegt,
was aus sin? z + cos? x = 1 fiir alle 2 € R auch sofort nachzuvollziehen ist. Da dim(Kern(F)) =
dim(V') — dim(Bild(F)) =5 — 4 = 1 gilt, ist somit Kern(F) = span(vs + vs).

2.12 Lineare Abbildungen III

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und F : V — V linear mit F? = F. Zeigen Sie, dass es

eine Basis B von V gibt mit
_(E- 0
Mp(F) = < 0 0 > .

Losung:
Es gibt Untervektorrdume Vi und Vo von V mit V = V; ¢ V5 und F|,, = id,, sowie F|,, = 0.
Insbesondere gilt F'(V1) C V4 und F(V3) C Va. Zudem existieren Basen A und B von V' mit

g =5 )

Wegen V = W und den obigen Uberlegungen kénnen wir sogar A = B wihlen. Aus F|,, = 0 folgt
B =0, wegen F|,, = id,, gilt A= E,, wobei r = dim(V}) ist.
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