Ubungen zum Ferienkurs Lineare Algebra WS 14 /15

Matrizen und Vektoren, LGS, Gruppen, Vektorrdume

1.1 Multiplikation von Matrizen

Gegeben seien die Matrizen

1 -1 2 -1 0 1 0 (1)

A=0 3 5 |,B:= 10—1,0::8
1 8 —7 1 0 -1 0

-7

1 4

Di=(-120 8),E==[05

6 8

Berechnen Sie alle méglichen Produkte.

Loésung:
Die moglichen Produkte der Matrizen lauten:

3 12 —17
A% = 5 49 —20
-6 —33 91
1 -1 -1 1
AB=| 5 3 -5 -3
-8 8 8 -8
13 15
AE=| 30 55
—41 -12
7
BC = 7
-7
-1 2 0 8
0O 0 0 0
D= -8 16 0 64
7 —14 0 —56
DC = (=57).

1.2 LGS, Matrixeigenschaften

V3
A= 2
2

Gegeben seien

|
w‘%wh—-

)’b:<;)’ und f:R? 5 R?: v+ Av+b.

(a) Bestimmen Sie einen Fixpunkt von f, d.h. bestimmen Sie ein # € R? mit f(x) = .

(b) Ist die Matrix quadratisch?

(c) Ist die Matrix orthogonal?
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(d) Ist die Matrix symmetrisch?
(e) Ist die Matrix hermitesch?
Losung:
(a) Man berechnet die Losung des LGS Az +b = x, also (A — 12)x = —b. Die Losung ergibt sich zu

—1-+3
T = —34++/3 :
—24+/3

1.3 Matrixeigenschaften

Fir welche t € R ist die Matrix

-2 2
Ay=-| 2 1 2t | eR¥S
1 2 -2t
(a) symmetrisch?
(b) invertierbar?
(c) orthogonal?
Loésung:
(a) A ist nur fur ¢ = 1 symmetrisch.
(b) Esist
det(4) = g—— 2Tt =1.

Damit ist A genau dann invertierbar, wenn ¢ # 0.

(c) Ist A; orthogonal, dann muss insbesondere die letzte Spalte von A; ein Eigenvektor sein. D.h.
t?2 =1 = t = +1. Fiir diese beiden Werte von ¢ ist A; tatsichlich orthogonal, weil die Spalten
eine ONB bilden.



1.4 LGS

Gegeben seien folgende erweiterte Koeffizientenmatrizen (A|b) in Zeilenstufenform:

r: , (32!

L FE ° ( 0 o3 )
I 005 303 4043 2 0 0]4

i) 01 0|4 |}, e 03 1/4 1, A 0 4 04 ].
oo 113 no 113 o o )0

Lesen Sie die Losung des jeweiligen LGS an der Zeilenstufenform ab, und geben Sie diese an.

Losung

(a) Die erweiterte Koeffizientenmatrix représentiert das LGS

£ = 5]

Hier ist also direkt: zo = 4, 1 = 5.

Hinweis: Natiirlich wéren auch andere Bezeichnungen fiir die Variablen denkbar. Im folgenden
bleiben wir aber bei der Konvention, dass die zur i.ten Spalte zugehorige Variable mit z; be-
zeichnet wird. Die spezielle Matrix A in diesem Beispiel, wird iibrigens als (2D) Einheitsmatrix
bezeichnet.

(b) Die erweiterte Koeffizientenmatrix reprisentiert das LGS

Jx 1 ‘Tz = 5
Oz, 2.1'3 = 4,

Also haben wir 29 = 2 und z; = 5_3””2 =1.

(c) Die erweiterte Koeffizientenmatrix représentiert das LGS

3x 1 —E.T'-_.l = |
Ly —[].r'g = &

Die letzte Zeile lautet also 0 = 3, was in R nicht erfiillbar ist. Also hat dieses LGS keine Lésung.

(d) Die erweiterte Koeffizientenmatrix représentiert das LGS

T = a

Wir lesen also direkt ab z3 = 3, 9 = 4, 1 = 5. Auch in diesem Fall hat die Matrix A eine
spezielle Form. Sie wird als (3D) Einheitsmatrix bezeichnet.



(e) Die erweiterte Koeffizientenmatrix représentiert das LGS

:i-l" | +:3-f"g - :.g-l";j o :;
dag rq = 4

ry o o= 4,

Somit ergibt sich z3 = 3, 29 = 4})3“"3 = %, T = w =—

W~y

(f) Die erweiterte Koeffizientenmatrix représentiert das LGS

2x 1 = !
LI'-_.I = !

Da die letzte Gleichung immer erfiillt ist und keine Gleichung z3 enthélt, kénnen wir 3 = A € R
beliebig wihlen. Aus der zweiten Gleichung folgt z9 = 1 und aus der ersten folgt 1 = 2- Es gibt
also unendlich viele Losungen. Diese haben immer die Form x; = 2, xo = 1, x3 = X beliebig.

1.5 LGS 1II

Losen Sie die folgenden LGS:

[ ] ] b
}
|
o bS
0 13 i

Stellen Sie dazu das jeweilige LGS in der Form (A|b) dar und bringen Sie deses auf Zeilenstufen-

form.

Losung:

(a) Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist:

2 -3 0]-1
A= 0 1 1] 2
3 1 1] 5

Durch elementare Zeilenumformungen erhalten wir



2 -3 0]-1 o
0 1 1| 2 et
3 11 5
1 -3/2 0]-1/2
0 11 2 e
3 L1 5
1 -3/2 0f-1/2
L ! Egi—Eg— o La
1] I 1 2 e 2 o
0 1172 1| 13/2
. =4y 0| -1/2 e
0 1 1 2 R
0 0o —9/2|-9/2
Ausgeschrieben als LGS bedeutet dies:
% - 3,."':2-'1';]
T + %3 =
kg =

Riickwartssubstitution von der letzten Zeile fiihrt auf

T 1

T = 1

I3 1

d.h. die Losung ist eindeutig.
(b) Wir erhalten

3 -3 0

(Alp)=( 0 1 1

4 -5 1

Durch elementare Zeilenumformungen erhalten wir

2 =3 0]-1 I
g: 1 1| ‘o Lo
4 5 1 0
i 7 B 1 = G
0 } 1 2 |} EREES
4 -5 1 1]
1 —3/2 0|-17/2 -
i 11 2 cle-l e
0 1 1 2
Ausgeschrieben bedeutet dies:
. — 3/2rq =
ra + r3 =
0 =

1 —3/2

0

0

—1 /%
]._.l....

L B g ()

—1/2
1 2
1| 13/2

0| =12

1 2

—9/2 | —9/2
Wi e

1 1




Riickwértssubstitution von der vorletzten Zeile fithrt mit Setzung xz3 = A3 auf

5 3
I 5 — 5)\3
€2 = 2— )\3 3
3 A3

die Losung ist also nicht eindeutig. (Die Losung stellt eine Gerade im R? dar.)

1.6 LGS III
Entscheiden Sie, welche der untenstehenden Aussagen iiber lineare Gleichungssysteme mit Unbekann-
ten in R wahr oder falsch sind. Begriinden Sie ihre Antwort:

(a) Wenn ein LGS nicht 16sbar ist, so ist der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix grofer als
die Anzahl der Unbekannten des LGS.

(b) Jedes homogene LGS besitzt eine Losung.
(¢) Ein LGS mit 3 Gleichungen und 4 Unbekannten hat unendlich viele Losungen.

(d) Jedes homogene LGS mit mehr Gleichungen als Unbekannten hat eine nichttriviale Losung.

Loésung;:

(a) Falsch. Beispiel 0z1 = 1. In diesem Fall ist der Rang von (A[b) = (0, 1) gleich 1.

(b) Richtig. Jedes homogene LGS besitzt die triviale Losung (d.h. alle Unbekannten haben den Wert
Null).
(c) Falsch. Eine der Gleichungen konnte ja z.B. 0 = 1 sein (oder auch z1 =1, 1 = 2 0.4.). (Jedoch:

Besitzt ein derartiges LGS eine Losung, dann auch unendlich viele.)

(d) Falsch. Beispiel: 1 + 22 = 0, 1 = 0, 2 = 0 hat nur die triviale Losung.

1.7 LGS IV

Betrachten Sie das dargestellte ebene Netzwerk mit den (Masse-) Punk-

ten p1 = (P12, P1y), -, P7 = (P72, P7y). Die Punkte py, ..., ps seien fest;
ps5, pe und p7 sollen frei schwingen. Desweiteren gelte fiir alle Federkon-

stanten w;; = 1.

(a) Stellen Sie LGS, und LGS, fiir das betrachtete Netzwerk auf und bringen Sie diese jeweils auf
Zeilenstufenform. (Die auftretenden Briiche sind leider nicht ganz so einfach.)

(b) Bestimmen Sie den Gleichgewichtszustand (also die Position der Punkte ps, pg, p7) durch Ein-
setzen der folgenden konkreten Werte in die jeweiligen linearen Gleichungssysteme:

P1= (070);172 = (5,0)7]73 = (074)7p4 = (473)'



Loésung

(a) Fiir ps, erhalten wir:

Péx — Psz + Prz — Psa + P2z —Psz = 0

- _34”54- TP TP = —Pax
Fiir pg, erhalten wir:

Psx — e T P — Moa + Poe — Pér + Plx — Pz = 0

ot Pse — 4APge + D7 =  —Pre — Pix-
Fiir p7, erhalten wir:
Pie — e+ D6 — PTe T Poe — D7+ P — Pre = 0
= Pre + e —dpre = —Dap — M.

In Matrixschreibweise ergibt sich LGS, zu:

—3 1 1 — o
[Alb) = 1 -4 1| =P — P
1 1 —d | —paz — M4x

Diese bringen wir jetzt auf Zeilenstufenform:

.2:’24—322+Z|

—3 1 1 —Par 'ZZS Fan 32’:5 + ZI -3 1 1 —Par
L 5 . “P1r — Par i 0 -1 4 —3}'}“- — Pre — 33’:5:
1 1 —4| —par — Pax 0 4 —11| —par — 3p3e — 3P4e
Z:|'—J'|I'--"ﬁ:|-i-zg —3 1 1 — Dz
et 0o -11 4 —dMe — Pop — Iy

0 0 —105/4 | —3p1a — Lpor — Lpae — Ly,

Zusammengefasst: Die Zeilenstufenform von LGS, ist somit

-3 1 1 —D2x
ﬂ —1] 4 _:ﬂf}l.r = Par = 3}':':34'
0 0 —105/4 | —3p1. — Lpar — LEpa, — Epy,

Es ist leicht zu sehen, dass alle Rechenschritte fiir das LGS, dieselben sind wie fiir das LGS,
(wer das nicht glaubt, sollte das nachrechnen). Wir erhalten also als Zeilenstufenform fiir LGS,
folgendes System:

-3 1 1 —p2y
0 -11 4 —3p1y — Poy — Iy
0 0 —105/4 | —3p1, — Lpa, — Lps, — Ly,



Beachten Sie, dass die Variablen in diesem Fall ps,, ps, und p7, sind.

(b) Betrachten wir zunéchst LGS,: Einsetzen der Werte fiir p1,, pas, ps: und pa, liefert

-3 1 1 | -5
0 —11 4 | -5

105 207
R

also p7, = %. Einsetzen in der zweiten Zeile des LGS liefert pg, = %. Einsetzen in der ersten

Zeile ergibt ps; = 1—79.

Jetzt zu LGS, : Einsetzen der Werte fiir p1y, pay, p3y und pyy liefert

-3 1 1 0

0 —11 4 | -12
105 279
0 0 -7

72

also pry. = %. Einsetzen in der zweiten Zeile des LGS liefert pg, = 5=. Einsetzen in der ersten

Zeile ergibt ps, = 1—71
Insgesamt ergibt sich also der Gleichgewichtszustand

19 11

Ps = (p5x,p5y) = (7, 7)7
= ) = (41 72
Pe = \Péx,Poy) = 357 35
= (1o 07) = (59 52
pr = D7z, P7y) = 35’ 35

1.8 LGSV

)7
).

Zeigen Sie, dass das folgende LGS (iiber R) nur fiir n = 1 oder n = 2 Losungen besitzt und geben Sie

in beiden Fillen alle Losungen an:

| + Ly + ry = 1
¥y + Zrs + lig = 0
#1 + dxg + 1z = o7

Losung:
Die erweiterte Koeflizientenmatrix lautet:

11 1]1
(Ap)=|( 1 2 4 |7
1 4 10 |n?

Diese bringen wir auf Zeilenstufenform:

3
1}

|
=1 :
UE-—fhjﬁ-Q



Die letzte Zeile der Matrix bedeutet 0 = n? — 3 + 2. Somit ist das LGS nur 16sbar fiir Werte von 7
mit n? — 31+ 2 = 0. Es gilt

=30 +2=(n-1)(n-2).
Somit kénnen nur Losungen des LGS fiir den Fall n = 1 und n = 2 existieren. In jedem Fall kann z3

frei gewédhlt werden, d.h. wir setzen z3 = A mit A € R beliebig. Wir lesen an der Zeilenstufenform
ab:

T3 = A,
xo=n—1—3\,
r1=1—29—23=1—n+14+3A—-A=2—-—n42A

d.h.
I 2 n 2
2 | =1 n—=1 ]+ =3 | A
T3 0 1

I 1 2
x9 = 0 + -3 A,
T3 0 1

und (unendlich vielen) Losungen fiir den Fall n = 2:

T 0 2
x2o | =11+ -3 |\
T3 0 1

1.9 LGS VI

Geben Sie Beispiele fiir a,b € R an (mit Begriindung), so dass das folgende lineare Gleichungssystem
iiber R keine bzw. genau eine bzw. unendlich viele Lésungen besitzt:

= 3
dry + ars = b

N -+ La

Losung
Erweiterte Koeflizientenmatrix:

an-(12]2)

1 1 3
0 a—4|b—-12 /-

(a) Keine Losung: Dafiir muss rang(A|b) > rang(A) sein. Das gilt z.B. fir a—4 =0 und b—12 # 0.
Also z.B. fiir a = 4 und b = 8 gibt es keine Losung.

Zeilenstufenform (Zy < Zo — 47,):

(b) Genau eine Losung: Es muss gelten rang(A|b) = rang(A) und rang(A) = n = 2, wobei n die
Anzahl der Variablen im LGS bezeichnet. Etwa mit a—4 #0,z.B.a=5,b=13: 20 =1, 1 = 2.




(¢) Unendlich viele Losungen: Es muss gelten rang(A|b) = rang(A) und rang(A) < n = 2. Das
erhalten wir z.B. durch eine Nullzeile, also a —4 = 0 und b — 12 = 0. Also fiir a = 4, b = 12
erhalten wir die Losungen:

mit A € R beliebig.

1.10 Gruppen

Sei G eine Gruppe mit aa = e fiir alle a € G, wobei e das neutrale Element von G bezeichnet. Zeigen
Sie, dass G abelsch ist.

Losung:
Die Behauptung lautet ab = ba fiir alle a,b € G. Seien a,b € G beliebig. Nach der Voraussetzung
gilt wegen der Eindeutigkeit von inversen Elementen a = a~! und b = b~! sowie ab = (ab)~!. Daraus
folgt

ab=(ab)" ' =b"1a"! = ba,

also ab = ba, was zu beweisen war.

1.11 Untervektorraum 1

Gegeben sei ein homogenes Gleichungssystem Ax = 0 mit A € K™*" x € K". Zeigen Sie: Die
Losungsmenge U = {z € K"|Az = 0} ist ein Untervektorraum von K.

Loésung;:
Wir iiberpriifen direkt die Eigenschaften eines Unterraums:

(a) U # ) : Homogene Gleichungssysteme besitzen stets die triviale Losung, deswegen is 0 € U # ().

(b) w,v € U = u+v e U: Gegeben u = (u1,...,un)’, v=(v1,...,v,) € U, also Au = Av =0, d.h.

n
g ajjuj =0, fiiri =1,....,m

J=1
und
n
E a;jv; =0, fiir i =1,...,m.
J=1
Dann ist
n n n
0= E QijU; = E QiU = E aij(uj —I—’Uj), fuiri=1,...,m.
J=1 J=1 J=1

Das bedeutet aber, dass u + v Losungen des LGS und somit v + v € U ist.

(¢c) ueU,ae K= auecU: Seiu € U,a € K. Dann ist

n n n
g aij(ou;) = g Qaa;ju; = o E ajju; =a-0=0,
J=1 j=1 j=1

also au € U.

10



1.12 TUntervektorraum II

Welche der folgenden Mengen sind Untervektorrdume der angegebenen Vektorrdume?
a) {(x1,72,23) € R : 2y = 29 = 223} C R3.

b) {(z1,72) € R?: 2% + 25 = 0} C R?

(c) {(p+ M\ A2) eR?2: y, X € R} C R?

d) {f € Abb(R,R) : f(z) = f(—=) fiir alle x € R} C Abb(R,R)

(e) {(z1,72,73) ER3: 1 > 29} CR3

(f) {a € M(m x n;R) : A ist in Zeilenstufenform} C M (m x n;R).

(
(
(

Loésung:

(a) Es ist
W = {(21,22,23) € R: 21 = x5 = 2z3} C R”.

Zu zeigen sind die Eigenschaften eines Untervektorraums:
UV; (0,0,0) € W, also W # ()
UV, Es seien v = (v1,v2,v3) € W und w = (w1, wy, ws3) € W. Dann gilt

1 1
v = (Ulyvb §U1)7w — ('UJl,lUl, 51111),

also

1
v+ w= (v1+w1,v1+w1,§(v1+w1)) eWw

UV3 Es seien v = (v1,v2,v3) € W und A € K. Es ist

1
V= (’Ul,’Ul, 71}1)7

2

also )
v = (Mg, Avg, 5)\1)1) eWw

Also ist W ein Untervektorraum von R3

(b) Nun ist W := {(x1,22) € R? : 22 + 23 = 0} C R2 Fiir alle € Rn0 gilt 22 > 0 und 2* > 0,
woraus folgt, dass fiir alle (z1,72) € R?n(0,0) gerade 22 + x4 > 0 gilt. Also ist W = {(0,0)} und
die Bedingungen UV und UVj sind trivialerweise erfiillt.

(c) Die Menge W := {(u+ A, A%) € R? : y, A € R} C R? ist kein Untervektorraum. Zwar gelten UV
und UVy, jedoch ist UV nicht erfiillt. Das sieht man wie folgt: Fiir alle A € R ist A2 > 0. Whle
A=1,pu=0,a=—1.Dannist - (up+ A, \?) = (=1)-(1,1) = (—1,-1) ¢ W.

(d) W = {f € Ab(R,R) : f(x) = f(—x) fir alle z € R} ist die Nullabbildung sicherlich in W
enthalten; das zeigt UVy. Die Eigenschaft UV, folgt fiir f,g € W aus

(f +9)(x) = f(z) +9(z) = f(—2) + g(—2) = (f + 9)(—2).
SchlieBlich folgt UV3 aus
(Af)(@) = A flz) = A f(=x) = (Af)(—x)

fiir alle f € W und alle A € R. Also ist W ein Untervektorraum von Abb(R,R).

11



(e) Wie bereits in Teil ¢) gelten fiir W := {(21, 22, 23) € R3 : 21 > 25} C R? die Eigenschaften UV
und UVjy, jedoch nicht UVs. Fiir v = (2,1,1) € W und A = —1 € R folgt

Av=(=2,-1,-1)¢ W, daz; = -2<—1=ux.

W ist also kein Untervektorraum von R3

(f) Die Menge W := {a € M(m x n;R) : A ist in Zeilenstufenform} ist kein Untervektorraum von
M(m x n;R). Anders als in Aufgabe c¢) und e) ist hier bereits die Summe zweier Vektoren im
Allgemeinen nicht mehr in W enthalten. Fiir

1 1 -1 1
Az(o 1>€WundB:( 0 0>€W

aen= (3 )= (0 D)= (07)

nicht in W. Also ist W kein Untervektorraum.

st

1.13 Vektorraum

Ist X eine nichtleere Menge, V' ein K —Vektorraum und Abb(X, V') die Menge aller Abbildungen von
X nach V| so ist auf Abb(X, V') durch

(f +9)(x) = f(z) +g(x), (- )(x) = Af(2),

eine Addition und eine skalare Multiplikation erklirt.
Zeigen Sie, dass Abb(X, V) mit diesen Verkniipfungen zu einem K —Vektorraum wird.

Losung:

Es sind die Eigenschaften Vi und Vo zu zeigen. Fiir Vi sind die Gruppenaxiome G; und Gg nachzu-
weisen. (31 ist dabei klar.

Das Nullelement ist die Abbildung f(x) = 0 fiir alle 2 € X, das zur Abbildung f € Abb(X, V') negative
Element ist gegeben durch g mit g(z) = —f(x) fur alle z € X, wobei fiir f(x) € V auch —f(z) € V
gilt, da V ein Vektorraum ist. Die Kommutativitdt von Abb(X, V') folgt aus der Kommutativitéit von
V' als Gruppe, denn fiir alle g € Abb(X, V) gilt

(f+9)(@)f(x)+g(x) =g(x)+ f(z) = (g + f)(x) fur alle z € X.

Auch die Eigenschaft Vo folgt aus der entsprechenden Eigenschaft fiir V :

(A +p) - @) = A+ p)flz) =Af(2) + pflz) = (Af)(z) + (uf)(2)
fiir alle f,g € Abb(X,V) und alle x € X.
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