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Aufgabe 1  Variationsverfahren
Fir das gegebene Potential

Vi(z) = {fx firz >0

oo firx <0

fihre man das Variationsverfahren unter Verwendung der Versuchsfunktion u(x) mit
dem Variationsparameter o durch:

u(z) = re” "

Geben Sie die dazugehoige minimierte Energie an.

Geben Sie ein Beispiel an, wo dieses Potential in der Realitit auftauchen kann.

Hinweis: Die Formel fooo dxxme P = pﬂl kann hilfreich sein.
Weiterhin gilt: f, o > 0, reell.

Loésung:
Fiir das zu minimierende Energiefunktional gikt:

(u(a)| H |u(2))
(u(@)lu(z))

Wobei wir zunichst die Testfunktion normieren miissen

E(a) =

(u(w)|u(z)) = / " dpae20r — 4L

a3
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und dann den Erwartungsert

(@ fu(e)) = [ draeon(— Ay g

h2a 00 4 h2a2 00
= — rre —_

m Jo 2m J,

—2ax

o
dxeezavaf/ drade 2%
0

B h? 3f
 8ma 2«
Das Minimieren liefert:
dE(«) 1y
da

1/3
9(2f%h?
Floo)= z( o )

Wiéhlen wir f = mg, so handelt es such um die potentielle Energie eines Teilchens
im homogenen Gravitaionsfeld der Erde. Das Teilchen wird bei x = 0 von einer ideal
reflextierenden Ebene zuriickgeworfen.

Aufgabe 2 Spin
Ein Teilchen mit Spin S = g-a befinde sich in einem konstanten Magnetfeld B = B-e,.

Eine Messung der Spinprojektion in x-Richtung zur Zeit t = 0 soll den Figenwert —i—%
ergeben.

(a) Wie lautet der Hamiltonoperator der Wechselwirkung des magnetischen Moments
mit dem Magnetfeld? (Korrespondenzprinzip!)

(b) Was ist der Zustand des Spins |Vo) zur Zeit t = 0 ausgedriickt durch die Eigenzu-
stande |+) von o, ?

(¢) Berechnen Sie mithilfe des Zeitentwicklungsoperators Uy = eacp[%m] den Zustand
| W) zur Zeit t. Wann befindet sich der Spin wieder im Ausgangszustand?

(d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit findet man bei einer Messung in x-Richtung zur
Zeit t den Eigenwert 39
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Losung:
a) Der Hamilton-Operator lautet

H=—-u-B=—ugo.,B
b) Der Zustand des Spins |W¥g) zur Zeit ¢ = 0 in 2-Richtung mit dem Eigenwert +7/2

ist

el g )

in x—Eigenzustinden

c) Fiir die Zeitentwicklung gilt
(W) = Ui Wo)

Mit dem Zeitentwichlungsoperator und der Betrachtung eines diagonalen Matrixexpo-
nential folgt

B —iHt B +ippo.ty R 0
U, —exp[ - ] = exp [T] = ( 0 o

Damit folgt

€+iM%Bt O 1 +7juBBt _iuBBt
W) = 0 I‘Ifo)ZE(e ) e =)

Somit befindet sich das System nach ¢ = 27 /w wieder im Ausgangszustand und w ist

; _ uBB
gleich w = #2=.

d) Der Eigenzustand zu —#4/2 in x-Richtung ausgedriickt in z ist
1

V2

Die Wahrscheinlichkeit zu einer Zeit ¢ den Eingenwert —#/2 zu finden ist

=) () =1-)

2 1 2
= ‘é(e"”t —e Y| = |isin(wt)|* = sin’®(wt)

(—aw)
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Aufgabe 3  Dreidimensionaler harmonischer Oszillator
Der Hamilton-Operator des dreidimensionalen harmonischen Oszillators ist:

2 [ 52 52 92 1
[_%<@+8_y2+@> +§mw2(:€2+y2+22)—E U(x,y,2)=0

(a) Lésen Sie die Schrodinger-Gleichung, indem Sie mit dem Ansatz
V() = ¥(z,y,2) = X(2)Y (y)Z(2)

eine Separation der partiellen Differentialgleichung in drei gewdhnliche Differenti-
algleichungen fir X (z),Y (y), Z(z) vornehmen.

(b) Wie lauten die Energie-Eigenfunktionen und die Energie-Figenwerte des betrach-
teten Systems?

Loésung:
a) Wir verwenden die sog. Separation der variablen, d.h. den Ansatz ¥(x,y,z) =
X(2)Y (y)Z(z). Einsetzen in die Schrédinger-Gleichung liefert:

- (X"<x>Y<y>Z<z> FX@Y"()2(:) + X<x>Y<y>Z"<z>>
Fgme (@ g+ )X @Y () Z() ~ EX (@)Y )Z(:) | = 0

Hieraus folgt

BEX"w) 1y, B (Y“(y) . Z"(z))

1 2(,,2 2
- - = - E
om X)) 2" T o\ V) Tz ) T2 W )
nur abhii;z;}ig von T ~ g

~
nur abhingig von y und z

Das wiederum bedeutet, dass beide Seiten konstant sein miissen. Diese Konstanten
nennen wir 5,. Wir erhalten bei dreimaliger Anwendung dieses Arguments folgendes
System von Gleichungen:

h? X"x) 1 2 9

Tom X(p) 2 =
h? Y”(y) 1 2 2

R — = e E = Dg P ]_
h? Z"(z) 1 2 2

“om Z(z) T2 =P

Hiermit ist das Problem auf drei eindimensionale Oszillatoren reduziert.
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b) Die Losung des eindimensionalen harmonischen Oszillators lautet

mw 1 mw mwr?
A e

mit 5, = hw(n, +1/2) und n, =0,1,2, ....

Hieraus folgt fiir die Energie-Eigenfunktionen:

\Ifnxnynz (F) - (mw>3/4 an ( %l) Hny ( %y> an ( %2)
hr

[ mwa]
exp | —
\/2retrtnan I, In, | P 2h

mit

E:ﬁx+ﬁy+ﬁz:hw<nx+ny+nz+3/2).



