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1 Elektromagnetische Felder

Aufgabe 1 (**)
Der Hamiltonoperator fiir ein (positiv) geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld
18t

1, e
Helm = %(—Zhv - €A)2 —ed

—

Zeigen Sie, dass die Kontinuitdtsgleichung O0,(V* W) + \Y -3 = 0 gilt, wenn der Strom-
dichtevektor j gleich

F=— {z‘h(qfﬁw* V) — zeﬁw*\p}

i1st. Beweisen Sie weiterhin, dass j eichinvariant ist.

Losung:

Da in der Definition des Stromdichtevektors j sowohl die Wellenfunktion U selbst,
als auch ihr komplex Konjugiertes enthalten sind, muss man zwei Formulierungen der
zeitabhéngigen Schrédingergleichung betrachten

oV L ov*
Zﬁa = HVU und —1ih BT

In der nun folgenden Rechnung muss beachtet werden, dass sowohl das skalare Potential
® als auch das Vektorpotential A reell sind. Ferner werden die beiden Formulierungen

— (HY)
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der Schrodingergleichung verwendet werden, um die zeitlichen Ableitungen der Wel-
lenfunktion ¥ und ihres komplex Konjugierten zu substituieren.

0 1, .
at(\IJ \Il) m(\ll HYV — \IJ(H\I/) )
1 B * . = —, . = —,
=5 _\IJ ((—zhv — eA)(—ihV — eA)V — 2me<I>\If>

—,

v ((ﬁﬁ — e A) iRV — eA) T — Zme(I)\Il*> ]
- 22'71nh \IJ <—h262\1/ tieh(V-A+ A 6)@)
v (—rﬂﬁ?xp* —ieh(V-A+ A 6)\11*) }

Um diesen Ausdruck weiter umformen zu kénnen, bedarf es einer kleinen Zwischen-
rechnung. Wir sehen, dass

U(V-A+ AV +U(V-A+A-V)U* =24 UV 4 2(V - ATV + 24 - G(VI) =V - (240"
Demnach kann man die zeitliche Ableitung der Wahrscheinlichkeitsdichte umformen

zu

1
© 2imh
=-V-j

\VA (—h2\11*\11 1ROV 4+ Qiehffkll*\lf)

womit die Giiltigkeit der Kontinuitatsgleichung fiir diese Definition des Stromdichte-
vektors gezeigt ist.

Nun wollen wir noch die Eichinvarianz des Stromdichtevektors beweisen. Dazu betrach-
ten wir eine Eichtransformation mit einem Skalarfeld A der Gestalt

A A+VA  ud U MY = (U
Wendet man diese Transformation auf den Stromdichtevektor an, dann erhilt man
7o Qi [m (@g <6\1/* . %mw*) L (w + h(VA) ))
—2e(A + VA)C‘I\II*C\II}
—y+2—\11 UVAQ1+1-2)=7]

womit auch die Eichinvarianz des so definierten Stromdichtevektors gezeigt ist.
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Aufgabe 2 (***)

Betrachten Sie das Wasserstoffatom in einem schwachen homogenen Magnetfeld B =
(0,0, B). Bei Bericksichtigung des Elektonenspins lautet der zugehdrige Hamiltonope-
rator

H_—<]7+6/Y)2—T+MB(5"~§

mit dem Bohrschen Magneton up = eh/2m und den Pauli-Spinmatrizen ¢. Bestim-
men Sie (zu linearer Ordnung in B) die Figenenergien E(n,m;, ms). Skizzieren Sie
die Aufspaltung der Energieniveaus zu n = 1,2,3 und geben Sie den verbleibenden
Entartungsgrad an!

Loésung:

Eine geschickte Wahl fiir das Vektorpotential A ist, wie bereits in der Vorlesung ge-
zeigt A= %é x 7. Da die Eigenenergien zu linearer Ordnung in B bestimmt werden
sollen, muss der Wechselwirkungs-Hamiltonoperator zunédchst linearisiert werden. Der
Wechselwirkungs-Hamiltonoperator beschreibt dabei folgenden Teil des Hamiltonope-
rators

> ahe e L o= = oo

g=2 2 (G A+ A g+ A% + i B
2m r 2m ,
HWasserstoﬂ Hint

Die Energieeigenwerte des Wasserstoff-Hamiltonoperators sind bereits bekannt, so dass
lediglich die Energieeigenwerte des Wechselwirkungs-Hamiltonoperators Hj,, berechnet
werden miissen. Den im Vektorpotential quadratischen Term konnen wir dabei vernach-
lassigen, da das Vektorpotential linear in B ist.

Hint:2 (ﬁ-/f—i—ff—ﬁ)—i—,ufﬁ-é

e

m
Zunéchst stellen wir fest, dass [z;, p;] = ihd;;, so dass p'- A = A Ferner kann man
die Definition des Vektorpotentials einsetzen und erhélt somit

e _, —
Hint = —(B X F) ﬁ+uBEB
QMW_/

=p-(Bx)

Nun ist bekannt, dass das Spatprodukt invariant unter zyklischer Vertauschung ist.

—

Demnach ist 7 - (BF) = B(¥ x ) wobei wir in der zweiten Klammer den Drehim-
pulsoperator L wiederfinden. Der Wechselwirkungs-Hamiltonoperator kann damit zu
Folgendem umgeformt werden

5 7 = 1= - 1
Hint:_eB'LJFMBa'B:MB ~L+7)-B=pugB| ;L. +to.
2m h h
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da das Magnetfeld lediglich in z-Richtung zeigt. Die z-Komponente des Bahndrehim-
pulses und die dritte Paulimatrix kommutieren jeweils mit dem Hamiltonoperator, so
dass Energieeigenfunktionen W,, ; . (7' = Rui(7)Yim, (6, @) xm, ebenfalls Eigenfunktio-
nen von L, und o, sind. Die Eigenenergien sind demzufolge

ma?c?
2n2

E(n,m;,mg) = — + upB(my + 2my)

mit m; = —1,...,l und my; = +1/2.

2 WKB-Naherung

Aufgabe 3 (%)

Bestimmen Sie das asymptotische Verhalten der WK B-Wellenfunktion tief im klassisch
verbotenen Bereich, also im Grenzfall x — oo, fir das lineare Potential V(z) = F - x
mat > 0.

LOSUNGSIDEE: Die angegebenen Potentiale in den allgemeinen Ausdruck fiir eine ex-
ponentiell abfallende WKB-Wellenfunktion

T

u(x) :Nﬁ exp —//{(m')dx'

mit
K2
einsetzen und die sich ergebenden Integrale auswerten.

Losung:
Fiir das lineare Potential V (z) = F-z mit F' > 0 ergibt die Auswertung des Integralﬂ:

Vom [ V2m 2
——m/\/F~x’—de’ = ——m—(Fx—E)g/Q
A h 3F
zo

'Eine Anderung der unteren Integrationsgrenze g liefert lediglich einen konstanten Faktor, der durch
die Normierungskonstante N kompensiert werden kann. Deswegen sei der Einfachheit halber hier
und im Folgenden angenommen, dass xg so gewdhlt ist, dass die Stammfunktion von s bei z
verschwindet, sodass die untere Integralgrenze keinen Beitrag liefert.
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Die WKB-Wellenfunktion lautet folglich:

Aufgabe 4  (**)
Die WKB-Ndherung st ein Ndherungsverfahren fiir eindimensionale Probleme. Sie
kann aber auch auf Probleme erweitert werden, die in Produktwellen zerfallen.

(1) Wie lautet die Schridinger-Gleichung fir eine Radialwelle in einem kugelsymme-
trischen Potential V (r)?

(2) Wie lautet die Quantisierungsbedungung (WKB-Gleichung) fir den Radialwellen-
anteil?

(3) Benutzen Sie ihre Ergebnisse, um die Energieniveaus von Wasserstoff in der WK B-
Néiherung zu berechnen. Vergleichen Sie ihr Erbenis fir n > 1/2 und n > | mit
den exakten Bohr-Nivaus

5=~ (5 (1ms,) )

Hinweis: %\/(9& —a)(b—x) = g(\/g —Va)?

Loésung:
1) Die Schrodinger-Gleichung fiir den Radialwellenanteil lautet

U, (r) = E,¥,(r)

w0 R+ 1)
[‘%w VI

Mit dem sog. "Zentrifugalterm’

2) Wir koénnen nunin die Quantisierungsbedungung fiir keine harte Wand einsetzen,
da wie wir gleich sehen werdenm i.A. zwei Wendepunkte haben. Blof nicht den Zen-
trifugalterm vergessen!

/\/QmE V(r 2h2 l(Hl))dr:im(n—l/Q)
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3) Hier setzen wir das Coulomb-Potential ein

/r2 \/Qm(E T a s 1))d7" = hm(n—1/2)

Teor  2m 12

Mit den folgenden Ersetzungen wird es iibersichtlicher

e? B R 11+ 1)
dregV  2m FE

2 A B
\/QmE/ 1——+—2dr
" ror

Versuchen wir dies auf die Form des Hinweises zu bringen

79 2 o — —
\/2mE’/ @dr:m/ AG 7";)(7’2 .

Das Integral wird zu

Mit A =7y + 79 und B = ryry. Einsetzen des Hinweises
\/ZmEg(\/r_ M) = \/2mEg(r1 F 1y — 24/rirs =

2

\/2mEg(A — 9VB) = V2mE~ (-

2 _47T€0E
R I(+1)
Umstellen nach E,, ergibt
—(m/2h?)(e? [Ameg)? —FERrya

E, = =
n—1/24+JIl+1)]2 [n—1/2+ I+ 1))
Fiir grofe n > 1/2,n > [ ist das Ergbnis dquivalent zu den Bohr-Niveaus

E o ERyd
Bohr — 2
n
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3 Variationsmethode

Aufgabe 5 (%)

Benutzen Sie das Variationsverfahren zur Abschéitzung der Grundzustandsenergie des
linearen harmonischen Oszillators mit Hilfe des Ansatzes:

1
$@) =27 Z
Formeln:
/oo dq _ T ‘ /oo q2 B T
o (@®24+¢?*)?  4a®’ q(a2+q2)2 4o’
/°° dq 3 /°° q* I
o (@+¢)? 1605 M@+t ~ 3205
Losung:

Zu berechnen ist somit

R hQ 0 dq 4h2 o] q2dq ) 0 q2dq
(oie) =5 |~ | ety -

B h? 37 8_712 T T Th? Tmw?

m16a® m 32a° —l—mw4a - Smad + 4o

Ferner ist noch zu bestimmen

)= [~ -

o (@2 +¢®)?  2a3

Damit lautet das Energiefunktional:

h2

dma

(H)g = + 1/2mw?a’
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Extremalbedingung
0 h? 5
0= 8_04(H>‘I’_ ~5 + mw o
4 h?
= ()" = 2m2w?

Dies ergibt:

Aufgabe 6  (*)
Gegeben Sei ein Teilchen in einem Potentialkasten mit unendlich hohen Winden und
der Breite L.

Als Versuchswellenfunktion sei

¥(z) = A L—|z| firlz|<L
0 fir|z| > L
gegeben.

1. Bestimmen Sie die Normierungskonstante A.

2. Schitzen Sie die Grundzustandsenergie ab und vergleichen sie es mit dem exakten

Resultat Ey = g’;’fr

Losung:

1. Es muss (¢[¢)) = 1 gelten:

0 L 7
A? /(L+x)2da:+/(L—x)2dx = 1
I 0 .
2 |1 3] 1 3"
A7l |=(L+x) + |z (L —x) =1
3 L L3 0
3
T4 Vo
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2. Die Grundzustandsenergie schiitzen wir Atber Ey = (¢)|H|) ab. Dazu benAqtigen
wir die 1. und 2. Ableitung der Wellenfunktion:

A fAlr —L<z<0

P(r) = {—A fAh0<z<L (2)
0 sonst
P'(x) = Ad(x+L)—2A0(x)+ Ad(x — L) (3)

Man hat es bei der 1. Ableitung mit 3 Unstetigkeitsstellen zu tun. Dabei hat die
Ableitung jeweils einen Sprung. Die Ableitung eines ”Sprungs” entspricht aber
gerade einer Delta-Funktion.

Dies liefert:

B = i) = (—5-) / (@) w(a)

AR |
= 5 - [ do(@) Bz + L) = 26(x) + d(z — L)
—L
A2LK?
m
3h?

2m L2

Vergleichen wir das mit dem exakten Ergebnis (E, = 87;21—2’22), so sehen wir, dass
die durch Variationsrechnung bestimmte Grundzustandsenergie etwas grAqAYer
als die exakte Energie ist, was mit dem Ritzschen Prinzip A}bereinstimmt.

4 Storungstheorie

Aufgabe 7 (**)

Berechnen Sie zu erster Ordnung in A die Energieverschiebung im Grundzustand des
eindimensionalen quantenmechanischen harmonischen Oszillators, wenn das Storpo-
tential Hy = \x* zum Hamiltonoperator Hy = % - %wsz hinzuaddiert wird. Berech-

nen Sie auch die Korrektur in zweiter Ordnung (5E(()2) ox A2

Loésung:

Zur Losung dieser Aufgabe verwendet man geschickterweise die Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren b und b, da man sich so durchaus viel Rechenaufwand sparen
kann. Die erste Ordnung Stérungstheorie ergibt

SEY = (0|Az10) = Al|220) |
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Nun ist es sinnvoll, den Ort x durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren auszu-
driicken. Es ist

h h
v 2mw(b+b ) und v 2mw<b+b ;

Zu beachten ist, dass der Grundzustand durch den Vernichtungsoperator vernichtet
wird. Aus diesem Grund ist

h h

2%0) = ((b+bT) 0)) =

(\/ém +10)

S ((b+th)

- 2mw

Nutzt man die Orthonormalitit der Eigenzustédnde findet man fiir die Energiekorrektur
erster Ordnung

3\R?

SESY =
4202

Die Verschiebung in zweiter Ordnung ist

\I/|x40 |2 | n| b—i—bT )40) |
SE (2 _ /\22 | \2 Z
2mw —

Hier wendet man erneut die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren an und findet

(b+ b1)40) = (b+b) (\fz|2> + |o>) = (b+b) (\/6|3> + 3|1>) = 2V/6]4) + 6v/2[2) + 3]0)
Demnach ist die Energiekorrektur zweiter Ordnung gerade

A2H3 <(6\/§)2 . (6\/5)2) 21

T 16miw’ 2 4 8mAw’

SE

Aufgabe 8  (***)
Zum Coulombpotential werde ein Korrekturterm proportional zu 1/r* hinzuaddiert, d.h.

ahc  h3g
Vir) = o * 2mr?

mit g > —1/4. Die zufillige Entartung des Wasserstoffspektrums bzgl. | wird nun auf-
gehoben. Berechnen Sie das zugehorige Energiespektrum E,; exakt und entwickeln Sie
die Spektralformel bis zur Ordnung g. Vergleichen Sie den Term linear in g mit dem
Erwartungswert des Storpotentials.

Hinweis: Die Radialgleichung fir u(p) erfihrt folgende Modifikation: (1 + 1) — I(I +
D4+g=U{"+1).

Hinweis: Es gilt (r=2) = [a%n3(l +1/2)]7*

10
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Losung:

Analog zum Wasserstoffatom erwarten wir flir die Losung dieses Problems eine Wel-
lenfunktion der Gestalt (7)) = u(r)/r Yin (0, ¢). Setzt man diesen Ansatz in die Schré-
dingergleichung ein, dann liefert der Radialanteil der Schrodingergleichung gerade

[5_2 (—af+ l(l+1)+9) _ ahe _E] u(r) =0

2m r2 r

Diese Gleichung kann man unter Einfiihrung dimensionsloser Gréfien vereinfachen. Da-

zu nutzen wir p = 7+ —2mFE und py = ac ’QTm Setzt man diese Grofen in die Schro-
dingergleichung ein, dann erh&lt man

I(l+1)+g  po _

Um diese Gleichung in die Form der bekannten Gleichung fiir das Wasserstoffatom zu
bringen, fiihrt man die neue Grofe I’ ein, die definiert ist durch I({+1)+g=1U'(I"+1),

also I'0 — % + 4/ (l + %)2 + g. Der Ansatz, der die Asymptotik korrekt beriicksichtigt
ist wie bereits in der Vorlesung gesehen

[u(p)0p" e~ w(p)

Die somit resultierende Potenzreihe fiir w(p) = > agp® fiihrt auf die Rekursionsrela-
k=0

tion

ak-{—l . 2(]€+l/+ 1) — Po

ay (k+1)(k+2l'+2)

Diese Rekursionsrelation muss nun abbrechen, um eine normierbare Losung zu gene-
rieren. Daher fordert man

1 1\?
p0:2<l,+1+/{30>:2 /{30+§+ (l+—> +g

1 ? |
=2 n—l—§+ <l+—) +9 | =acy/—

Die Energien sind daher

1
E,; = mc*a? { + L}

11
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Nun kann man den Erwartungswert des Storoperators zum Wasserstoffhamiltonopera-
tor berechnen. Der Stéroperator lautet

h2g
oV =
2mr?
so dass der Erwartungswert folgender ist
h’g h’g g
SV = 29 2y — mcta?— O(a?
(o) om \ ) 2main® (1 + 1) mea n3(20 4+ 1) +0(7)

Aufgabe 9  (**%)
Betrachten Sie den zweidimensionalen quantenmechanischen harmonischen Oszillator
beschrieben durch den Hamiltonoperator

Ho = 3 (2 +5) + 5o (0 +17)

Berechnen Sie die Energieverschiebung aufgrund eines Storpotentials H, = emw?zy
im Grundzustand und im (entarteten) ersten angeregten Zustand in erster Ordnung
Storungstheorie. Interpretieren Sie ihr Resultat. Liosen Sie das Problem nun exakt,
beispielsweise durch Diagonalisierung der quadratischen Form fiir das Gesamtpotential,
und vergleichen Sie mit einer Berechnung der Grundzustandsverschiebung in zweiter
Ordnung Storungstheorie.

Losung:
Zunichst betrachten wir den Oszillatorteil des Hamiltonoperators Hy. Fiir diesen gilt
bekanntermafen

H0|n1, n2> = hw(m + ng + 1)

Die Storung fiir den Grundzustand in erster Ordnung liefert nur einen verschwindenden
Beitrag, wie man durch konkrete Berechnung sehen kann.

+o0 +o0
5E(()(1)) = (00| H1]00) = emw? / dx 2V} (z) - / dyyVi(y) =0

Die Integrale verschwinden jeweils beide aus Paritédtsgriinden. Da die Integranden je-
weils ungerade sind und iiber ein Intervall integriert wird, das symmetrisch zum Ur-
sprung ist, verschwinden die Werte der Integrale. Fiir den ersten angeregten Zustand
muss Storungstheorie fiir entartete Zustinde angewendet werden. Wir berechnen daher
analog des Skriptes

(10[H,|10) (10| H,|01)
(<01|H1|10) <01|H1\01>>

12
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Bei der Berechnung eines jeden einzelnen Matrixelementes sehen wir

+o0o +0o0

(10| H,|10) = emw? / dz v 03 (z) - / dyy¥a(y) =0
+oo +00
(01| H,|01) = emw? / dz x5 (z) - / dyy¥i(y) =0

mit dem gleichen Argument, wie wir es bereits vorher verwendet haben. Die Neben-
diagonalterme hingegen sind

1 1 €
(10| H1|01) = emw* (0]z|1) (1|y|0) = emw \V o (0[b+ b >“2mw< b+ b']0) 2hw
[ 1 [ 1 €

Die zu berechnende Matrix ist daher

%hw (? é) mit Eigenwerten 5E§E1) = :I:gﬁw

Die zugehdrigen Eigenzusténde sind dabei
1
V2

Damit haben wir storungstheoretisch die Energiekorrekturen ausrechnen kénnen. Sto-
rungstheorie muss bei diesem Problem allerdings angewendet werden, da eine exakte
Losung ebenso moglich ist. Fiir die exakte Losung ist es sinnvoll das Potential zu dia-
gonalisieren

V) = —= (|10) £{01))

m m 1 e\ [z
Viz,y) = 5w’ (2® + 28ayy”) = Sw*(2,y) <5 1> <y)

Bei der Diagonalisierung der hier auftretenden Matrix erhélt man die Eigenvektoren

()

Fiir eine entsprechende Koordinatentransformation sind die Normalkoordinaten

((ep4+ne-)  mit  E=—=(x+y), nz%(m—y)

Sl

13
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Das Potential kann demnach in neuen Koordinaten geschrieben werden als

m

V(En) =3

w? [(1 +e)e% + (1 — 5)772}

Nun miissen allerdings noch die Impulse transformiert werden. Dazu betrachten wir

oo om0 1
CO0r 0¢ Ox On 2
o6 0 om0 1
:_._+_._:_a_8
oy % oy o= BN

Oy (35 + 877)

ay

Demnach ist p? +p; = 1/2 (p¢ +py)? +1/2 (pe — py)* = P + p3). Der Hamiltonoperator
ist also

1 m
H=Hy+ H, = %(pg +p_eta®) + Ewg (1+e)&+ (1 —2e)n?)
Die ist allerdings der Hamiltonoperator von zwei ungekoppelten Oszillatoren mit den
Frequenzen w+/1 4 ¢. Das exakte Energiespektrum ist also

= (175 o) 15 (1)

2

= hw lnl + ng + 1%(711 —ng) — %(nl +ng + 1)} + O(e%)

in Ubereinstimmung mit dem stérungstheoretischen Resultat. Zweite Ordnung Sto-
rungstheorie liefert

(5E(%) _ Z | (nno|H1[00) > e*mPw? Z | (nynso|xy|00) |2

E(0,0) — E(ny,ng) ny + no

(n19n2)7é(090) (n17n2)7é(070)

Nun kann man leicht nachrechnen, dass gilt

10) =\ 5o (b4 0)[0) = /5 )
10) =\ o b+ B10) = 1/ 1)

Also liefert nur der Zustand mit n; = ny = 1 einen Beitrag

e2m2uw?t h? 1 g2

o Am2?1+1 8

SES) = —

in Ubereinstimmung mit der Entwicklung des exakten Resultates.

14
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Aufgabe 10  (*%*)
Ein starrer Rotator mit dem Tragheitsmoment I werde durch den Hamiltonoperator

beschrieben, wobei L der Drehimpulsoperator ist.

1. Welche Werte kann die Energie des Systems annehmen und wie ist der Entar-
tungsgrad der Energieeigenwerte?

2. Der Rotator besitze nun ein magnetisches Dipolmoment [i. In einem dufSeren
Magnetfeld B fiihrt das zu einem Wechselwirkungsterm

Hy = —ji- B=—pBcosb

1 soll als Storung behandelt werden. Berechnen Sie die erste nicht verschwin-
dende Korrektur fiir die Grundzustandenergie des Rotators.

Hinweis: Es gilt fir die Kugelflichenfunktionen Y, (0,¢) : Yoo = ,/ﬁ und Y19 =

\/ % cos 6
Driicken Sie Hy durch die Kugelfldchenfunktionen aus und verwenden Sie die Ortho-
gonalitdtsrelation.

Loésung:

1. Es gilt die Schrédinger-Gleichung:

Hotp = E
1 -,
— L’y = E
2.[ ?7D 77Z)
I -
h2
—Ill+1)Y,, = EY,.
2.1(-1- )Y l
2
L Pl
27

Die Entartung ist (2{ + 1)-fach.

15
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2. Im Grundzustand gilt ! = 0 und der Grundzustand ist somit nicht entartet. Die
Energiekorrektur IAsst sich folglich mit Hilfe nicht-entarteter Storungsrechnung
durchfiithren.

By = (n'Faln’) (1)
~ 4

Hl = — ?MB}/lo (5)
Damit gilt fiir die erste Energiekorrektur:

EW — <n0|7:[1|n0> (6)

%‘

3

T
EMY = <Y00|— MBY10|Y00> (7)
0

Da die erste Energiekorrektur verschwindet, ist die zweite Energiekorrektur zu
berechnen:
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