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Drehimpuls

Aufgabe 1  (**) Beweise die Relationen
[Ey, B8] = 2RE,, (L., Li]= £Aky, [E% Ei] =0

mithilfe von den Vertauschungsrelationen fir den Drehimpuls: [L;, L;] = ihe;jx Ly

Loésung:

[L,L-] =Ly +iLy, Ly — iLy] = [Lq, Ly] +i [Ly, Ly] =i [Ly, Ly] + [Ly, L]
_ Y= Y~ Y~

=0 —=—ihL. =ihL. =0
=2hL,

[L.,Ly] =[L,, Ly +iL,] = [L., L,] +i[L., L]
ihL =—ihL

= +hL, + ihL, = +h(L, +iL,) = £hL

[L? L] = [L* L) +i[L* L) =0
=0 =0
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Aufgabe 2 (*) Wir bezeichnen die simultanen Eigenkets von L* und L, mit |I,m),
[ € Nund -l < m < +l. Fir die Auf- und Absteigeoperatoren des Drehimpulses
Ly =L,+iL, gilt

Lill,m) =h/Il+1) —m(m=£1)|l,m=%1)
Driicke Ly und L, durch Ly aus und zeige die Relationen
(I, m|LyLy + LyLy|l,m) =0

(I,m|L% — L2|l,m) =0

Losung:

(Lm|LoLy + LyLo|l,m) = % (1, m| ([(L+ L)L =L )4 (Ly — L )(Ls + L_)] 1, m) )

1
= 4 (Lm| ([QLi +2L> ~L,L_+L_ L, +L L — L_L+] |1, m) )
? ~ ~ v

1 1
S L? — L? —

gy ol (2 m) )+ 52 ol (22 0 ) =0
Der letzte Schritt folgt, da L2 |I,m) ~ |l,m +2) und {I,m|l,m+2) =0
wegen Orthogonalitit der Eigenfunktionen. L? analog.

9 9 B 1 1
(ol = 22fm) = o] (| L+ DL+ L) = (L = L) (e = )] 1))

ol (| L)L+ L)+ (B = L)L = 20)] 1))

1
4
1

7 (L] ([QLi +2I2 L. L +L L, —L,L — LL+] I3 m>)

-~

=0

N —

ol (230m) ) + 5 ol (22 0m) ) = o

siehe a)

Aufgabe 3 (*) Der Hamiltonoperator eines starren Rotators in einem Magnetfeld

st gegeben durch
2

L =
H=— L-B.
26 7
Dabei ist L und B das angelegte Magnetfeld. © (das Tragheitsmoment) und ~ (der
gyromagnetische Faktor) sind Konstanten. Das Magnetfeld ist konstant in z-Richtung:
B = Beé,.
Wie lauten Energieeigenzustinde des Systems? Berechne die Energieeigenwerte.
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Losung:

Es ist
2

L
H=-_4~L.B.
R

Wir kennen simultane Eigenzustinde von den Operatoren L? und L., nimlich genau
unsere Kugelflichenfunktionen Y;,,. Dementsprechend sind das unsere Eigenzusténde.
Unsere Eigenenergien sind dann

ORI+ 1)

Eim
: 20

+ ymhB.

Aufgabe 4  (**) Wir betrachten ein System in einem FEigenzustand zu L2 mit Fi-
genwert 2h%, d.h. | = 1.

1. Bestimmen Sie, ausgehend von der bekannten Wirkung von Auf- und Absteiger-
operatoren L, die Matrizdarstellung von Ly,L, und L, beziglich der Standard-
basis |l,m).

2. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeitsdichte, ausgedriickt in Kugelkoordinaten mit
0 und o, fiir ein System in einem Eigenzustand zu L? und L, mit den Quanten-
zahlen | =1 und m, = 1.

Loésung:

1. Zunidchst bemerken wir, dass die Matrixdarstellungen beziiglich des 3 dimen-
sionalen Unterraumes, der durch die Basis {|l = 1,m)},,—_101 aufgespannt, zu
bestimmen sind. Die gegebene Basis besteht aus Eigenzustinden zu L,, d.h.
L. |1,m) = hm |1, m). Die darstellende Matrix des Operators L, ist damit diago-
nal

10 O
L,=h|{ 00 O
00 —1
Die Wirkungen von L,,y auf die Eigenzustinde von L., also die |l, m), erhalten
wir durch Verwendung von L. Dabei ist bekannt, dass
Li]1,0) = hv/2]1,1)
L. |1,—-1) = hv2]1,0) und analog
L_|1,1) = hv/2]1,0)
L_|1,0) = hv/2]1, 1)
L_|1,-1)=0,
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wobei wir die Beziehung

Li|l,m) = /Il +1) —m(m+1)|l,m=*1)

benutzt haben. Bei Verwendung der Definition von Auf- und Absteiger und In-
vertierung zu L, = (Ly + L_)/2 und L, = i(Ly — L_)/2 liefert dies uns die
gesuchte Matrixdarstellungen zu

und

2. Diagonalisierung (der Matrix) von L, liefert die Eigenzusténde von L, beziiglich
unserer gewahlten Basis aus FEigenzustdnden von L., in Dirac-Notation zu

1
[1,£), =5 (L1 + V2(1,0) +|1,-1)), mit Eigenwert + %
1
V2

Die gesuchte Eigenfunktion v,,,-1(0, ¢) im Ortsraum ist damit

11,0), = —=(|1,1) = [1,—1)), mit Eigenwert 0.

bmemsl0.9) = 3 (V(0.0) + Y7 0.9)) + —0(0.9) -

3
= 8—(0089—isinesing0).
V 87

Die gesuchte Wahrscheinlichkeitsdichte p(6, @) liasst sich daher zu

3 :
p(0,0) = [¥m,=1(0,9)[* = o (1 — sin” 0 cos” )

berechnen.
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Probleme in 3 Dimensionen

Aufgabe 5 (*) Die normierten Wasserstoffeigenfunktionen fir mazimalen Bahn-
drehimpuls [ =n — 1 sind von der Form:

r
Upn1(T) 2 or \" T
\Ijn n—1,m — ’—Ym 197 ) n,n— - iz
et = 22 0,0, tpes(r) = [ (o)
mit aB:mfac.

a) Bestimme den Abstand rp,q, an dem die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte P(r) =
|t 1 () [* mazimal wird und vergleiche r,ax mit dem Mittelwert (r).

b) Berechne Ar = 1/(r?) — (r)>. Wie hingt die relative Abweichung 2L von der

(r)

Hauptquantenzahl n ab? Das Ergebnis verdeutlicht, dass fiir grofse n die Vorstel-
lung einer Kreisbahn zuldssig ist.

Tipp: fooo dx xle ™ = q.
Loésung:

a)

2 or \ 2"
P(r) = |un7n_1(7“)|2 - n(2n)lap (nas) e e

Da P(r) positiv ist und im Urspung und Unendlichen verschwindet, nimmt es
dazwischen sein Maximum an. Wir suchen also Extremstellen von P(r):
dP(r)
dr

=0
Es gilt
Op(™e ™) = e (2n2®" ' —2™) =0 = Typee = 20

Es handelt sich um ein Maximum da es die einzige Extremstelle auf (0, 00) ist
und ja mindestens ein Maximum existiert. Damit ist

nap 2
Tmax = Txma:p =nag.
Fiir den Erwartunswert gilt nach einer Substitution z = ni;
nap 1 e _ 1
(ry = = @)l / dx x*" e ™ = n(n + §)a3 > Trmas
- Jo
(2nr1)!
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b)
nap\2 1 > S —z 1
(r¥) = (T) W/o dr v*" e = n*(n + 1)(n + é)aQB
(2nr2)!
Damit gilt

Ar = %\/Zn—i— 1

und

W Vi1

Fiir grofse n macht die Vorstellung als Kreisbahn einigermafen Sinn.

Ar 1 n—00 0

Aufgabe 6  (**) Behandlung des dreidimensionalen harmonischen Oszillators in
Kugelkoordinaten: Der Hamiltonoperator lautet
H LN MEPER
= —— —wre.
2M 2
a) Reduziere die stationdre Schridingergleichung auf eine Radialgleichung mit dem
tblichen Ansatz V(7)) = qu") Yim (9, ). Vereinfache sie durch die Substitution mit

o o . . Mw . E
den dimensionslosen Griflen y =ry/ 5% und € = ;=.

b) Zeige, dass das asymptotische Verhalten durch den Ansatz u(y) = y'e v"/2u(y?)
beriicksichtigt wird und bestimme die verbleibende Differentialgleichung fiir v(y?)

c¢) Schreibe die DGL aus b) um, in eine DGL fiir v(p) mit der Variablen p = y*.
d) Setze eine Potenzreihe fir v(p) an. Die Abbruchbedingung liefert das Energie-
spektrum E, = hw(2n + 1 + %) mit Quantenzahlen n, .

Losung:

a) Die Radialgleichung lautet

R RI(+1) M,
A I G e Al _E —
( oM 2 2T ) Ulr) =0

Die Substitution ergibt

2 l(l+1)
<d—y2—7—y +2€>u(y)—0
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b)
I(1+1
Y0 () = : Jul) = uly) = '+
Y — 00 : u"(y) = (P — Duly) = uly) =¥/

Der Ansatz u(y) = y"*'e v*/2v(y?) beriicksichtigt also beides. Einsetzen in die
DGL liefert eine Gleichung fiir v:

d? 2 d
S AT B B 2)
<dy2+y(+ y)dy+ S)U(y) 0

Durch Anwenden der Kettenregel konnen wir obige DGL umformen
3
4?0 (y?) + 20" (2) + 41+ 1 — y* )’ (y°) + 2 (1 —1- 5) v(y?) =0

Jetzt substituieren wir p = y2, was zu

{pd—/ﬁ+<l+§—p>dip+u]v(p):0 ’V:2(€_l_§)

fiithrt.

Mit dem Potenzreihenansatz v(p) = > app® erhalten wir nach Koeffizientenver-

gleich

Qi1 k—v Ak+1 L.
- = I i grofie k
a (k+ Dk +1+3/2) a kT BTORC

Falls die Reihe nie abbricht, verhilt sich diese wie die Exponentialreihe. Also

v(p) me”  baw. v(y?) =e’

Das widerspricht der Normierbarkeit von u. Die Reihe muss also bei einem
n=v= %(6 —1— %) abbrechen. Zuriicksubstituieren von € = % und auflésen der

Gleichung nach E ergibt
Enl = hw(2n + [ + g)
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Spin

Aufgabe 7 (**) Wir betrachten den Spin eines Elektrons im magnetischen Feld
B. Der Hamiltonoperator lautet
H=- ( ‘ ) S.B
MeC

Wir wdhlen ein konstantes Magnetfeld in z-Richtung. Der Hamiltonoperator ist also
gegeben durch

le| B

MeC

H=wS, mit w=

a) Was sind die Energieeigenwerte und Eigenzustinde des Systems?

b) Zum Zeitpunktpunkt t = 0 befindet sich das System in dem Zustand

la;t = 0) = Y+

1 1
EH E|—>

(dem |Sy;+) Figenzustand der S,-Komponente). Benutze die zeitabhingige
Schrodingergleichung

d
ih% la; t) = H |a; t)

um |a;t) zu bestimmen.

c) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Elektron zum Zeitpunkt t wieder im

Zustand |Sy; +) = 55 [+) + \% | =) befindet. Wie grofs ist also | (Sy; +|a;t) |??

Losung:

a) Da der Hamiltonoperator einfach ein Vielfaches von S, ist, sind die Eigenzusténde
|[+) und |—). Die entsprechenden Energieeigenwerte sind j:%”.

b) Eigenzusténde |V (¢ = 0)) mit Eigenenergie Ey entwickeln sich geméf der zeitab-
hiangigen Schrodingergleichung in der Form

1Byt

(o) = exp (=) jw(e = 0)

Unser Anfangszustand |a;t = 0) ist ein Uberlagerungszustand aus zwei Eigenzu-
stdnden des Hamiltonoperators. Die Eigenzustidnde entwickeln sich separat wie
oben (Linearitét der Schrodingergleichung). Also ist

) = s [eF by + % 1)
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c)

sty = g+ 1 [ F e 1] = 3 o] =eos ()

| (Sg; 4|, t) ]2 = cos? (%)

DN | —

also ist

Aufgabe 8  (**)(Vgl. Vorlesung) Zeige, dass

|9, 4) = cos (g) e~/ |+) + sin (g) etie/2 )
einen Eigenzustand zum Projetkionsoperator
g-Q
darstellt.
Losung:

& - Q = sin(0) cos(¢)o, + sin(h) sin(p)o, + cos(f)o,
Mithilfe der Identitét cos(a) + isin(a) = e ist damit

1= (e o)

ag-

Damit ist

ot = (e o) (Rl )

_ ( cos(6 )cos(&/Q)e‘“"/2 + sin(0) silr1(9/2)e_if/2 )
™ (sin(0) cos(0/2)e?/? — cos(0) sin(0/2))e™/?

Jetzt benutzt man die trigonometrischen Identitidten

cos(B) = cos*(3/2) —sin*(3/2) und  sin(B) = 2cos(B/2)sin(3/2)

und erhilt mithilfe der trigonometrischen Identitit cos?(3/2) +sin?(3/2) = 1 die zu
erfiillende Eigenwertgleichung
7-QI0,+) =+10,+),

—

was auch dquivalent mit dem eigentlichen Spinoperator S =

wlw
C:

§-Q|Q,j:>::|:§|ﬁ,:|:>

Ne)
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geschrieben werden kann.

Aufgabe 9 (*, fir grundlegendes Verstindnis)

Ein Stern-Gerlach Versuch kann auch als Messung vom Spin verstanden werden. Was
passiert, wenn wir mehrere Messungen hintereinander schalten? Vor allem, wenn wir
verschiedene Komponenten messen? Diskutieren Sie jeweils die nachstehenden Mess-
anordnungen.

5,4 comp.

EE— ——————————————— 5.+ comp.
Oven SGt @ SGi S
';":(_ e A B e No 5§~ comp.
(a)
5,4 beam
i 5.+ beam
Oven — SGi SGx
5, bca}ﬁ_‘@ ————————————————— 5,~ beam
{b)
§.+ beam 54 beam
- — 5.+ beam
Oven SG# _% SGR | SGi j
I —% = §,~ beam
8~ beam 3~ beam

(c)
Losung

(a) Der erste SG misst S, und spaltet unseren Strahl zu 50% in |S,,+) und 50%
in |S,, —). Jetzt blockieren wir den Strahl mit |S,, —). Den reinen |S,,+) Strahl
schicken wir nochmal durch einen SG der S, misst und erhalten wieder einen
100% |S,,+) Strahl. Das war so zu erwarten.

(b) Der erste SG misst wieder S, und spaltet unseren Strahl zu 50% in |S,,+) und
50% in |S,, —). Wir blockieren den Strahl mit |S,, —) wieder. Den reinen |S,, +)
schicken wir weiter und messen mit einem SG die S,-Komponente davon. Diesmal
bekommen wir wieder eine Aufspaltung in 50% |S,, +) und 50% |S,, —).

(c) Gleiche Prozedur wie in (b), aber jetzt blockieren wir anschliefend den |S,, —)-
Strahl, leiten den |S,, +)-Strahl weiter und messen mit einem dritten SG davon
die S,-Komponente. Jetzt stellen wir fest das der Strahl sich wieder ausspaltet
in 50% |S,,+) und 50% |S., —). Und das obwohl wir nach unserem ersten SG
|S., —) herausgefiltert hatten!

Die Messung von S, zerstort sidmtliche Informationen des Zustandes von S,. S, und
S, konnen also nicht gleichzeitig gemessen werden. Das kommt daher, dass der Kom-
mutator von S, und S, nicht verschwindet und somit kein gemeinsamer Satz an Eigen-
vektoren existiert.

10
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Aufgabe 10  (*) Ein Elektron befinde sich in einem Spinzustand

x=a( 157 ) = A=z + 210

beziiglich zu den Figenzustinden von S,.

1. Bestimmen Sie die Konstante A, sodass x korrekt normiert ist.

2. Messen Sie S, bei diesem Elektron. Welche Werte kdnnen Sie prinzipiell erhalten?
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit fiir jeden dieser méglichen Werte? Was st
der Erwartungswert von S, ?

3. Messen Sie S, bei diesem Elektron. Welche Werte kénnen Sie prinzipiell erhalten?
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit fiir jeden dieser méglichen Werte? Was ist
der Erwartungswert von S, ?

Loésung:

1. Normierungsbedingung fiihrt zu

— 9 1
1= ¢y = (1+2i) ( L OQZ ) = |A]?-(1+4+4) = A = 3 (bis auf bel. Phase).
2. S, Messung: Der Spinor befindet sich in der S, Basis. Die Eigenwerte kénnen

daher direkt abgelesen werden zu Pyjjs = | (+]x) > = 2 und P_j;p = | (+]x) |* =
2. Damit ergibt sich ein Erwartungswert von (S.) =2 (2 — 2) = & = (x[S.|x)

5
9
g in der S, Basis ist

3. S, Messung: Der Eigenvektor von S, zum Eigenwert +
1

T2

was man durch Diagonalisierung von S, oder durch Einsetzen in die Formel
aus der Vorlesung mit ¢ = 5 und ¢ = 0 erhélt. Damit kénnen die gesuchten
Wahrscheinlichkeiten zu Pypo, = | (2, +[x) [* = 12 und Py, = [ {z,—|x) |* =
1. Dies fiihrt zu einem Erwartungswert von (S,) = 2.

£ () £1=)),

Aufgabe 11  (**) Wir koppeln zwei 1/2 Spins und bezeichnen die Eigenzustinde
zum Gesamispinoperator S* mit |s = 0,1 ,m). Wir definieren analoge Auf- und Ab-
steiger S = Si4 + Sox.

1. Wenden Sie S_ auf den Triplet-Zustand |s = 1,m = 0) an und zeigen Sie damit,
dass /2|1, —1) folgt.

2. Wenden Sie S+ auf den Singlet-Zustand |s = 0,m = 0) an und zeigen Sie damit,
dass es keine weiteren Singlett-Zustdnde gibt.

3. Zeigen Sie, dass |1,1) und |, —1) Figenzustinde von S* mit den erwarteten Ei-
genwerten sind.

11
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Losung:

1. Die Wirkung des Auf- und Absteigers bzgl. einer Komponente ist

SelF) =/ (s(s +1) —m(m £ 1)) |£) =
= h/(1/2(1/2 +1) £1/2(F1/2 £ 1)) |£) = A |+£).

Damit erhalten wir

1
S_[s=1,m=0)=(Si- + S )—=(|+,—) + |-, +)) =
3= Lm =0) = (S + S ) (=) + |- +)
1
= —(S1- [+, =)+ Si— |=, ) + Sor [+, =) + S | =, +)) =
S S SRS ) S )

NV
=0

=hl=-) =0 =hl=,-)

= V2h|—, =) = V2h]|1,-1).

2. Mit einer analogen Rechnung wie oben konnen wir schreiben, dass

1
S110,0) = (S1x + Son)—=(|+,—) — |- +)) =
+10,0) = (S1+ 2i)\/§(| ) == +))
1
= E(Sli [+, =) = St [—=, +) + Sax [+, =) — Sz |[—, +)) =0,
wobei wir beobachten, dass sich zwei Paare stets gegenseitig in ihrer Wirkung

aufheben.

Damit kénnen wir durch Anwenden von Auf- und Absteiger keine weiteren Singulet-
Zusténde erzeugen, so wie es sein sollte.

3. Wir beginnen mit den Hilfsrechnungen bzgl. einer Komponente

h 1 h (0 h
Sx|+>:§o'x(0>:§(1>:§|—> und analog

h
Sl = 21
Sy l+) = % |—)  und analog

—ih
Sy |—) = — .
J=) = )
Damit erhalten wir

S2I1,1) = (81 + S)? |+, +) = (S? + 52 + 2(S14.92, + SiySay + S1292.)) |+, +) =
3h2 hh ihih Bh
)+ (22 Sty >+22|+,+>>

=22 |+, 4+) = 1(1 + 1A% |1,1)

12



Drehimpuls und Spin 10. September 2014
Tag 3 (Theoretische Physik IIT) Seite 13

und analog
S|, 1) =...=1(1+ 1)h*|1,-1).

13



