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Schrodingergleichung
und
Potentialprobleme

1 Zeitentwicklung und Schrodingergleichung

Aufgabe 1  (*)
Betrachten Sie die kriftefreie, eindimensionale Bewegung eines Teilchens der Masse
m:

H=—p?
2mp

1. Lésen Sie die Bewegungsgleichung fir den Operator qy(t) und den Impulsoperator
pr(t) im Heisenberg-Bild.

2. Berechnen Sie die Kommutatoren:

lqu(t1), qu(t2)]; pu(t1), pa(t2)]; lqu (th), pr(t2)];

Loésung:
Es gilt

1, OH

— =0 = Hy=H
Gt Y H

1) Bewegungsgleichung

th(t> = [qH(t%HH} — G%H(t—to)[% H]G%H(t_to)


mailto:fabian.jerzembeck@ph.tum.de
mailto:christian.kathan@tum.de

Potentialprobleme 9. September 2014
Tag 2 (Theoretische Physik IIT) Seite 2

g, H] = 5-[q. 9] = 5= (pla, p] + [¢, plp) = Zp

= qn(t) = pu(t),

= pu(t) = const = p(0) = p Konstante der Bewegung

= qu(t) = qu(0) + 5=pt = ¢ + £t

2) Kommutatoren ’
lgr (t1), qu(t2)] = g+ 2t1, g+ 2to] = [q, q] + Ltata[p, ] + 2p, g] + 2[q, p] = L (2 — 1)

[pu(t1), pu(t2)] = [p,p] =0

lgr (t), pr(te) = [q + Zt1,p] = [q.p] + Z[p,p] = ik

Aufgabe 2 (**)

Zeigen Sie, dass fir ein beliebiges eindimensionales Potential V (x) eine normierbare
Liosung der zeitunabhdngigen Schridingergleichung nur genau dann gefunden werden
kann, falls die Energie E des Zustandes grofier als das Minimum des Potentials ist.

Loésung:
Diese Aussage ist leicht einsichtig, wenn man die Schrédingergleichung etwas umfor-
muliert. Schreibt man sie in der Form

dz\y 2m

) = F[V(x) — BV

auf, dann kann man recht leicht das Vorzeichen der zweiten Ableitung von ¥ in Abhén-
gigkeit des Vorzeichens von W untersuchen. Unter der Voraussetzung, dass die Energie
stets kleiner ist als das Potential ist das Vorzeichen von 2%[V(x) — E] stets positiv.
Demnach sind fiir Losungen ¥ der Schrodingergleichung stets das Vorzeichen der Funk-
tion und ihrer zweiten Ableitung identisch.

Daraus erkennt man, dass die Wellenfunktion fiir positive ¥ stets konvex und fiir
negative ¥ stets konkav ist. Umgangssprachlich ausgedriickt bewegen sich die Wellen-
funktionen also stets von der x-Achse weg und konnen daher nicht mehr normierbar
sein.



Potentialprobleme 9. September 2014
Tag 2 (Theoretische Physik IIT) Seite 3

Aufgabe 3 (***)

Zeigen Sie, dass quantenmechanische Bindungszustinde in einem eindimensionalen
Potential V(x) stets nicht-entartet sid. Nehmen Sie an, dass zwei Wellenfunktionen
Uy o(z) dieselbe Schridingergleichung

h2
—— V(r)=EWV
o ¥ (2) + V(2)¥(z) (z)
losen.
Losung:

Zunichst nehmen wir an, dass beide Wellenfunktionen W, 5(z) unabhéngige Losungen
der Schrodingergleichung zum gleichen Eigenwert E sind. Es gilt also
h? h?
—2—\11’1’(95) + V(2)¥y(z) = BV (x) und - 2—\11’2'(35) + V(2)Ws(z) = EWy(x)
m m

Diese beiden Gleichungen kénnen wir nun jeweils mit Wy, (x) multiplizieren. Wir er-
halten

I ) ala) + V(@) ()W) = BV () ()
—;—m\llg(:v)\lfl(x) + V() Wa(2) Wy (x) = BEWy(2) Wy (x)

Diese beiden Gleichungen kann man nun voneinander abziehen, so dass sich einige
Terme zu Null addieren. Man erhilt
h2
" "
o (W)W () — V()W ()] = 0

Diese Gleichung kann nun integriert werden. Die Integrationsgrenzen werden dabei so
gewahlt, dass man von —oo bis zu einem bestimmten Wert z integriert. Wir berechnen
also

0= g [y W)t~ W) = 5 [ 3, ) Eal0) — s
= (W4 () Valy) — Vo)W ()] | = W4(2) Vo) — W)Wy ()

— 00

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass die Wellenfunktionen normierbar sein sollen und
daher im Unendlichen verschwinden werden. Durch Umformung erhédlt man

U B g (B0

Da also die Ableitung dieses Logarithmus verschwindet, muss der Logarithmus selbst
und insbesondere sein Argument von x unabhédngig sein. Dies kann aber nur genau
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dann der Fall sein, wenn die beiden Zustinde W, 5(x) linear abhéingig sind, was einen
Widerspruch zur Annahme darstellt.

2 Dichtematrix

Aufgabe 4  (*)
Priifen Sie, ob die Dichtematriz

L1 0 -1
p=5|0 1 0
~1 0 1

einen reinen Zustand beschreibt und berechnen Sie den Mittelwert der Observablen

0 0
A=10 0
0

—

7
0
0
in diesem Zustand.

Loésung:

5
:>Spp2:§<1

)

I

|
o o
oo
N OO

Es ist also kein reiner Zustand

+i 0 0
pA==10 0 0| = (A)=Sp(pd)=
0

o O O

—1
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Aufgabe 5 (**)
Mit den Eigenzustinden von o, als VON-Basis sollen die Observablen A, B,C die
folgende Matrizdarstellung besitzen:

3 0 11 0 2
A‘(o —1>’ B_<1 —1>’ C‘(—% o)

An einem Spinzustand wurden die folgenden Erwartungswerte gemessen:

(A)=2; (B)=1/2 (C)=0.
1. Bestimmen Sie die Dichtematriz p des Spinzustindes.
2. Handelt es sich um einen reinen oder einen hemischten Spinzustand?

3. Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung in z-Richtung den Spinwert
+1 (bzw. +1/2 zu finden?

4. Berechnen Sie (0,), (o,), (02.)

Losung:

1. p hermitisch, Sp p =1

_(a+b 0 .
'OB_( 0 b*+a—1>’

—2ib 0
pO:( 0 2@1;*)’

= (A) =Sp(pA) =4a—1=2;
(B) =Sp(pB) =2a+ b+ bx = 1/2;
(C) =Sp(pC) =2i(bx—b) =0

S a=3/4b=bx=0
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P= (3(/)4 1(/)4) !

Spp* = Sp (9/016 1/016) =5/8 < 1 = Gemischter Zustand

3. Der Eigenwert +1 gehort zum Eigenzustand |+) der Observablen o,. Die Wahr-
scheinlichkeit ist also gerade das (1,1)-Element von p oder formal

wtr) =ty = 0) (7000 ) () =3/

s ) (0 )= (3 4 -

Und analog

3 Potentialprobleme

Aufgabe 6  Ein Teilchen im unendlich hohen Potentialtopf hat die anfingliche Wel-
lenfunktion

U(z,0) = Asin®(nz/a) (0<z<a)

Bestimmen Sie A, finden Sie V(x,t) und berechnen Sie (x) als eine Funktion der Zeit.
Was ist der Erwartungswert der Energie?
Hinweis: Die Figenfunktionen und Figenwerte des unendlich hohen Potentialtopfs sind

2 . /nmw n2m2h?
U, (x) = \/;sm <7w> E, = —

Hinweif: sin[30] = 3sin[f] — 4 sin®[0]

Losung:
Zur Losung dieser Aufgabe soll zunéchst die Anfangsbedingung ¥(z,0) durch statio-
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nire Zustinde des unendlich hohen Potentialtopfs ausgedriickt werden. Dazu kann man
ein Additionstheorem anwenden

sin 319 = 3sin ¥ — 4sin® ¥

Mit Hilfe dieses Additionstheoremes gelingt es, die dritte Potenz des Sinus in der An-
fangsbedingung durch einfache Potenzen des Sinus zu schreiben

sin® (E> = §sin <E> — 1 <3E)
a) 4 a 4 a

Demnach ist also die Anfangsbedingung

a 1
5(2,0) = 45 [F0st0) - 0ut0)]
wobei &, und &3 jeweils der erste bzw. dritte stationére Zustand des unendlich hohen
Potentialtopfes sind. Die Normalisierungskonstante erhélt man durch Berechnung des
Betragsquadrates von W. Zu beachten ist hierbei, dass die Eigenzustiande des unendlich
hohen Potentialtopfes orthonormal sind und Mischterme daher nicht beriicksichtigt
werden miissen.

9 1 5
WP = AP (5 + 15 ) = elAP =1
2\16 16 16

Damit ist die Normierungskonstante gerade A = 4/4/5a. Damit kénnen wir nun das
zeitliche Verhalten von ¥ bestimmen
1 , .
U (2, t) = —— [2®; (2)ePr /" — Pg(z)e!FBt/h

Ferner konnen wir das Betragsquadrat dieser Funktion berechnen und erhalten

1 Es—FE
W (z,t)]> = — [00? + By — 6B, Dy cos | ——— 1t
10 h
Demnach ist der Erwartungswert von z gerade
/ 9 1 3 (Bs—E )\ [
(x) = /a:|\IJ(a:,t)|2 dr = 10 (), + 10 (x)g — = €S (%t) /x@l(a:)Q)g(x) dx
0 0

Hierbei bezeichnet (z) den Erwartungswert beziiglich des n-ten stationéren Zustandes.
Dieser ist stets fiir alle n identisch a/2, wovon man sich leicht durch nachrechnen
iiberzeugen kann. Das zu berechnende Integral ist

a

2
2 [osin (%) sin (P2 ) s =0
a a a

0
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Demnach ist auch der Ortserwartungswert dieser Wellenfunktion bei

9 a 1a a

ASTERETE R

Aufgabe 7 (**)
Betrachten Sie das Potentialproblem

oo  firz <0
Vieg)=<¢ -V fir0<z<a
0 fiir x > a

mit a, Vo > 0.
(a) Zeichnen Sie die Potentiallandschaft.

(b) Geben Sie die Lisung der Schrodingergleichung fir —Vy < E < 0 in den zwei
Bereichen I und II an.

(¢) Formulieren Sie die Rand- und Anschlufbedingungen fir das Problem.

(d) Ermitteln Sie eine Bestimmungsgleichung fiir die Energie-Eigenwerte der gebun-
denen Zustande. Lisen Sie diese graphisch.

(e) Vergleichen Sie die Losungen mit denen des endlichen Potentialtopfes

(f) Wie grof8 muss Vi sein, damit es mindestens einen gebundenen Zustand gibt?

Loésung:
b) Wir machen den Ansatz

U (z) = Acoslkx] + Bsin[kz]

Aus der Schrodinger-Gleichung erhalten wir

h%k?

1
5 = Vot E=k=2y/2m(Vo + E)

Fiir den Bereich II wahlen wir

\IJ][(.I') =Ce™™

und finden mit der Schrodinger-Gleichung

—2mFE

K =

1
h
¢) Randbedingungen

(i) V(z)=0firze <0=A=0
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(ii) ¥(z) und V'(z) stetig bei z = a
= Bsinlka] = Ce "
kB cos[ka] = —kCe™"@

d) Durch Division der beiden Gleichungen erhalten wir

1 1
—tanlka) = ——
K K

oder

K 2 — (ka)? a?
eofha] = § = B0 ¢ omii

e) Die Losungen entsprechen den ungeraden Losungen des symmetrischen Potential-
topfs. Mathematisch gesprochen zerfallen die Losungen des symmetrischen Potential-
topfs wegen [P, H] = 0 in die Eigenfunktionen des Paritéitsoperators mit positiven und
negativen Eigenwerten. Die Symmetrie des Potentials wird in dieser Aufgabe gebri-
chen, wodurch nur noch die Menge der ungeraden Eigenfunktionen des symmetrischen

Problems eine Losung darstellt.

f) Wir sehen, dass ¢ mindestens ka sein muss, da die Wurzel fiir eine Losung gro-
fser gleich Null. In der Tat haben die linke und rechte Seite der Gleichung die Lésung
Null fiir ¢ = ka = 7/2, so das wir folgern, dass ( > m/2 sein muss. Dies ist dquivalent

YA

h27?

8ma?

Vo <
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Aufgabe 8  (**)
Betrachten Sie das Stufen Potential

T
V(z) = 0 flfT’ x <0
Vo fiire >0

(i) Berechnen Sie den Reflektionskoeffizienten R im Fall E < Vi und diskutieren Sie
das Ergebnis.

(i) Berechnen Sie den Reflektionskoeffizienten R im Fall E > Vg /

(11i) Fir ein derartiges Potential, das im Unendlichen nicht verschwindet, ist der
Transmissionskoeffizient nicht einfach |F|*/|A|* (A ist hierbei die Einfallsam-
plitude und F die transmittierte Amplitude), da sich die transmittierte Welle mit
einer anderen Geschwindigkeit fortbewegt. Zeigen Sie, dass

— 2
o JETIEP
E |AP?
im Faoll E > V.

Hinweis: Betrachten Sie den Wahrscheinlichkeitsstrom j.

(iv) Berechnen Sie nun den Transmissionskoeffizienten explizit fir den Fall E > Vj
und schlussfolgern Sie, dass T+ R =1

Loésung:

(i): Eine einkommende Welle Ae?*® der Energie E < V; wird an der Potentialbarriere
sowohl reflektiert als auch transmittiert werden. In Folge der Reflektion wird sich
links der Potentialbarriere eine Welle Be~* in genau entgegengesetzter Richtung
ausbreiten, wihrend ein Teil der Welle F'e™"* in die Potentialbarriere eindringen
kann, da die Energie nicht zur weiteren Propagation ausreicht. Demnach lautet
der allgemeine Ansatz

~—

v Aet*® 4 Be~ike (r <0
| Fer= (z > 0)

wobei wir die Groken k = v2mE/hund k = \/2m(Vy — E)/h eingefiihrt haben.
Der Reflektionskoeffizient ist zunéchst definiert als das Betragsquadrat des Ver-
hiltnisses der Amplituden zwischen reflektierter Welle und einfallender Welle,
sofern beide Wellen den gleichen Wellenvektor aufweisen.

a2

10
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(ii):

Um dieses Amplitudenverhéltnis zu berechnen, kann man nun die Anforderun-
gen an die Wellenfunktion umsetzen. Wir fordern Stetigkeit von ¥ und ¥’ am
Ursprung und erhalten damit die Gleichungen

U A+B=F
v’ ik(A— B) = —kF

Mit Hilfe dieser beiden Gleichungen kann man einen Zusammenhang zwischen
den Amplituden A und B finden. Wir eliminieren dazu die Amplitude der trans-
mittierten Welle F'.

ArB=-%a_p = AO+%):—BO—ﬁ)
K KR K

Damit ist nun der Reflektionskoeflizient

LS

Bp_ s
i

R:A

Eine eintreffende Welle der Energie £’ < V[, wird also, obwohl sie teilweise in die
Potentialbarriere eindringen kann, vollstéindig reflektiert.

Eine einkommende Welle Ae** der Energie E > Vj wird an der Potentialbarriere
sowohl reflektiert als auch transmittiert werden. In Folge der Reflektion wird sich
links der Potentialbarriere eine Welle Be~%* in genau entgegengesetzter Richtung
ausbreiten, wihrend ein Teil der Welle Fe'® die Potentialbarriere iiberwinden
kann. Demnach lautet der allgemeine Ansatz

. At + Bemthr (2 < 0)
| Feil (z >0)

wobei wir die Grofen k = v2mE /h und | = \/2m(E — Vp)/h eingefiihrt haben.
Um den Reflektionskoeffizienten zu berechnen, kann man nun die Anforderun-
gen an die Wellenfunktion umsetzen. Wir fordern Stetigkeit von ¥ und ¥’ am
Ursprung und erhalten damit die Gleichungen

U A+B=F
v ik(A— B) =ilF
Mit Hilfe dieser beiden Gleichungen kann man einen Zusammenhang zwischen

den Amplituden A und B finden. Wir eliminieren dazu die Amplitude der trans-
mittierten Welle F'.

A+B=§M—B) = AO—?):—BO+§)

11
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(iif):

Damit ist nun der Reflektionskoeffizient

B

B DA w02 (k-0
2 -

R —
T R e Ok

Dieser Ausdruck kann nun vereinfach werden, indem man sich die Definition der
Grofen k£ und [/ in Erinnerung ruft. Es ist

2 2 V2
k2—l2:—m(E—E+%):h—T% und k—l:Tm[\/E—\/E—VO]
Damit ist im Fall £ > V|, der Reflektionskoeffizient

(VE —VE = Vp)*

R:
%2

Der Transmissionfskoeffizient ist das Verhéaltnis des transmittierten Wahrschein-
lichkeitsstromes .J; zum einfallenden Wahrscheinlichkeitsstrom .J;. Diese beiden
Strome konnen berechnet werden durch

J; = frachlm|F|? und Ji = @|A|2
m

An dieser Stelle wird ersichtlich, dass die Definition des Reflektionskoeffizienten
zu dieser Definition analog ist. Der Transmissionskoeffizient ist nun

> [F—V,

E
Wie man an diesem Ergebnis erkennen kann, gelten die Betrachtungen nur fiir
den Fall £ > Vj.

21_‘5
Eo A

J F
Ji A

: Fiir die explizite Berechnung des Transmissionskoeffizienten kénnen wir den be-

reits in (ii) aufgestellten Ansatz heranziehen. Aus den Stetigkeitsbedingungen
fiir ¥ und ¥’ folgern wird unter Elimination von B

k-1 2k

Damit kann nun der Transmissionskoeffizient berechnet werden

21 _( 2k )21 Akl —1)?
- =

T—’F
~ 13 K+l) & (R —2)?)

Mit bereits berechneten Ausdriicken aus (iii) ergibt sich daher

_WEVE-V(VE - VE- T’
_ %

T

12
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7Zu berechnen bleibt noch die Summe aus Reflexions- und Transmissionskoeffizi-
ent

Akl (k=12 4kl + K> =2kl 4+ (k+1)

T R=07m " e YRR

=1

4 §-Potential

Aufgabe 9  (**)
Berechnen Sie die Bindungsenergien und normierten Wellenfunktionen fir ein quan-
tenmechanisches Teilchen der Masse m, das von einem eindimensionalen d-Potential

V(z) = —=\o(z) A>0

angezogen wird. Leiten Sie zuerst aus der zeitunabhdngigen Schrodingergleichung die
Sprungbedingung fiir die Ableitung der Wellenfunktion am Ursprung her
_ lim [¥'(g) — ¥'(—¢)] = AP(0)
2m e—0+
Wie viele Bindungszustinde mit E < 0 ¢ibt es? Berechnen Sie fiir den Bindungszustand

die Orts- und Impulsunscharfen Ax und Ap und tdperprifen Sie die Heisenberg’sche
Unschdérferelation Az - Ap > h/2

Lo6sung:
Fiir z # 0 lautet die Schrodingergleichung fiir dieses Problem

h2
——V"(z) = EV(x) bzw. U (z) = ¢*V(x)
2m
Mit der Einfiithrung des Parameters ¢> = —2mFE/h sehen wir also, dass die zweite

Ableitung der Wellenfunktion proportional zur Wellenfunktion selbst ist. Dabei ist
E < 0 fiir einen Bindungszustand, die Wurzel ist also reell. Man wéhle als Ansatz zuer
Losung

U(z) = Ae~d!

13
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da dieser Ansatz im Gegensatz zur gewohnlichen Exponentialfunktion der Symmetrie
des Potentials entspricht. Um die Sprungbedingung zu erhalten, integriert man die
Schrodingergleichung iiber das Intervall (—¢, ¢) und erhélt

Z [_%‘I’"(@ — AO(2) () — qu(x)] dr =0

Ly
= 2m (x)

Lasst man nun e gegen Null gehen, so verschwindet der letzte Term, da U (z) beschréankt
ist und man erhélt die gewiinschte Gleichung. Die Sprungbedingung bei x = 0 ergibt
nun

h2

L A(—g—q) =N ] —
2m(qq)A also ¢

Am
h
Die Bindungsenergie ist damit

A2m

2h?

wobei wir nur genau einen Bindungszustand gefunden haben. Es scheint also nur ge-
nau diesen einen gebundenen Zustand fiir das attraktive Deltapotential zu geben. Die
Konstante A berechnet sich durch die Normalisierung

[e.9]

A2
1=A? / dre 2l = 2. —
2q
also A = ,/q. Die Losung ist also
U(z) = zme;?x'

Wir sehen nun, dass U(x) eine gerade Funktion ist, so dass sowohl (z) als auch (p)
verschwinden. Zu berechnen bleibt

o) o0

1 1
2 2 —2qlz| _ 2 —y
(o) =a [ vt =g [aner= 5
—00 0 ~
<p2> — _h2 / dx\If(:E)\If"(i) — h? / dx(\lf/(x))z — 27,—L2q3/ dl,e—Qqac — thQ
—00 —0 \0 J

=1/2q

14
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Damit ist also Ax = \/ih_f\m und Ap = ’\Tm und die Unschérfe ist

h h
Ax-Ap_ﬁ§>§

so dass die Unschéarferelation erfiillt ist.

Aufgabe 10  (*%*)
In der Mitte eines unendlichen hohen Potentialtopfs der Breite 2a befindet sich eine
d-Barriere V(x) = Ad(z) mit A > 0.

(a) Zeichnen Sie den Potentialtopf
(b) Betrachten Sie den Ansatz
U(r) = Ae™™ 4 Be =
jeweils in den Gebieten links und rechts von der Barriere.

(c) Stellen Sie die Randbedingungen bei x = +a und die Anschlussbedingung bei x =0
auf.

(d) Bestimmen Sie die Koeffizienten der Wellenfunktion
(e) Leiten Sie die Bedingungen fiir die maglichen k-Werte ab.
(f) Welche Paritit besitzen die Wellenfunktionen?

(g) Geben Sie die Normierung der Wellenfunktion an.

Losung:
Die Schrédinger-Gleichung hat die Form

— g A0(@)| 0() = B ()

Was uns zu der Form fir das §-Potential fiihrt

lim [\If/(&“) — \P/(—g)] =

e—0+ h?
Der Ansatz
U(x); = Ae'*™ + Be~ ke
fithrt mit der Randbedingung ¥;(—a) = 0 zu

B = _A€—2ika

15
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Eliminnieren wir damit B, folgt
U(x), = A(e™*® 4 em2hagmikey — pemika(gikrgika | pmikag=ikey — 9; Atk gin[k(z + a)] — A’sinlk(z +

Analog kommt aus der Wellenfunktion fiir den Bereich IT und der Randbedingung
\IJQ(CL) =0

D = —Ce*he und U(x)y = 2iCe™ sinlk(z — a)] — C'sin[k(z — a)]

Bei z = 0 muss gelten U;(0) = Wy(0) <= A’sin[ka] = —C’sin[ka] und durch die
Bedingung fiir ¥’
2
kC' cos[ka] — kA coslka] = ZZAA' sin[ka]

Ist nun ka = nm, so folgt A’ = C" und man erhéllt eine antisymmetrische Losung

B(x) = A(—1)" sin[kz] fiir x <0
B sinfkz] firx >0

Falls ka # nm, ist ' = —C’ und man erhéllt eine symmetrische Losung

() = Asin[k(x +a)] firz <0
= —Asin[k(x —a)] firz >0

Die Normierung ist fiir den symmetrischen und den antisymmetrischen Fall

S S
sin[2ka]
A= 4=k

\/La antisymmetrisch z > 0

symmetrisch

5 Harmonischer Oszillator

Aufgabe 11 (*) Zeigen Sie: Wenn U, Figenfunktion von n = a'a zum Eigenwert
v ist, so ist 'V, Figenfunktion von n mit Eigenwert v + 1.

Lo6sung:

Um diese Aussage zu zeigen, kann man den Kommutator der beiden Auf- und Ab-
steigeoperatoren a' und a betrachten. Wie man durch Nachrechnen verifizieren kann,
gilt

[a,a] =1

16
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Damit kann man nun auch den Kommutator des Teilchenzahloperators mit dem Auf-
steigeoperator bestimmen. Es ist

[n,a'] = [a'a,a'] = a’aa’ — a'a’a = a' [a,a’] = o
=1

Mit dieser Aussage folgt unmittelbar
na', = (a'n +a")¥, =d'(v+ 1T, = (v + 1)a'V,

womit die Behauptung gezeigt ist.

Aufgabe 12 (**)
Wir berachten einen eindimensionalen harmonischen Oszillator mit den Hamiltonope-
rator

2 2.2
P MW=
H=-—

QmjL 2

mit den Figenzustinden |n). Zur Zeit t = 0 sei der Zustand durch

1 1
E|O>+ZE|1>

gegeben.
(1) Man gebe die Zeitentwicklung |V(t)) an.
(2) Mit welcher Wahrscheinlichleit wird jeweils die Energie Ey, Ey oder Ey gemessen?

(3) Berechnen Sie den Erwartungswert von x und p Hinweis: dberlegen Sie, welche
Darstellung des Oszillators am besten geeignet ist und welche Sdtze fir Erwar-
tungswerte existieren.

Losung:
1) Die Zeitentwicklung lautet

1 _iEgt 1 ey 1 i 1 siet
\@(t)}zﬁe n \O)—zﬁe R >_E€ 2 ’0>_ZE€ > (1)
2)
Py(t) = [{0]W(£)]* = 1/2
Py(t) = [(1|[W(t)]* =1/2

17
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3) Am besten 16st man diese Aufgabe mit der algebraischen Methode. Der Ortsoperator
lautet dann

und weiter gilt
aln) = v/nn — 1), a' =+vn+1n+1)

Damit folgt fiir den Erwartungswert

(a) = (O U(0) = | 5 sinfur]
und fiir den Impuls
d mwh
) = m o) = /" cosfo]

Aufgabe 13 (**%*)

Ein Teilchen befindet sich im Grundzustand eines harmonischen Oszillators mit der
Frequenz w, wobei sich plotzlich die Federkonstante vervierfacht, so dass w' = 2w. Wih-
rend dieses unendlich schnellen Vorganges dndert sich die Wellenfunktion des Teilchen
nicht. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit bei einer Energiemessung den Wert hw/2
(hw) zu erhalten?

Losung:
Die Energien, die nun nach der Vervierfachung der Federkonstante erlaubt sind, sind
folgende

1
E/ = hw' <n+§> = hw (2n + 1) = hw, 3hw, bhw, . ..

Demnach ist die Wahrscheinlichkeit, den Wert fiw/2 gleich Null. Um die Wahrschein-
lichkeit fiir den Energiewert Aw zu berechnen, muss man die Wellenfunktion des Teil-
chens, also den Grundzustand des alten Systems, auf den Grundzustand des neuen
Systems projizieren, da diese Energie gerade dem Grundzustand des neuen Systems
entspricht. Die Wahrscheinlichkeit ist also Py = |cg|?, wobei

co = /\If(x,O)\If’dx

wobei ¥(x,0) den Grundzustand des alten Systems indiziert und ¥’ der Grundzustand
des neuen Systems ist.

ime 2mw\ T s
\If(aj,()) = (%) 4 e_ﬁxQ und ‘I’E)(SU) — (%) 6_22TI2

18
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Damit ist
e [ ame s 2
_9l/4 @/ —ipee? g 21/4\/7
c el B 3

Die Wahrscheinlichkeit ist damit Py = 1/(2)2/3 ~ 0.9428

19
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