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Abbildung 1: Atwoodsche Fallmaschine mit Feder

Probeklausur

1.1 Atwoodsche Fallmaschine

Die Atwoodsche Fallmaschine besteht aus zwei Massen mq und mo im Schwerefeld der
Erde, die iiber ein Seil der Lénge [y miteinander verbunden sind, welches reibungsfrei
iiber eine Rolle mit Radius R lauft. Seil und Rolle sind dabei als masselos anzunehmen.
In das Seil sei eine zusétzliche Feder mit Federkonstanten k installiert.

(a) Bestimmen Sie die Lagrange Funktion der Atwoodschen Fallmaschine mit zusétzlicher
Feder in den Koordinaten y; und ys.

(b) Uberlegen Sie sich neue Koordinaten z; und 2 in denen die Lagrangefunktion in
Summanden zerfillt, die nur von z; oder zo abhédngen. Diese Koordinaten sind
Linearkombinationen von y; und ys mit bzw. ohne Koeffizienten m; und meo.

(c) Stellen Sie die Euler-Lagrangegleichungen auf und interpretieren Sie diese phy-
sikalisch.



Lésung (a) Wir stellen die Lagrangefunktion auf (unsicher bei Vorzeichen...)
L=T-V
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(b) Der gemischte Term tritt nur bei der Federenergie auf. Wir fithren neue Koordi-
naten ein:
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Wir setzen dies in die Lagrangefunktion ein und erhalten damit
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(c) Die Euler-Lagrangegleichung lauten
doL 0L _
dt 81‘1 8%‘1 a
Damit ergibt sich fiir z; die folgende DGL
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und analog fiir zo
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Die Gleichgewichtslage der Enden ist nur von der Massendifferenz abhéngig. Die Ge-
samtlinge des Seils wird durch die Feder mitbestimmt.



1.2 Fadenpendel mit Feder

Betrachten Sie ein Fadenpendel der Lange d, das in drei Raumrichtungen unter Einfluss
der Schwerkraft frei schwingen kann. In das Pendel ist eine Feder mit der Federkon-
stanten k eingebaut. Die Masse des Pendelkorpers sei m, die Masse des Fadens zu
vernachléssigen.

(a) Stellen Sie die Lagrangefunktion in Kugelkoordinaten auf.

(b) Ermitteln Sie die Symmetrien des Systems und die entsprechenden Erhaltungs-
grofien.

(c) Stellen Sie die Bewegungsgleichungen auf.

(d) Stellen Sie die Hamiltonfunktion und die Hamiltonschen Bewegunsgleichungen
auf.

Lésung (a) Analog zum normalen Fadenpendel stellen wir die Lagrangefunktion auf,
beriicksichtigen nun aber die variable Lénge des Pendels und die potentielle Energie
der Feder.

L=T-V

= Lm(#? +r?sin® 062 + 120%) + mgr cos 6 — 1k(r —d)?

(b) Die Lagrangefunktion hiingt nicht explizit von ¢t ab — Energieerhaltung. Die La-
grangefunktion hangt nicht von ¢ ab ist also invariant unter Rotationen um die z-Achse
also ist der Drehimpuls um die z-Achse eine Erhaltungsgrofie.

(c) Wir berechnen die Euler-Lagrangegleichungen

doL 9L
dt 8:1:1 (9931 B

fiir die Variablen 7, ¢ und 6. Man beachte nun, dass r auch zeitabhéngig ist. Fiir r
erhalten wir

% (m#) — mrsin® 0¢? — mr? —mgcosO + k(r —d) =0

& mit = mr(sin® 062 + 6%) +mg cos 6 — k(r — d).

Zentripetalkraft

Fiir ¢ bekommen wir wieder die Erhaltungsgercfle

% (mr2 sin? 9(;5) =0.



Fiir 6 ergibt sich

dt (mﬂé) + mgr sin 0 + mr?sin@cosO¢? = 0

& mr20 + 2mri = —mgrsin 6

& mr?6 = —2mréi — mgrsin 6

(d) Wir berechnen die kanonischen Impulse
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Damit ergibt sich die Hamiltonfunktion
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1.3 Zylinder im Zylinder

Ein homogener Zylinder mit Radius a und Masse M rollt auf der Innenseite eines
Festen Zylinders mit Radius R unter Einfluss der Schwerkraft. Geben Sie die Bewe-
gungsgleichung des Zylinders an. Zeigen sie zuerst, dass die Rollbedingung gegeben ist



durch:

1.3.1 Lésung

Zuerst stellen wir die Schwerpunktsgeschwindigkeit auf:

Vs = (b(R_a)

(1)

(2)

Man kann die Schwerpunktsgeschwindigketi auch iiber die Winkelgeschwindigkeit aus-

driicken:
Vg = aw

3)

Durch gleichsetzen und Auflésen nach w erhélt man die gesuchte Bedingung. Die Ki-
netische Energie setzt sich nun aus der Schwerpunktsbewehgung und der Rotation
zusammen. Fiir die Drehbewegung beno6tigen wir zuerst das Trigheitsmoment um die

Mittelachse eines Zylinders:

a 2m
1
0., = /p(a:2 + y?)dedydz = pl/ rzdr/ d¢ = §Ma2
0 0
Die kinetische Energie ergibt sich dann also zu:
M
T=Ts+Tpos = 71;5 + ng
Die Potentielle Energie:
V = —cos(¢)(R—a)Mg
Alles Einsetzen:
3M

L==(R—a)’d® + cos(¢)(R —a)Myg

Die Bewegungsgleichung erhalten wir durch die Euler-Lagrangegleichung;:

8

5 (B a)%¢ + sin(¢)(R —a)Mg =0

(4)



1.4 Zwei Federn Zwei Massen

a)Berechnen sie w allgemein fiir das Folgende System.(Wird an der Tafel Skizziert)
Zwei verchieden Massen sind Durch zwei Federn verbunden und mit einer Festen Wand
verbunden. Losen sie die Resultierende Gleichung fiir w moglichst weit auf. Tipp: setzen
Sie die 2. Masse als ¢ - M an.

b) Es seien fiir ein System aus zwei Massen folgende Amplitudenvektoren gegeben:

A= ( —112 ) ©)
Ay = ( ; ) (10)

Erkldren Sie was diese bedeuten. Was kénnen Sie iiber die Absolute Auslenkung der
1. Masse aussagen?

1.4.1 Lésung

Zuerst stellen wir die Energie auf(Die x sind die Auslenkungen nicht die absoluten
Koordinaten):

M. aM .
T = 7:5% + Tw% (11)
V =23k + (x1 — 22)%k (12)

Hiermit kénnen wir den Lagrange bilden:

M M
L=T-V="ril+ O‘Txg — 22k + (2 — 22)%k (13)

Nach dem ausmultiplizieren lassen sich die Matrizen T und V ablesen:

(8 8)
V= ( 2 ) (15)
Uber die determinantengleichung erhalten wir eine quadratische Glechung in w? und
kénnen somit nach w? auflésen:
det(V — w?T) = aM?w* — w?(2kaM + kM) + k* =0 (16)
Hieraus folgt direkt:
w%/20—k[(2a+ 1)+ v1—2a a7

2aM)



b) Die Amplituden geben die Relativen Auslenkungen an. Dasheifft man kann nichts
iiber die absolute Auslenkung aussagen. Bei A Schwingen die Massen entgegengesetzt,
wobei die Amplitude der Masse 2 42 mal die der 1. Masse betréigt. Bei Ay Schwingen
sie also parallel, wobei die Amplitude der Masse 2 3 mal die der 1. Masse betrégt

1.5 Stange gleitet Wand hinab

FEine Masse m sei genau in der Mitte einer Masselosen Stange der Léange 2a fest ange-
bracht. Dieses Gebilde lehnt Reibungsfrei an einer Wand und gleitet wegen der Gravi-
tationskraft, die auf m wirkt an ih hinab. Die Stange beriihrt zu jeder zeit die Wand.
Formulieren Sie die Zwangsbedingungen und berechnen Sie die auftretende/n Zwangs-
kraft/kréfte konkret.
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1.5.1 Lésung
Zwangsbedingung:
r—a=0 (18)

Hieraus folgt als Ansatz fiir die Zwangskraft:
F, =)V = )&, (19)
Die Bewegung beschrinkt sich auf folgenden Bereich:
Y = T8ing T = rcoso (20)
Hiermit erhalten wirfolgende Bewegungsgleichungen:
mit — mr¢? = —mgsing + A (21)

2%d + rd = —gcosg (22)
Durch Ableiten der Zwangsbedingung erhalten wir direkt r(t):

r(t)=ar=0 (23)



Somit vereinfachen sich die Bewegungsgleichungen:

—mad? = —mgsing + A (24)

ap = —gcosg (25)

Hier kann nun direkt nach A aufgelést werden und damit wissen wir auch die Zwangs-
kraft: .

F, = é&.(mgsing — mag?) (26)

1.6 Drehende Scheibe an Pendel

Betrachten Sie ein ebenes Pendel, das aus einer masselosen Stange der Linge L und
einer Scheibe der Gesamtmasse M und Radius R besteht, die am Ende der Stange in
ihrem Mittelpunkt fixiert ist. Die Stangen erlaubt Schwingungen in der Ebene und die
Scheibe kann sich um ihre Symmetrieachse drehen. Berechnen Sie die Bewegungsglei-
chungen. Berechnen Sie dann mit Hilfe der Klenwinkelnéherung die Frequenz mit der
die Scheibe pendelt.

1.6.1 Loésung
V = —M Lgcosp (27)
Wir benétigen Zuerst noch das Trégheitsmoment der Scheibe:
M
@:/fmm%wﬂ:ERQ (28)
1 252, 1,1 24,72
T:§ML¢ +§(§MR ) (29)

1 1
L=T-V =-ML*¢* +

5 5(%MR2)¢2 + M Lgcos¢ (30)



Aus den Euler-Lagrange-Gleichungen ergibt sich:

1 .
§MR21/) =0=> ¢ = const (31)

ML?*$ + MLgsing =0 (32)
Hier ldsst sich w direkt ablesen.

w =

(33)
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1.7 Sehr Kurze Aufgabe

Bestimmen Sie das Verhéltnis des Tragheitstensors eines Halbzylinders mit Radius R
und Masse M zu dem eines Vollzylinders Mit gleichem Radius und Gleicher Masse.
1.7.1 Losung

Der Tragheitstensor ist Linear in M. Der Halbzylinder hat das Halbe Trégheitsmoment
eines Vollzylinder mit Masse 2M. Daher hat er das Gleiche Trégheitsmoment wie der
Vollzylinder mit Masse m.



