Ubungen zum Ferienkurs Theoretische Mechanik

Hamilton und Kleine Schwingungen

Ubungen, die mit einem Stern * markiert sind, werden als besonders wichtig erachtet.

3.1 Zentralpotential

Betrachten Sie ein Teilchen in einem Zentralpotential mit Lagrangefunktion
L= Im@?+r2¢%) - V(r).

Finden Sie die zu r und ¢ gehorigen kanonischen Impulse p, und pys und stellen Sie die Hamilton-
funktion auf. Stellen Sie die Hamiltonschen Gleichungen auf und zeigen Sie, dass eine Losung durch

r(t) = R, ¢(t) = wt mit geeignetem R,w gegeben ist. Wie lautet die Beziehung zwischen R, w und
V'(R)?

Losung Wir bestimmen die kanonischen Impulse

oL
T o
=mr
)
=%

= mr%).

br

D¢

Damit stellen wir die Hamiltonfunktion auf

H = p,i+pgd — L
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Mit der Hamiltonfunktion stellen wir die Hamiltonschen Gleichungen auf
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Wir zeigen, dass eine Losung durch r(t) = R, ¢(t) = wt mit geeignetem R,w gegeben ist durch
Einsetzen
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und erhalten

Do = mR3w
by =0 = m?2R*w? B IV (R)
mR3 or
& OV(E) = mRw?.
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3.2 Kraftstoss auf Oszillator

Ein geddmpfter Oszillator ruht in seiner Gleichgewichtslage. Dann bekommt er einen Kraftstoss. Die
Bewegungsgleichung dieses Oszillators ist folgende:

ft) =& + 203 + wiz (1)
wobei A\ < wg.Der Kraftstoss hat folgende Form:

vo/T, falls0<t<T

1) = { 0, sonst (2)
Bestimmen Sie die Auslenkung x(t).
3.2.1 Losung
Fir0<t<T
. . 2 Vo
a;+2)\x+woa::? (3)

Die Losung dieser Differentialgleichung ist:

0=t b Y

Aus der Aufgabe gehen diese Anfangsbedingungen hervor:

z(0) =0 (5)
und
#(0) =0 (6)
Hieraus folgt:
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Fiir den Fall t; T verschwindet die Kraft, und die homogene Losung l6st die neue Differentialglei-
chung.Die Anfangsbedingungen fiir diesen Fall folgen aus der Stetigkeit von z(t) und #(t). Damit ist

auch dieser Teil der Losung eindeutig.
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x(t) = CL%‘)T([COSQ Jwd = N2t - T)) +
wi —
— [cos(y/wd — N2t + \/ﬁsin(\/wg — X2t)]e M) (10)



3.3 Lineare Kette mit festen Randbedingungen

Drei gleichgrofle Massen sind iiber vier gleiche Federn der Federkonstante k miteinander und mit 2

Winden verbunden. Die Auslenkung aus der Gleichgewichtslage ist folgendermasen:

(11)

Geben Sie die Lagrangefunktion an. Geben Sie des weiteren die beiden Matrizen T und V an. Bestim-

men Sie auflerdem die Eigenfrequenzen sowie Eigenvektoren.

3.3.1 Losung

Dieses System hat 3 Freiheitsgrade. Laut Vorlesung ist die Lagrangegleichung;:

=23 @) - Sld + (2 — 01 + (ws — 22)? + 03

Hier Lassen sich die Matrizen V und T ablesen:
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Nun folgt die Berechnung der Eigenfrequenzen.
2k — mw? —k 0
det(V — w?T) = —k 2k — mw? —k =0
0 —k 2k — mw?

Hieraus ergibt sich folgende Gleichung fiir w?
(2k — mw?)? — 2k%(2k — mw?)

Die Losungen sind dann:

k
wy = 2%
k

wy =1/(2+V2)—
Die Eigenvektoren folgen aus der Relation aus der Vorlesung;:

(V —w?T)A =0
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(15)



Die Eigenvektoren sind dann:
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3.4 Und noch einmal Doppelpendel

Auch das Doppelpendel ldsst sich mit der methode Kleiner Schwingungen Losen. Aus der gestrigen
Vorlesung ist die Lagrangefunktion bereits bekannt:

L=T-V
1

= §m1f% +migyr + %mzi‘% + magys

= %mll%gjﬂf + %mQ (l%gf)f + l%gb% + 2lyl3 cos(¢py — qbg)élég) + mqgly cos ¢1 + mag (11 cos p1 + Iy cos ¢2)

= %(ml + m2)1%<§12 + %m2 (l%d)% + 21113 cos(¢1 — ¢2)¢51q52> + (m1 + ma)gly cos ¢1 + magls cos o
Bestimmen sie die Normalmoden und die Amplituden fiir i1 = ls und mq = msy. Nadhern sie die

Auftretenden Funktionen Quadratisch, und den cos(¢; — ¢2) linear.

3.4.1 Losung

Durch die geforderten Néherungen vereinfacht sich die Lagrangegleichung zu:

. 12 l
L =miPd + T} + mi® - 61 - 62— mgls? — 263 (24)
Nun ermitteln wir wieder T und V: ) )
2ml* ml
T= < ml2 ml2 ) (25)
[ 2mgl 0
V= ( 0  mgl > (26)
det(V — w?T) = 2m2¢%1? — 2m?gl3w?® + m?1%w® = 0 (27)
det(V — w?T) = 2¢* — 4glw® + 1w =0 (28)
Aufgelost nach w:
w? = %(2 +1/2) (29)
Nun setzen wir die Frequenz in die Eigenwertgleichung zur Berechnung der Schwingungsamplitu-
den.
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Wir erhalten die Beiden Vektoren:

Analog erhalten wir den zweiten Vektor.
> 1
Ay = ( ﬂ ) (32)

3.5 Normalkoordinaten

In der Vorlesung wurde ein System aus 3 Massepunkten und 2 Federn betrachtet. Transformieren sie
die Auslenkungen (z1,x9 und z3) in die Normalkoordinaten. Die Eigenvektoren waren:

1
A= 1 (33)
1
1
Ay = 0 (34)
-1
1
A= =2 (35)
1
Hieraus folgt, dass a folgende Form hat:
a = ;L — (fflw Egi, /_(32) (36)
wobei [fli die i-te komponente von [fl ist.
3.5.1 Losung
Die Normierung iiber
ATTA =1 (37)
gibt uns die neuen normierten Einheitsvektoren:
PR (38)
! V3m 1
1 1
Ay = — 0 39
? V2m 1 (39)
1 1
A3=—1[ -2 40
P e\ (40)
Wendet man nun die Riicktransformation aus der Vorlesung auf folgenden Vektor an:
Z1
o (41)
x3



Es Ergeben sich dann folgende Vektoren:

Q=

Q2 =

——m(z1 + x2 + x3)

Vam
1
Vam

m(x; — x3)

(43)

(44)
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