Ubungen zum Ferienkurs Theoretische Mechanik

Lagrange und Hamilton Mechanik

Ubungen, die mit einem Stern * markiert sind, werden als besonders wichtig erachtet.

2.1 3D Fadenpendelx
Betrachten Sie ein Fadenpendel der Lange d, das in drei Raumrichtungen unter Einfluss der Schwer-
kraft frei schwingen kann. Die Masse des Pendelkérpers sei m, die Masse des Fadens zu vernachléssigen.
(a) Stellen Sie die Lagrangefunktion in Kugelkoordinaten auf.
(b) Ermitteln Sie die Symmetrien des Systems und die entsprechenden Erhaltungsgrofien.

(c) Stellen Sie die Bewegungsgleichungen auf.

Losung (a) Wir legen den Ursprung des Koordinatensystems in den Aufhéingepunkt des Pendels. Die
Linge des Pendels ist fest, also gibt es keine Anderung der radialen Komponente 7 = 0,7 = d.

L=T-V
= %m(d2 sin? 0% + d?6%) + mgd cos 6
(b) Die Lagrangefunktion ist invariant unter Zeittranslationen d.h. die Gesamtenergie ist eine Erhal-
tungsgrofle. Die Lagrangefunktion héngt nicht von ¢ ab ist also invariant unter Rotationen um die

z-Achse also ist der Drehimpuls um die z-Achse eine Erhaltungsgrofe.
(c) Wir bestimmen die Euler-Lagrangegleichungen

doL oL
dt 8l‘z 61’1 -

mit den Variablen 6 und ¢.

% (md2 sin? 9<Z>> =0

Damit ist diese Grofie eine Erhaltungsgrofie wie bereits in (b) gesagt.

% (md29> + mgdsin 6 — md? sin 0 cos 9(;52 =0
md?0 = —mgd sin 6 + md? sin 0 cos 0>

o= —%sin9+sin00059d32

Fiir 6 erhalten wir eine typische Schwingungsgleichung, die wir fiir kleine Auslenkung 16sen kénnten.

2.2 Teilchen im Kreiskegelx

Eine Punktmasse m rollt reibungsfrei auf der Innenseite eines Kreiskegels unter dem Einfluss der
Schwerkraft.

(a) Geben Sie explizit die Zwangsbedingungen an.

(b) Geben Sie die Lagrangefunktion an und stellen Sie die Bewegungsgleichung auf.
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Losung (a) Das Teilchen kann sich nur auf der Oberfliche des Kreiskegels bewegen. Das wird durch
folgende Zwangsbedingung beschrieben
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(b) Wir stellen die Lagrangefunktion in Zylinderkoordinaten unter Verwendung der Zwangsbedingung
auf:
L=T-V
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Damit lauten die Euler-Lagrangegleichungen
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2.3 Punktmasse auf rotierendem Ring

Eine Punktmasse m kann sich reibungsfrei auf einem horizontalen Ring mit Radius r bewegen. Auf
einem identischen horizontalen Ring, der sich oberhalb des ersten Ringes mit der Hohendifferenz h
befindet, bewege sich eine weitere Punktmasse M mit einer (durch einen dufleren Zwang vorgegebenen)
konstanten Winkelgeschwindigkeit w. Zwischen den beiden Massen wirke eine durhc ein Potential V' (d)
definierte Kraft (d sei der Betrag des Abstandsvektors d der beiden rotierenden Massen). Geben Sie
die (explit zeitabhéngige!) Lagrangefunktion fiir die Punktmasse m an.



Losung Wir wéhlen geeignetete Koordinaten. Die Position der Punktmasse m auf dem Ring ist
durch den Winkel ¢ festgelegt. Wir definieren das Koordinatensystem so, dass die Position der Punkt-
masse M durch den Winkel wt gegeben ist. In Zylinderkoordinaten gilt also

7 cos P(t)
Xm(t) = | rsino(t)
0

7 cos wt
xp(t) = [ rsinwt
h

Damit folgt fiir den Abstand d

d=x,, —xu

& d=+/r%(cos ¢ — coswt)? + r2(sin ¢ — sinwt)? + h2

= \/r2 (cos? ¢ + cos? wt — 2 cos ¢ coswt + sin? ¢ + sin® wt — 2sin gsinwt) + h?

= /12 (2 — 2(cos ¢ cos wt + sin ¢sinwt)) + h2
= /12 (2 — 2cos(¢p + wt)) + h?

Die Lagrangefunktion lésst sich also schreiben
L=T-V
= %mr%ﬁ —V(d)

Dabei hingt V iiber d explizit von ¢ ab.

2.4 Rutschendes Seilx

Ein homogenes Seil der Liange L liegt zur Hélfte auf einem Tisch, die andere Hélfte hingt iiber der
Tischkante. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird das Seil losgelassen und beginnt reibungsfrei hinunterzurut-
schen. Die lineare Massendichte sei u.

(a) Bestimmen Sie die Lagrangefunktion.

(b) Stellen Sie die Bewegungsgleichung auf und integrieren Sie diese.
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Losung (a) Als Koordinate wéahlen wir die Position des unteren Seilendes gemessen von der Tisch-
kante aus y. Wir stellen die Lagrangefunktion auf. Um das Gravitationspotential zu berechnen be-
handeln wir das iiberhéngende Seil der Lénge y wie eine Puntkmasse py an der Stelle § (Schwerkraft
greift am Schwerpunkt des iiberhingenden Seilstiicks an). Dann lautet die Lagrangefunktion

L = 5uLi” + 3ugy°
(b) Die Euler-Lagrangegleichung lautet
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Dies ist eine harmonische Gleichung. Die 16sung hat folgende Form

y(t) = Ae™ + Be

mit o = \/% . Wir benutzen die Anfangsbedingungen y(0) = %, 7(0) = 0 und bestimmen die Konstan-
ten.

L

9(0) = Ao — Ba =0
< A=18B

L

Damit ergibt sich die Losung

y(t) = & cosh <\/%t>

2.5 Perle auf Draht

Eine Perle gleite reibungsfrei und ohne &uflere Kréfte auf einem Stab, der sich in der zy-Ebene mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit w um den Ursprung dreht. Stellen Sie die Bewegungsgleichung mit
Hilfe der Lagrange-Gleichungen erster Art auf. Losen Sie die Bewegungsgleichung. Fiithren Sie die
Rechnungen in Zylinderkoordinaten durch. Wie lautet die Zwangskraft? Welche Bedeutung hat sie?
Ist die Energie erhalten?



Loésung Die Perle kann sich nur entlang des Stabes bewegen; sie besitzt also nur einen Freiheitsgrad.
Die beiden Zwangsbedingungen lauten

Hierbei ist ¢ der Polarwinkel in der zy-Ebene. Wir stellen die Lagrangegleichungen 1.Art auf in
Zylinderkoordinaten

m(p—pg”) =0
; R W'
m(pd+2p9) = 252
mz = )\1

Zweimaliges Ableiten der Zwangsbedingung g; und Einsetzen liefert trivialerweise Ay = 0. Zweimaliges
Ableiten der Zwangsbedingung g» ergibt ¢ = 0 und damit ergibt sich durch Einsetzen

A2 = 2mppd
Dies setzen wir ein und erhalten die Bewegungsgleichungen indem wir d) = w einsetzen
mp —mp¢”® = 0,mpé = 0
& j=p’o=0
Die Zwangskraft lautet also

.1 0g2

Z = \oVgs = 2mppo— e
pag ¢
= 2mpwegy.

Die Zwangskraft hiilt die Perle auf dem Draht, es handelt sich nicht um die Zentrifugalkraft. Wir l6sen
die Bewegungsgleichung fiir p durch den Ansatz

p(t) = Ae*' + Be "

Da die Zwangsbedingung explizit zeitabhéngig ist, ist die Energie nicht erhalten.
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