Musterlosung 01/09/2014

1 Quickies

(a) Warum spielen die Welleneigenschaften bei einem fahrenden PKW (m = 1t,
v = 100km /h) keine Rolle?

(b) Wie grofs ist die Energie von Lichtquanten mit einer Wellenldnge von A; = 500™m,
Ay = 500nm und Az = 0.5nm?

(c) Kann man den Aufenthaltsort eines quantenmechanischen Teilchens zu einem

beliebigen Zeitpunkt vorherbestimmen? Begriinden Sie Ihre Antwort.

(d) Welche physikalische Bedeutung besitzt die Normierung der Schrodingerglei-
chung?

(e) Welche physikalischen Phianomene kennen Sie, die nicht klassisch aber quanten-
mechanisch erkldrt werden kénnen?

Losung:

(a) Gesucht ist die de-Broglie-Wellenldnge des PKWs:

h
A= —=2.10"¥m
mo

A ist zu klein, um quantenmechanische Beobachtungen wie Beugung und Interfe-
renz machen zu konnen.

(b) Fiir die Energie eines Teilchens mit gegebener Wellenldnge gilt

e
A

E
was fiir die gefragten Werte folgende Ergebnisse liefert:

Ainnm | E in meV

500000 2.5
500 2500
0.5 25k



(c) Nein. Die Schrodingergleichung, oder vielmehr ihr Absolutquadrat, liefert ledig-
lich die Aufenthaltwahrscheinlichkeit ein Teilchen an einem bestimmten Ort zu

finden.

(d) Die Normierung der Wellenfunktion sagt, dass man das Teilchen in jedem Fall
irgendwo antreffen kann. Das bedeutet die Integration {iber den gesamten Orts-

raum liefert die Wahrscheinlichkeit 1 das Teilchen anzutreffen.

(e) Tunneleffekt, diskrete Energiezustdnde in Atomen, etc.

2 Welle-Teilchen-Dualismus

(a) Betrachten Sie einen Korper der Masse 5g mit einer Geschwindigkeit v = 100m/s.
Welche Breite miisste ein Spalt haben um Beugungsmuster zu beobachten? Ist

dies physikalisch realisierbar?

(b) Ein Neutron werde an einem Atomkern der Grole 9 - 10~ °m gestreut. Welche

Energie besitzt das Neutron?

Losung:

(a) Wieder via de-Broglie-Beziehung;:
h -3

Ein solcher Spalt ist technisch und physikalisch nicht realisierbar.

(b) Aus der de-Broglie-Beziehung ldsst sich der Impuls und daraus die Geschwindig-
keit des Neutrons ermitteln:

h

=437-10'm/s
A-my

v =

Fiir die Energie ergibt sich dann wie iiblich E = 1/2mv? ~ 10MeV.

3 Bragg-Winkel

Ein Strahl langsamer Neutronen (Ey;, = 2eV) fillt auf einen Kristall mit Gitterabstand
d = 1.6 -1071%n. Bestimmen Sie den Bragg-Winkel fiir das Intensititsmaximum 1.

Ordnung.



Losung:

Aus der de-Broglie-Beziehung

und der Bragg-Bedingung
2-d-sinf=mn-A
folgt fiir den Bragg-Winkel des Intensitdtsmaximums 1. Ordnung

. A o
mnf)-n < 0 =36

4 Unscharferelation

(a) Angenommen der Impuls eines Teilchens wird mit der Genauigkeit 1 : 1000
gemessen. Wie grof3 ist die minimale Ortsunschirfe, wenn es sich um ein ma-
kroskopisches Teilchen der Masse 5g mit der Geschwindigkeit 2m/s handelt?
Wie grof3 ist die minimale Ortsunschérfe, wenn es sich um ein Elektron der
Geschwindigkeit 10*%km /s handelt?

(b) Wie grof ist die minimale Energieunschérfe eines Wasserstoffatoms, das sich in

einem angeregten Zustand mit der Lebensdauer 10~8s befindet?

Losung:
(a) Mit der Unscharferelation
AxAp > h

und mittels der Angabe Ap = ep mit € = 0.001 erhdlt man fiir die minimale

Ortsunschérfe
Ax >1.05-10"%m

Fiir das Elektron mit angegebener Geschwindigkeit erhdlt man
Ax >1.16-10"°m

Diese Ortsunschérfe ist im Gegensatz zu der des makroskopischen Objekts nicht

vernachlédssigbar.



(b) Analog zum vorherigen Aufgabenteil wird nun die Energieunschérfe mittels der

Unschérferelation fiir Energie und Zeit berechnet:
AEAt > T
Einsetzen der entsprechenden Werte liefert

AE = 6.59 - 10 %V

5 Wellenpaket

(a) Betrachten Sie ein Elektron mit dem Impuls p = &k in x-Richtung. Wie lautet die
zugehorige Wellenfunktion ¢(x, t)?

(b) Bestimmen Sie die Phasengeschwindigkeit der Elektronenwelle aus (a), indem Sie
eine Stelle fester Phase im Laufe der Zeit durch den Raum verfolgen. Wie verhalt
sich die Phasengeschwindigkeit v,, der Welle zur Geschwindigkeit vr = p/m

des Elektrons?

Losung:

(a) Die (nicht-normierte) Wellenfunktion zu einem eindeutig bestimmten Impuls p
ist die ebene Welle

p(x) = explikx]

mit k = p/h. Ihre freie zeitliche Entwicklung ist

¥(x, 1) = exp [~i(w(k)t — kx)]

mit w = E/hund E = p2/2m also w(k) = hk?/2m. Insgesamt erhilt man:

P(x,t) = exp [—i <hk2t — kxﬂ

2m

(b) Konstante Phase bedeutet

hk? hk
—+t —kx = const. < x = —1t + const.
2m 2m

Die Phasengeschwindigkeit erhdlt man durch die erste Ableitung nach der Zeit,
wie gehabt:

ox p 1
=5 T oam - 27T



6 Quantenmechanische Wellenfunktion

Betrachten Sie die quantenmechanische Wellenfunktion

P(x) = N -exp {_]ax\] , a>0 (1)
(a) Bestimmen Sie den Normierungsfaktor N mit der Bedingung

[ axlyl =1 @

Welche Einheit hat die Wellenfunktion und warum ist die Normierung wichtig

fiir die Interpretation in der Quantenmechanik?

(b) Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit das Teilchen am Ort x = 0 zu finden? Wie
groB ist die Wahrscheinlichkeit das Teilchen in einem Intervall [0, dx| zu finden?

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit das Teilchen in einem Intervall [0, a] zu finden?

Losung:

(a) Einsetzen von Gleichung 1 in die Normierungsbedingung 2 unter Berticksichti-

gung der Betragsfunktion im Exponenten liefert:

/Oodxllplzz |N\2-2-/0 dx exp [— a} =

= 2N (3) [exp [—Z;CH: — |NJPa=1

Fiir den Normierungsfaktor ergibt sich also
1

N=—
Va
und damit fiir die Wellenfunktion

_ 1 |x|
¥ = Jzexp |2

Nur wenn die Wellenfunktion normiert ist, lasst sich das Absolutquadrat als

Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren. Die Einheit der Wellenfunktion ist iden-

tisch mit der Einheit ihrer Amplitude, respektive ihres Normierungsfaktors, also

gerade 1//m.



(b) Die Wahrscheinlichkeit das Teilchen exakt an einem Ort zu finden ist Null. Fir
das infinitesimale Intervall [0, dx] kann man die Wahrscheinlichkeitsdichte am

Ort 0 mit dx multiplizieren:
? 1
w = |y(0)|°dx = de

Das ist eine giiltige Naherung fiir dx << a. Fiir ein grofieres Intervall muss

entsprechend das Integral ausgewertet werden:

e [fax| Lo

7 Potentialkasten

/ dx exp {—a] (1 —exp %) = 0432

Gegeben sei ein eindimensionales Potential der Form

0, fir 0<x<a
V(x) =
o0, sonst
in dem sich ein kréftefreies Teilchen befinde.

(a) Bestimmen Sie die Wellenfunktion ;.
(b) Berechnen Sie die Energieeigenwerte E,.
(c) Berechnen Sie den Erwartungswert des Ortes x und des Impulsoperators p.
(d) Berechnen Sie die Energieunschirfe AH und interpretieren Sie das Ergebnis.

Hinweis: Fiir die Energieunscharfe gilt:

ML=\ J(R2) — ()2

Losung:

(a) Das Teilchen hilt sich ausschliefSlich im Potentialkasten auf, weswegen sich die

Schrodingergleichung wie folgt liest:

n? 92
2max2¢_ Ey

Mit der Beziehung E = K212 /2m kann an die Gleichung zu

02 5
¥ kv =0
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umschreiben. Mit dem Ansatz
P(x) = Aexp [ikx] + Bexp [—ikx]
und den Randbedingungen 1(0) = 0 und ¢(a) = 0 erhélt man schliefSlich
P(0) = A+ B =0 < ¢ = A (exp [ikx] — exp [—ikx]) = 2iA sin(kx)
und damit:
P(a) = 2iAsin(ka) =0

Der Ausdruck der zweiten Randbedingung verschwindet fiir Vielfache von 7t des

Arguments im Sinus:
ka=nm, ne€R
Das bedeutet die Wellenfunktion ist gegeben via
W = 2iAsin (%)

Mit der Normierungsbedingung erhilt man zusétzlich einen eingangigeren Aus-
druck fiir A:

(b) Einsetzen der in (a) erhaltenen Wellenfunktion in die Schrodingergleichung liefert

die Energieeigenwerte

1 202
" 2ma?

(c) Erwartungswert des Ortes ist

() =[x g = [(drxlg =]

und der des Impulsoperators:

L d
(7) = [ ax gi (=ingy ) va =0

(d) Zur Berechnung der Energieunschirfe benotigt man die Erwartungswerte von

(A1) und (H?):
. L n P h2n? 2
() = fpde 9 (‘zmaxz> ¥n = Gz =



2
, nt oot Hon?m?
2\ __ * [ Y _ _ r2
= /Rdx ¥ <4m2 8x4> P ( 2ma? > Eu
Eingesetzt in die im Hinweis angegebene Gleichung erhilt man insgesamt:

Al = \/E2 —E2=0

Die Energie ist also scharf messbar.

8 Potentialbarriere

Betrachten Sie die abgebildete stiickweise konstante Potentiallandschaft in Abbildung
1. Ein von rechts einlaufendes Teilchen habe die Masse m und die Energie E mit

0< E < W.

-
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Vo

A\

Abbildung 1

(a) Geben Sie die Ansatze fiir die Wellenfunktionen fiir die verschiedenen Regionen
I-IV an und verwenden Sie dabei 7, m, Vp, Vi und E. Die Schrodingergleichung

muss nicht gelost werden.
(b) Stellen Sie die Anschlussbedingung fiir x = ¢ auf.

(c) Unter der Annahme, dass in Bereich III gebundene Zustdnde existieren, stellen

Sie wie in Aufgabe (a) die Losungen fiir die vier Regionen auf.



Losung

(a) Fiir die verschiedenen Regionen lassen sich folgende Anséitze aufstellen:
G exp[kx], Region I und % =W-—E

E explikx] 4+ F exp|—ikx], Region II und hz%z =E
Cexpligx] + D exp[—igx], Region III und % =E+V;

Aexplikx] + B exp[—ikx], Region I und "122—7’;2 =E
(b) Stetigkeit von ¢ und der ersten Ableitung ergibt
Cexpligc] + D exp[—igc] = Aexplikc] + Bexp[—ikc]
ig(—Cexpligc] + D exp|—igc]) = ik(—A explikc] + B exp[—ikc])

(c) Wenn gebundene Zustidnde in Region III existieren, muss die Energie des Teilchens

Vi < E; < 0 sein. Die dazugehorigen Wellenfunktionen sind:

G exp|r'x], Region I und h;gf =Vy—E
E exp[—xx] + Fexp|xx], Region IT und F’Z%Z —E

ll)(x) = hZ 2
Cexplig'x] + D exp[—ig'x], Region Ill und - = V; — E,

Aexp|—xx], Region I und F’Zz—f =E

9 Eindimensionaler harmonischer Oszillator

Der Hamiltonoperator eines eindimensionalen harmonischen Oszillators ist gegeben
durch

A2 242
17— p mw*%x
2m 2

(a) Gegeben sei nun die Wellenfunktion
Pa(x) = Aexp[—Ax?]

Berechnen Sie hiermit den Erwartungswert des Hamiltonoperators. Verwenden

Sie
/dx Uﬁexp [—ax?] =1
T
Betrachten Sie nun ein Teilchen, auf das die Kraft K = —kx + ko mit k = myw?
wirkt.



(b) Stellen Sie die dazugehorige Schrodingergleichung auf. Zeigen Sie, dass es sich

um einen harmonischen Oszillator handelt.

(c) Geben Sie die Energieeigenwerte des Teilchens an.

Losung

(a) Normierung der Wellenfunktion liefert zunachst

/ dx |y |* = /dx |AlPexp [-2Ax*] =1 — A= <27?>

Man kann nun den Erwartungswert (f) = E, berechnen:

. N 0.5 i hZ 82 1
() = <7r> /Rdx exp [—Ax?] 553 zmw2x2] exp [—Ax?] =

(b) Das Potential erhilt man durch einfache Integration, da V(x) = —VK:
V(x) =~ [ (~kx+ ko)dx = ];xz — kox(+C)
Durch Umformen mit xg = %0 und ¢y = % ergibt sich:
V(x) = %mwz(x — x0)? — €p

Dieses Potential setzt man nun in die Schréodingergleichung ein:

! o

Um zu zeigen, dass es sich um einen harmonischen Oszillator handelt, ersetzt

many:x—xoundE:E—i—eo:

n 92 .
2m08y+ mwy Y =Ey

(c) Die Energieeigenwerte sind entsprechend verschoben:

2

10



10 Kommutatorrelation
Der Drehimpulsoperator ist

L=txp
Berechnen Sie folgende Kommutatoren:

(a) [Lyr LZ]
(b) [L? L]
Losung:

(a)

[Ly, L] = (xihd, — zihdy) - (—xihd; + yihdy) — (—xihd, + yihoy) - (xihd, — zihdy) = ihLy

(b) Man nutzt Eigenschaften der Kommutatorrelation:

(L% L) = [L3+ L+ L2, L] = 0
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