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Aufgabe 1: Punktformige Ladungsverteilung

1. Ein Elektron in der Nihe der Erdoberfliche wird durch ein iiber ihm befindliches Proton
in der Schwebe gehalten, wobei die Gewichtskraft des Elektrons durch die elektrosta-
tische Anziehung des Protons genau kompensiert wird. Wie grof} ist der Abstand zwi-
schen Elektron und Proton? Die Protonladung ist e = 1.602-10~!°C, die Elektronenmasse
me = 9.11 - 1073'kg und die elektrische Feldkonstante ist €y = 8.85 - 10712C/Nm?.

2. Wie lautet das elektrostatische Feld E| (r) einer Ladung g, die sich am Ort 7, befindet?

3. Gegeben seinen vier gleiche Ladungen g, von denen sich zwei auf der x-Achse bei x = +a
und zwei auf der y-Achse bei y = +a befinden. Bestimmen Sie das von diesen Ladungen
erzeugte elektrostatische Feld auf der z-Achse.

Losung:

1. Der Abstand r zwischen Elektron und Proton muss so grof} sein, dass die elektrostatische
Anziehung das Gewicht des Elektrons kompensiert, d.h:

62

=m, 1
dreg M8 M

also:

Fe—C  —51m 2)

Y, deomeg

2. Das Feld einer Punktladung g im Ursprung ist:

3)

Das Feld einer um den Vektor 7; aus dem Ursprung verschobenen Ladung geht daraus
durch die Ersetzung 7 — 7 — 7, hervor. Also:

“4)

3. Wir nummerieren die Ladungen mit 1 bis 4 wie aus der folgenden Abbildung ersichtlich:

Dann ist gemif3g 2. das Feld, das die Ladung 1 an einem Ort auf der z - Achse bewirkt,
gegeben durch:

q Zgz - aéx
dney (22 + a?)3?

Ei(0,0,2) = )
Analog ist das Feld von Ladung 2 am selben Ort:

N _q e +aé,
E»(0,0,z) = Ineg @ + )R (6)
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z - T =
2 !
@ L g
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4
Und das von Ladung 3:
E5(0,0,7) = —L S50 7
3(0,0,2) dney @ + 2P0 )
Und von Ladung 4:
. 28, + aé,
Ey(0,0,7) = — =70 (8)

Das Gesamtfeld am Ort (0, 0, z) ist die Summe der von den einzelnen Ladungen erzeugten

Felder (Superpositionsprinzip), also:

E©0,0,0) = ) £(0,0,0) =

4ze,
dre- (72 + a?)3/2

©))

Das Feld auf der z - Achse hat also nur eine z - Komponente, wie aufgrund der Symmetrie
der Ladungsanordnung zu erwarten ist. Oberhalb der xy - Ebene zeigt das Feld in positive

z - Richtung (fiir positive g), unterhalb in negative z - Richung.
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Aufgabe 2: Kugel mit Hohlraum

Das Feld einer homogenen geladenen Kugel hat die Form:

0 -

. r , r<R

E(r)={*gF (10)
47regr3r . >R

Hierbei ist R der Radius der Kugel und Q ihre Ladung. Benutzen Sie dies, um das folgende
Problem zu bearbeiten:
Eine Kugel mit Radius R war positiv geladen mit einer einheitlichen Ladungsdichte o. Dann

wurde eine kleinere Kugel mit dem Radius R/2 ausgeschnitten und entfernt (siehe Skizze).
Welche Richtung und welchen Betrag hat das Feld in den Punkten A und B?

Losung:

Dieses Problem lisst sich mit Hilfe des Superpositionsprinzips leicht 16sen. Denn die Kugel mit
dem “Loch” lisst sich darstellen als Uberlagerung von:

1. Kugel 1 mit Radius R und Mittelpunkt im Ursprung mit homogener Ladungsdichte p und

2. Kugel 2 mit Radius g und Mittelpunkt gé’z mit homogener Ladungsdichte —p.

Dann besagt das Superpositionsprinzip, dass das Feld der kombinierten Ladungsverteilung die
Summe der Felder der einzelnen Ladungsverteilungen ist:
Also im Punkt A:

E(A) = Ei(A) + Ex(A) (11)

Dabei ist gemall Angabe:
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Ei(A)=0 (12)
und:
= Q2 ( R - ) QZ -
BA) = —=—=_(-Z2)=- 13
M) = e ®2r 2% T e (13)
mit:
ar 3 T3
O = —p?(R/Z) = _E’DR (14)
also:
L R,
EA) = g—goez (15)
Entsprechend im Punkt B:
E(B) = E\(B) + Ex(B) (16)
Dabei ist gemédfig Angabe:
=1 Ql - Ql -
E\(B) = —R2,) = — 1
1( ) 47(80R3( ez) 47T80R2€Z ( 7)
mit:
4r
0 = p?R3 (18)
und:
= Q2 3R - Q2 -
Er(B)= ———|[—-—2¢,| = - 19
XB) = e ®2r "2 %) T T orem (19)
mit:
by
02 = 2R (20)
also:
-» R R 17pR
EBy=-la  L2g - PNy Q1)
380 548() &0

D.h. das Feld zeigt also im Punkt A nach oben und im Punkt B nach unten, in beiden Fillen also
von der Ladungsverteilung weg, was klar ist, da es sich ja um eine positive Ladung handelt. Die
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Feldstirke im Punkt B ist etwa doppelt so grofl wie die in Punkt A, was ebenfalls anschaulich ist,
da in Punkt B die gesamte abstoende Kraft der gelocherten Kugel nach unten zeigt, wihrend in
Punkt A die nach oben gerichtete AbstoSung durch die untere Halbkugel teilweise von der nach
unten gerichteteten Absoung durch den Rest der oberen Halbkugel kompensiert wird.

Aufgabe 3: Kontinuierliche Ladungsverteilung

1. Betrachten Sie die folgende Ladungskonfiguration und berechnen Sie das elektrostatische
Feld:
Eine konstante Flichenladungsdichte o auf der gesamten xy-Ebene.

2. Verwenden Sie das Ergebnis (If(?) = sign(z)oé,/2¢)) um das Feld zweier unendlicher
paralleler Ebenen x = +a mit konstanten und gleichen Fldchenladungsdichten o zu be-
stimmen. Betrachten Sie durch die beiden Ebenen definierten Teilrdume getrennt.

Hinweis: Sie konnen das Integral aus 1. vereinfachen, indem Sie sich iiberlegen, welche Feld-
komponenten aus Symmetriegriinden verschwinden miissen. Es gilt f_ - (asz =2/a’

Losung:

1. Das Feld der mit konstanter Linienladungsdichte A belegten z - Achse findet man durch
Integration iiber die infinitesimalen Ladungselemente dg = Adz’ an den Orten 7 (') =
7é,:

o0

E@® = f A A—— fzp (22)

|7 — 2’|

Das Integral fiir die z - Komponente des Feldes lautet:

5]

1 , X
E(7) = 47gg fdz /l(xz +y2(z —7))3? @

—00

Mit der Abkiirzung x*> + y*> = @® und der Substitution 7 — z = £, dZ = d/ nimmt das
Integral die iibersichtlichere Form:

Ax r ac
E.(7) = 24
(M= f TEVIEE (24)
an, woraus mit dem angebenen Integral folgt:

E=-—X - L 2 (25)

2rgga?  2mey x* + 2

Entsprechend ergibt sich fiir die y - Komponente des Feldes:
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Ay
E(P) = —-— 26
® 2reg X2 + y? (26)
Zusammengefasst lautet das Feld daher:
A Xl +yé,
£ = 2rgy X%+ y? @7

Es zeigt radial von der Linienladungsdichte auf der z - Achse weg (fiir positives 1) und
sein Betrag nimmt umgekehrt proportional zum Abstand von der z - Achse ab.

2. Im Bereich x < —a links von beiden Ebenen wirken die Felder beider Ebenen in dieselbe

Richtung (-é,, o > 0), addieren sich also “konstruktiv’. Das Gesamtfeld dort is also:

Ed =-Za, (28)
£0

Im Zwischenraum —a < x < a zwischen den beiden geladenen Ebenen haben die Einzel-
felder zwar denselben Betrag, zeigen aber in entgegengesetzte Richtungen (+¢é,), addieren
sich also “destruktiv”. Das Gesamtfeld dort ist also:

E(®) =0 (29)

Im Bereich x > a rechts von beiden Ebenen wirken die Felder beider Ebenen in dieselbe
Richtung (&, o > 0), addieren sich also “konstruktiv”. Das Gesamtfeld dort ist also:

EP) = —&, (30)
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Aufgabe 4: Kugelkondensatoren

An den beiden abgebildeten Kugelkondensatoren liegt zwischen der inneren und der dufleren
Metallkugel die Spannung U an. Dabei stellen die schattierten Bereiche Dielektrika dar. Be-
rechnen sie fiir (a) und (b) die Kapazitit und die Flichenladungsdichte auf der dufleren und der
inneren Kugel. Nehmen Sie an, dass die Felder in beiden Fillen rein radial ausgerichtet sind.
(Sie konnen davon ausgehen, das sich die Kapazitit eines Kondensators durch das Ausfiillen mit
einem Dielektrikum der Dielektrizititszahl e um den Faktor € erhoht.)

(a) (b)
Losung:

Die Kapazitit eines Kugelkondensators mit innerem bzw. duflerem Radius R; bzw. R, wird durch
ein Dielektrikum im Zwischenraum um den Faktor ¢ vergrofert, also ist:

C= 47T880R 31D

a i

1. Wir denken uns nun den gegebenen Kondensator als Grenzfall von zwei ineinanderge-
steckten Kugelkondensatoren mit kleinem Luftspalt:

Auf beiden Kondensatoren befinde sich die Ladung Q, genauer: Auf der inneren Schale
des inneren Kondensators Q, aus seiner duleren —Q. Ebenso fiir den duleren Kondensator.
Dann herrscht in allen luftgefiillten Gebieten kein Feld.

Die Spannung zwischen den beiden Schalen des inneren Kondensators ist:

0

U ==
1C1

(32)
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RuR;
C= 47T8180& (33)
Ra1 — Ry
und entsprechend fiir den dufleren Kondensator. Die Gesamtspannung zwischen innerster
und duBerster Schicht der Anordnung ist also:

e 90 _ 0 (RalRil N RaRp» ) (34)

U=U,+U;=—+ =

C, C 4meg\Ry—Rin R —Rp
Lasst man nun den Luftspalt gegen O gehen, d.h. R,; = R = R, und definiert R;; =
R;,R,» = R,, dann erhilt man hieraus fiir die Gesamtkapazitit:

1 1 (R.—Ri R,-R,
— = + (35)
C  4ngo \eRu,R1  &R.R,
bzw:
RiR,R,
C = 47sy 1% (36)
€1 (Ra - Rm)Ri + 32(Rm - Ri)Ra
Anmerkung: Offenbar gilt:
1 1 1
-+ = 37
cC C G 7

d.h. es handelt sich hier effektiv um eine Hintereinanderschaltung der beiden Kondensa-
torhélften.
Die Fliachenladungsdichte auf der inneren Kugelschale ergibt sich zu:

0 cu g0€182RuR /R
oo 2 - CU_ (38)
47TR12 47T2Ri2 El(Ru - Rm)Ri + 82(Rm - Ri)Ra
und die auf der duleren Kugelschale entsprechend zu:
cU URiRm Ra
o _ £0€162 / (39)

79T 42R2 T 4nRe  varepsilon; (R — Ru)R; + &R — Ri)Ra

2. In diesem Fall befinden sich die beiden Hilften einer Kugelschalfe auf demselben Poten-
tial, tragen aber untschiedliche Ladungen:

Es gilt:
oO=CU , O=0CU (40)
mit den halben Kapazititen, also:

R.R; R.R;
C, =2 at\i , C, =2 atii
1 7T8180Ra —R,' 2 7T8280Ra —R,'

(41)

Die Gesamtladung betrigt also:
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€1 €2
-1 Q1 Q2 —Q2
R,R;
Q= Qi+ Q; = 2n(es + ex)eo o U (42)
und die Gesamtkapazitit daher:
C = 2n(er + en)s0—H (43)
= z7m(&q & goRa—Ri
Anmerkung: Offenbar gilt:
C=C+C, (44)

d.h. es handelt sich hier effektiv um eine Parallelschaltung der beiden Kondensatorhélften.

Es gibt 4 Flachenladungsdichten:

01 £180UR,/R;

g1; = =
i 2nR? R, —R;
oo = Or _ £1&UR; /R,
T 2R R, - R;
Oy &5 UR,/R;
O-Zi - 2 -
27R; R, —R;
O &&URi/R,
T2 =502 T TR, —R,
a a i
Technische Universitit Miinchen 10
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(48)
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Aufgabe 5: Toroid

Aus Al (y = 2 - 107°) wird ein Toroid mittleren Umfangs von [ = 20cm hergestellt und mit N =
250 Drahtwicklungen gleichm@dBig umwickelt. Wenn durch den Draht ein Strom von I = 104
flieft:
1. Wie grof} ist die Magnetisierung M des Aluminiums?
2. Wie hoch ist die magnetische FluBdichte im Aluminium?
3. Welcher Strom miisste flieBen, damit in der leeren Spule die gleiche magnetische Induk-
tion herrscht im wie Aluminium (wenn Strom flief3t)?

Losung:

Definitionsgleichungen mit Ergebnissen:

NI A
H=""=125002 (49)
[ m
A
M= yH=0,25> (50)
m
%
B = po(H + M) = poH(1 + x) = 4m - 1077 - 12500 - 1,00002— (51)
m
1%
B=1,57-107 (52)
m

Aus obiger Gleichung ist ersichtlich, dass der Beitrag von M zu B verschwindend klein ist.
Gleiches B ohne das Al-Toroid erhélt man, indem man den Strom um 20 - 107°A erhoht.

Aufgabe 6: Potential einer geladenen Kreislinie

Eine homogene positive Linienladungsdichte A ist in der xy - Ebene in Form einer Kreislinie mit
dem Radius R angeordnet (Skizze).

=

Technische Universitit Miinchen 11 Fakultit fiir Physik



Ferienkurs Merlin Mitschek, Verena Walbrecht 19.09.2014

1. Rechnen Sie nach, dass das Potential fiir beliebige Punkte auf der z - Achse durch ¢(z) =
egeben 1st. Stellen Sie ¢(z) graphisch darf und beschrieben Sie die Kraft, die au
2ff;wggb ist. Stellen Sie ¢(z) graphisch darf und beschrieben Sie die Kraft, die auf
E0 -
eine entlang der z - achse frei bewegliche Testladung in Abhingigkeit von ihrer Position

wirkt.

2. Zeigen Sie, dass ¢(z) fiir sehr grofe z so aussieht wie das Potential einer geeigneten Punkt-
ladung im Ursprung, und berechnen Sie fiir etwas kleinere z den ersten Korrekturterm zum
Punktladungspotential.

3. Angenommen, Sie wissen, dass sei eine in der xy - Eben befindliche homogen geladene
Kreislinie mit Zentrum im Ursprung und unbekanntem A und R vor sich haben und ver-
messen das Potential entlang der positiven z -Achse in groBem Abstand vom Ursprung.
Ihre Messgenauigkeit sei zunéchst nicht grofl genug, um den Potentialverlauf vom Verlauf
eines Punktpotentials unterscheiden zu konnen. Kénnen Sie die Gesamtladung und / oder
den Radius der Kreislinie anhand der Messwerte bestimmen?

4. Nun seien Sie bei der Vermessung des Potentials dem Ursprung so nahe gekommen, dass
Sie leichte Abweichungen vom % - Verhalten registrieren. Kénnen Sie nun die Gesamtla-
dung und / oder den Radius der Kreislinie bestimmen?

Losung:

1. Der Beitrag eines infinitesimalen Elements des geladenen Kreises zum Potential am Ort 7
ist:

1 dq

 dneg [P - P

(53)

Dabei ist 7 = Rcosg'é, + Rsing’@, der Ort des Elements und dg = ARdy’ seine Ladung.
Insgesamt erzeugt die geladene Kreislinie also am Ort 7 = zé, das Potential:

(54)

2
1 AR
= d 4
) = oo f e
0

Der Integrand hdngt nun gar nicht mehr von ¢’ ab (was physikalisch klar ist: alle Ladungs-
elemente liefern denselben Betrag zum Potential bei 7 = zé,, da die Ladungsverteilung
symmetrisch zur z - Achse ist), sodass die Integration trivial ist:

AR
#(2) = ﬁ (55)

Bild (die Einheit auf der z - Achse ist R, auf der ¢ - Achse AR 2¢y):

Die Kraft ergibt sich aus der (negativen) Ableitung des Potentials. Also wirkt im Mit-
telpunkt des Kreises bei z = 0 keine Kraft, dort herrscht instabiles Gleichgewicht. Fiir
positive und negatibe z gibt es eine symmetrische abstolende Kraft, die bei ca. z = +R
maximalen Betrag erreicht und fiir unendlcihen Abstand gegen Null geht.
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/09
0.8

0.7 7

0.57
0.4+

0.37

2. Wir ziehen einen Faktor z aus der Wurzel im Nenner des Potentials heraus und erhalten
SO:

AR 1
= 56
0= S (56)

Fiir sehr grofe z - genauer: fiir sehr kleine R/z, d.h. z > R - kann man (R/z)* gegeniiber 1
vernachlédssigen und erhilt:

AR
P~ 5— (57)

2802
Dies ist das Potential (auf der positiven z - Achse) einer Punktladung der Groe Q = 2nRA
im Ursprung.
Um nun den ersten Korrekturterm zu berechnen, verwendet man etwas systematischer die
Taylor-Entwicklung von ¢(z) in der kleinen GroB3e R/z ("Entwicklung um Unendlich™):

5 AR 1 /lR( 1R2+ ) 58)
) = = - ==+ ..
2802 \[T+ (Rj72 2602 27
Also:
AR AR?
~ _ A 5
#(z) evz  degd (59

3. Wenn man nur das fiir die Punktladung charakteristische 1/z - Verhalten des Potentials
messen kann, dann kann man durch einen Fit der Messwerte an:

60 = & (60)
280Z

das Produkt AR, also die Gesamtladung Q = 2wRA bestimmen, aber nicht die beiden Fak-
toren A und R getrennt. In sehr groBer Entfernung macht sich also nur die Gesamtladung
der Verteilung bemerkbar, aber nicht ihre rdumliche Anordnung.
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4. Daman aus 3. AR kennt, kann man von den Messwerten das Punktpotential %‘; ("Monopol-
Anteil”) subtrahieren und die verbleibende Differenz an:
AR?
Dz) = - 61
8@ =1 1)

fitten. Das liefert zunzchst AR?, durch Division mit dem bekannten AR also R? und so den
gesuchten Wert R.

Aufgabe 7: Magnetisierbarer Halbraum

In einem kartesischen Koordiantensystem ist der Halbraum z < 0 mit einem magnetisierbaren
Material der Permeabilititszahl p, gefiillt, der Halbraum z > 0 ist leer. Auf der Oberflidche des
magnetisieraren Materials verlduft entlang der y - Achse ein unendlich langer gerader Draht
mit vernachlissigbarem Querschnitt, durch den ein konstanter Strom der Stérke 7 in positive y -
Richtung fliet. Bestimmen Sie H, B und M im Leerraum und im magnetisierbaren Material.

Hinweis: Nehmen Sie an, dass H, B und M die Form ﬁ(f') = H,(r)é, im AuBenraum bzw.

H®P) = H;(r)é, im Innenraum haben etc., wobei r der Abstand zum Draht und ¢ der Winkel um
die y - Achse ist.

Losung:

Das "modifizierte Amperesche Gesetz”:

fd?-ﬁ:fd§-f (62)
A

0A

fithrt mit dem Ansatz:

H® = H02, ., H® =H(re, (63)
und einem Kreis vom Radius » um den Draht als Integrationsweg auf:

arH (f) + nrHi(r) = 1 (64)

Es fehlt noch der Zusammenhang zwischen Innen- und Aufienfeld. Wegen V.B = 0 muss
die Normalkomponente von B beim Ubergang von Materie ins Vakuum stetig sein, also (r -
Abhingigkeit im folgenden nicht ausgeschrieben):

B =B, (65)

Mit dem Zusammenhang zwischen B und H, nimlich:

1
H; =

= B; (66)
HMoMy
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bzw:

1
H,=—B, (67)
Ho

folgt hieraus die gesuchte Verbindung zwischen H, und H;:

1 1 1
B; = B,=—H, (68)
HoMr Hr

H =
HoMr

Zusammen mit der obigen Gleichung sind das zwei Gleichungen fiir die beiden Unbekannten
H; und H, mit der Losung:

w1 1 1

H,(r) = — , H@m-= — 69
a(r) 14y, nr i(r) 1+u, nr (69)
Daraus nun B, und B;:
r (II
Bu(r) = 2 = B (70)
14y, nr
Zum Schluss ergibt sich die Magnetisierung M aus der Definition H:
- 1 - -
H=—B-M (71)
Ho
zu:
My,(r)=0 (72)
(klar) und:
=10
My ="~ (73)
M+ 17r
Zusammengefasst:
5 11 iéﬁ,, fir0<ep<n
Hpy = twme (74)
Tagrs 77 Ce flirm <@ <2nm
. . ol
B =+t % fir 0<g<on (75)
1 +pu, nr
B Ll Ly fir0<g<
M(I_‘)) — ) utl ﬂre</’ u sps7w (76)
firm<e<2rm
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Aufgabe 8: Allpass-Filter

In der folgenden Abbildung ist ein sog. Allpass-Filter dargestellt:

R

Uz’n Uout

1. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion H(w) = L

Hinweis: Durch genaues Hinsehen erkennt man, zlass die Schaltung auch in einer et-
was einfacheren Form gezeichnet werden kann. Verwenden Sie den komplexen Ansatz
Un(t) = Uipe™ und rechnen Sie mit komplexen Widerstdnden, um die komplexen Ampli-
tuden fl und fz der Strome 1,(t) = I e und L (1) = I}e’“’ und daraus U{,m zu bestimmen.

Das Endergebnis lautet: H(w) = %.

2. Wie grof3 sind der Verstirkungsfaktor und die Phasenverschiebung als Funktionen von w?
Warum heif3t die Schaltung " Allpass-Filter”?

Losung:

1. Durch genaues Hinsehen erkennt man, dass sich der Allpass-Filter auch in der folgenden
Form darstellen lésst:

Es handelt sich um zwei identische ungekoppelte RC - Schaltkreise, die an die gemein-
same Wechselspannungsquelle U;,(f) angeschlossen sind, wobei die Ausgangsspannung
U,.(t) zwischen den markierten Punkten 1 und 2 abgegriffen wird. Auflerdem sind die
positiven Richtungskonventionen /; und I, eingezeichnet, ebenso die positive Richtung
fiir die Eingangsspannung. U,,(f) soll also positives Vorzeichen haben, wenn sie an der
Pfeilspitze positives und am Pfeilende negatives Potential erzeugt. D.h. der Pfeil gibt die
Bewegungsrichtung der positiven Ladungstriger durch die Spannungsquelle an. (Beliebi-
ge andere Konventionen sind moglich, miissen aber konsisten durchgehalten werden.)
Dann ergibt sich die komplexe Amplitude /; aus der komplexen Amplitude U, per:

—Ua (77)
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Iz
2 — o
| I b
R 2
— U | (§)~ (o R
1 R
. ]
- | '
I !

denn bei der Reihenschaltung von R und C addieren sich deren komplexe Widerstinde.
VorzeichenmafBig ist das korrekt, wie man aus dem Spezialfall ohne Kondensator (also
C = o) erkennt. Fiir [, gilt entsprechend:

A 1 .
L =- Uin (78)

1
R+R

Das negative Vorzeichen ist korrekt, wie man wieder sieht, wenn man den Spezialfall ohne
Kondensator betrachtet.
Wegen:

Uos = 1 =2 = 1 = ¢ + ¢, = ¢35+ ¢, — ¢ = Uiy — RI + R (719)
—_——— —— —
—RI, Uiy RI,

ist die gesuchte komplexe Amplitude U, der Ausgangsspannung also:
Oom‘ = 0[7[ - Ril + RiZ (80)

Setzt man hier nun die oben bestimmten / 1 und fz ein, dann folgt:

~ A~ 1 A~ 1 ~ 2R A
Ui =Upn —R 1 Upn +R|- 1 Un|=|1- 1 Ui (81)
R+m }"+R R+R

Hieraus kann man die Ubertragungsfunktion ablesen:

2R
Hw)=1- : (82)
iwC
die sich allerdings noch in eine deutlich schickere Form bringen ldsst:
| 2R | 2iwoRC 1+ iwRC —2iwRC 1 - iwRC 83)
R+:=  iwRC+1 1 + iwRC ~ 1+iwRC
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Also im Ganzen:

1 —iwRC
Hw) = ———— 84
@) = ore &
2. Der Verstirkungsfaktor ist das Verhiltnis der reellen Amplituden von Ausgangs- und Ein-
gangsspannung:

0014

vl / f (85)
|Uin|

also einfach der Betrag der Ubertragungsfunktion V = |H(w)|. Im betrachteten Fall ist:

1 —iwRC |1 —iwRC| 1+ w*R*C?
H — = = = 1 86
I = 70re! = T3 iwRC] ~ 1+ o2REC? (86)

Die Phasenverschiebung zwischen U;,(f) und U,,,(¢) ist entsprechend die komplexe Phase
der Ubertragungsfunktion. Die berechnet man am einfachsten, indem man die Darstellung
1 + iwRC = re' benutzt:

1 —iwRC re”
1 +iwRC ~ ref¢
H(w) ist also ein reiner Phasenfaktor (klar, denn |H(w)| = 1). Fiir den Phasenwinkel ¢ gilt
aufgrund seiner Definition:

H(w) = = ¢ 2 (87)

re¥ =1 +iwRC = ¢ = arctan(wRC) (88)

Also ist die gesuchte Phasenverschiebung zwischen U;,(¢) und U,,,(?):

Ap = =2¢ = =2arctan(wRC) (89)

Der Allpass-Filter erzeugt also ein Ausgangssignal, dessen (reelle) Amplitude fiir alle
Frequenzen mit der (reellen) Amplitude des Eingangssignals iibereinstimmt, das aber eine
frequenzabhingige Phasenverschiebung aufweist. Daher der Name ”Allpass-Filter”.

Aufgabe 9: Lorentz-Transformation

Zwei Raumschiffe R; und R, starten zur Erdzeit ¢ = O fiir eine Forschungsmission in Richtung
des Sternbildes Cygnus (Schwan). Mit der Erdstation sei das System S (¢, x), mit dem Raumschiff
R, das System S’(#',x’) und mit dem Raumschiff R, das System S” (¢, x”) fest verbunden.
Bezogen auf die Erdstation hat das Raumschiff R die Geschwindigkeit 0, 6¢ und das Raumschiff
R, die Geschwindigkeit 0, 8c. Die Borduhren sowie die Missionsuhr auf der Erdstation wurden
beim Start synchronisiert und die Systeme S, S’ und S”’ seien gleich orientiert.

1. Zeichnen Sie ein Minkowski-Diagramm fiir das S - System und tragen Sie die Weltlinien
der Raumschiffe R| und R; ein. Fiir das Diagramm, DinA4 - Querformat,

t - Achse: lecm 2 1h,0<t<15h,
x - Achse: 1m £ 1 Lichtstunde (Lh),0 <x <12 Lh.
Das Diagramm wird im Laufe der Aufgabe weiter vervollstandigt.
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2. Bestimmen Sie die Geschwindigkeit des Raumschiffes R, im Sysmte des Raumschiffes
R;.

3. Zum Zeitpunkt #; = 1h wird zur Kontrolle an die Raumschiffe ein Lichtspruch gesandt.
Der Lichtspruch wird vom Raumschiff R, zum Zeitpunkt 7}’ (Ereignis P) sofort beantwor-
tet und zur Erdstation zuriickgesandt und trifft dort zum Zeitpunkt #3.

Tragen Sie das Ereignis P ind das Minkowski-Diagramm auf Teilaufgabe 1. ein. Berech-
nen Sie sodann die Zeit 7.
[Teilergebnis: 13 = 2 tl]

V2

4. Nach #, = 10 Stunden Flugzeit registriert das Raumschiff R, (Ereignis Q) gleichzeitig
zwei Sternenexplosionen E l(t’Q, Xxg,) und Ez(té, Xg,). Der raumliche Abstand |xg, — xg,|
der beiden Expolsionen wird zu % Lichstunden bestimmt. Die Ereignisse E| und E; liegen
symmetrisch zur halben bis #;, von R zuriickgelegten Flugstrecke. Das Raumschiff meldet
das Ereignis Q sofort per Lichtspruch an das Raumschiff R, und die Erdstation. Auf der
Erde trifft die Nachricht zum Zeitpunkt 74 und auf R, zum Zeitpunkt #; ein.

Tragen Sie das Ereignis Q in das Minkowski-Diagramm aus Teilaufgabe 1. ein. Berechnen
Sie sodann die Zeitpunkt #4 und #;. Verwenden Sie Ihre Ergebnisse aus den Teilaufgaben
1 und 3.

5. Berechnen Sie die rdaumlichen Koordinaten xg, und xg, der Ereignisse E; und E; im
System §'. Tragen Sie sodann die Ereignisse £ und E; in das Diagramm aus Teilaufgabe
1. ein. Erldutern Sie kurz, welche Bedeutung die Linie hat, auf welcher die Ereignisse
0, E; und E, liegen.

6. Zeigen Sie anhand Threre bisherigen Ergebnisse, dass fiir das Raumschiff R; die Ereignis-
se E; und E, zwar gleichzeitig stattfinden, die Erdstation aber die beiden Ereignisse im
Abstand von 2 Stunden registriert.

Losung:
1. Raumschiff R;: v = 0.6C = ¢, Raumschiff Ry: v, = 0,8¢ = ¢ d.h:

ﬁzzi{ﬂl - ©0)

wlhs »w
=
Il

[N [N

c B2

| —_—
:H

)

U

—_——
\<

S

Il
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2. vy = i—’g ist die Geschwindigkeit des Raumschiffs R, im Erdsystem. Lorentz-Transformation

ins System S’:

Ct// = V(Ct—,BX) N X_’ — x—_ﬁCt _ );C—,BC (91)
x' = y(x - Bct) o " ci-Bx  c—px
somit:
4 AX' % _ﬁC V2 =V
VT Fri ©2)
c At c
Einsetzen der Zahlenwerte:
0.8-0.6 ! 5
2 = = =3 93
2TTo0806° 12277 13 93)

Das Raumschiff R, hat im System des Raumschiffs R; die Geschwindigkeit v, = %c.

3. Dem Minkowski-Diagramm entnimmt man einen linearen Zusammenhang zwischen ¢

und ¢’:
=kt . 2
l3=k'l‘é/}=>t3_k kl‘]—k[] (94)

Es gilt mit x, = c(t, — ;) und 1 = 1(t + 17):

—(BLh )_f _
)CQ—C(2+2 5] —2(l3 1) (95)

und:
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X2 %(tfi_tl) _ B

V)= — = =cC (96)
T n+n) B+h
Einsetzen von 3 = k21, ergibt:
k-1 2 2 2
v, =c¢ Skvat+twvm=cks—c=2k(c—vy)=c+W 97
K+1
+
Sk=2 (98)
CcC—V
mit v, = % und #; = 14 folgt:
4
=kt =—=1=9=1t=9% (99)
-3

4. Zum Zeitpunkt ¢, = 10 h wird ein Lichtsignal nach R, und zur Erde geschickt. Mit dem
Ergebnis aus Teilaufgabe 3:

K= = =4 (100)

somit:
ty =k -tp=2-10h = t4 = 20h (101)
Das System S bewegt sich nach Teilaufgabe 2. mit der Geschwindigkeit v, = l%c gegen
S’, damit:
, c+v , 1+ 15—3 3
K = 2 g = > =2 (102)
C—V, 1- 3
somit:
7 7’ / 7 3 7’
t4=k2~tP=>t4=§-1Oh=>t4=15h (103)
5. Halbe Flugstrecke:
35 15h 15
= . = . = Zc= . 1 = — = —L 1 4
Xg =Vvi-lg=Vvi-Yi, 5c4 0h 2c:xQ > h (104)
X0 Vlyt,Q 15
= — = .= —Lh 105
X5 = e (105)

Die Ereignisse liegen symmetrisch zu x,s. Der Abstand |x, — x}. | wird in §” gemessen,
Abstand [x,, — xg,| in § durch Lingenkontraktion. Herleitung der Lingenkontraktion aus
Lorentz-Transformation:

Die Ereignisse finden in §” gleichzeitig statt, d.h. 7, =1

/
=
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0 = yilc(tg, — tg,) = B1(xg, — xg,)] = c(tg, — tg,) = B1(xEg, — XE,) (106)

und:
(X, = xg) = VilCee, = xg,) = Biclts, = tg)] = yi(xg, = xg,)(1 = B7)
_ 2B T XE (107)
Y1
damit:
, 5 8
|Xg, — XE,| = Y1lxE, X, | = 1 th =2Lh (108)
Die Ereignisse haben damit die Koordinaten:
B Ixg, —xg,| (15 Xg, = 14—1Lh
XE,-—XsiT— ZilLl’l=>XE2=%Lh (109)

Gerade durch die Punket £/, E; und Q: Gleichzeitigkeitslinie im System S”’.

6. Ein Beobachter in der Erdstation misst einen zeitlichen Abstand von 1 Lh zwischen den
beiden Explosionen.
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