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1 Raumschiff

Ein Raumschiff fliegt mit 60% der Lichtgeschwindigkeit an einem Stern vorbei, der sich an-
schickt als Supernova zu explodieren. Nachdem das Raumschiff den Stern passiert und sich
(vom Inertialsystem des Sterns betrachtet) 6 Lichtminuten von ihm entfernt hat, bricht die Su-
pernova aus.

1. Zeichnen und beschriften Sie ein Minkowski-Diagramm, das die Situation beziiglich des
Inertialsystems des Sterns darstellt. Im Nullpunkt des Diagrams soll sich dabei das Ereig-
nis “Das Raumschiff passiert den Stern” befinden.

2. Welche Koordinaten hat der Supernovaausbruch im Inertialsystem des Sterns?

3. Berechnen Sie mit Hilfe der Lorentz-Transformation, welche Zeit auf der Raumschiffsuhr
zwischen dem Vorbeiflug am Stern und dessen Explosion verstreicht.

4. In welcher Entfernung ereignet sich die Supernova vom Raumschiff aus betrachtet?

Losung:

1. e E;:”Das Raumschiff passiert den Stern”

e FE,: ”’Das Raumschiff ist (im Inertialsystem des Sterns) 6 lmin vom Stern entfernt

e FEj5:’Die Supernova bricht aus”

tin mun |
G lmin

f-’o:< 'L-‘,'

Stern

aumschiff

rin lmin

2. Die Ortskoordinate von E3 im Inertialsystem des Sterns ist:

x=0 ey

Ej5 ist laut Angabe im Inertialsystem des Sterns gleichzeitig mit E,. Da sich das Raum-
schiff mit v = 0, 6¢ bewegt, ist die Zeitkoordinate von E»:

t_xz_élmin
2Ty T 0, 6¢

= 10min 2
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also:

t3 = 10min 3)

3. Gefragt ist nach der Zeitkoordinate von E3 beziiglich dem bewegten System des Raum-
schiffs. Die Lorentz-Transformation:

, y
f=y(n-5x) “)
liefert mit den Koordinaten aus 2:

;= 1,25 (10min — 0) = 12, Smin %)
4. Gefragt ist nach der Ortskoordinate von E3 beziiglich des bewegten Systems des Raum-
schiffs. Die Lorentz-Transformation:
, v
% = (s = vis) = y (s = Zeny) ©)

liefert mit den Koordianten aus 2:

X, =1,25-(0—0,6 - 10lmin) = =7, 5min 7)

Die Entfernung ist also |x}| = 7,5 Imin.

2 Relativistische Kinematik

In einem Raumschiff, dass sich mit %c von der Erde weg bewegt werden verschieden Experi-
mente durchgefiihrt. In einem ersten Experiment wird der Zerfall eines 7* - Mesons untersucht.
Das 7 - Meson zerfillt innerhalb von 2,5 - 10735 in ein 4 - Meson und ein Neutrino. Die
kinetische Energie des " - Mesons sei gleich % seiner Ruheenergie.

1. Geben Sie die Geschwindigkeit des 7t - Mesongs beziiglich des Raumschiffs an.

2. Berechnen Sie sodann die Strecke, welche das Meson im Raumschiff zuriicklegt, bevor es
zerfallt.

In einem zweiten Experiment werden in einem elektrischen Feld Elektronen, Ruheenergie Ey =

511keV, aus der Ruhe auf v, = %c relativ zum Raumschiff entgegen der Flugrichtung beschleu-

nigt. Berechnen Sie die Spannung, welche zum Beschleunigen der Elektronen notwendig ist.

Losung:

Technische Universitit Miinchen 3 Fakultit fiir Physik



Ferienkurs Merlin Mitschek, Verena Walbrecht 18.09.2014
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1. Relativistische Energie E = N vE)y, die kinetische Energie ist:
2 5
EkinZE—EO=>E=Ekin+E0=(’)/+1)E0= §+1E()=§E() (8)

d.h. y = 3. Berechnung von v aus y:

1 1 / 1
)/2:—1_[32:)1—[32:77:[3: 1_77 (9)

9 4 &Y
= 1l—-—=—=-=
p 25 5

= v(r") = gc (10)

2. Im Eigensystem des Mesons hat es eine Lebenszeitvon 7 = 2,5 10785, nach Teilaufgabe
1. bewegt es sich mit v(n*) = %c d.h. Lorentz-Transformation:

ct’ = y(ct — Bx) (11
X = y(x—Bet)’S x = Bet (12)

/ 2 2 _ Ct
ct =y(ct—,Bct)=yct(1—,B)=;:>TR=7T (13)

Flugstrecke im Raumschiff:
X =v(n*) - T = v(x*WT (14)
4 5 m 5
=z 2:3-10°~->.10"° =1 1

xR533 OS20sﬁxR Om (15)

3. kinetische Energie: Ey;, = e - U, und relativistisch:
2a
En=E-Ey=vyEy—Ey=(y-1E (16)

1_
seU=(-yE =U=—"

Ey a7)

Berechnung von v,

25 144 13
N—1 _ = ' r_ 2
0 =V "1 Vi =" 12 (18)

1 1 1
SllkeV (_3_) = SUKV - = = U = 43V (19)

U=
12

e
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3 Sender der Mondlandefihre

Der Sendepol einer Mondlandefihre erzeugt elektromagnetische Wellen, deren maximale elek-
trische Feldstirke im Abstand ; = 500m senkrecht zur Dipolachse E; = 0, 4V/m betrigt.

1. Fir die elektrische und magnetische Energiedichte gilt in diesem Fall:
up = —goE?* = LB2 = ug (20)
2 210

Was folgt daraus fiir das Verhiltnis E£/B, und wie grof ist die maximale magnetische
Feldstiarke B; im Abstand r| senkrecht zur Dipolachse?

2. Wie grof} ist die gesamte maximale Energiedichte # = ug + up in einem Abstand r, unter
einem Winkel 6 zur Dipolachse, ausgedriickt durch E} und r;, und was ist ihr zeitlicher
Mittelwert? Wie gro8 ist dort die mittlere Strahlungsintensitit?

3. Welche Werte haben die mittleren Strahlungsintensititen senkrecht zur Dipolachse im
Abstand | und auf der Erde (r; = 384000km) ? Welche mittleren Intensitdten erhélt man
unter einem Winkel von 45° zur Dipolachse?

4. Der Empfinger auf der Erde bendtigt als Mindesfeldstérle 0, 5u4V/m. Kann er die Signale
vom Mond senkrecht zur Dipolachse bzw. unter 45° empfangen?

Losung:

1. Aus der Gleichheit der elektrischen und magentischen Energiedichte folgt:

1
&E* = —B (21)
Ho
also:
E 1
— = =c (22)
B +feouo

Die magnetische Feldstirke am Ort 1 ist also:

E. _ 0,4V/m

Bl=—=————=1,33nT 23
LT T 299792458m/s " 23)
2. Die Abstrahlcharakteristiki des Dipols lautet:

S sin sin*(6) (24)

Da die Energiedichte u proportional zur Strahlungsintensitit S ist:

S =cu (25)
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gilt dieselbe Richtungscharakteristik auch fiir die Energiedichte.

Da auflerdem die Intensitit mit dem Quadrat der Entfernung abnimmt, tut dies auch
die Energiedichte. Zusammengenommen ergibt sich fiir die Energiedichte am Ort 2 in
Abhingigkeit von der Energiedichte am Ort 1:

2
umax(VZs 9) = Slnz(e) (;) umax(rl P 900) (26)
2

bzw. ausgedriickt durch E;:

2
Umax(r2, ) = sin’(6) (:—‘) Yo 27)
2

Der Zeitmittelwert der Energiedichte an einem festgehaltenen Ort bestimmt sich aus Mit-
telung der zeitabhingigen Gleichung:

u(f) = Uy sin*(wt — kr) (28)
die wiederum aus:
E(t) = E paxsin(wt — kr) (29)
folgt. Also:
T
i = um% f dtsin*(wt — kr) (30)
0

Das Integral wird mit der Substitution:

1
wt—kr=1 , dt=—dr 31D
w

Zu:

T wT—kr

1 . 9 1 . 5
T fdtsm (wt —kr) = o f dtsin“(1)

0 —kr
2n—kr

1
' f drsin®(t)

—kr

(32)

1 [+ 1 2m—kr
= o [E - Ecos(‘r)sin(‘r)]_kr

Also:
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1
u= zumax (33)
und spezielle am Ort 2:
1 1 2
Uy = ZUpaxp = _Sinz(g) ﬂ Umax,1 (34)
2 2 r
bzw. ausgedriickt durch Ej:
_ 1, 2 r : )
iy = =sin“(0)[ — | ekE] 35
2 r
Die mittlere Strahlungsintensitit ergibt sich genauso aus der maximalen Strahlungsinten-
sitédt zu:
| 1
S = ESmax = zcumux (36)
Also am Ort 2:
= ] 1 .2 ry 2 1 ) ry 2 2
S = —Clpaxp = zcSin“(O)| — | Umaxy = zcsin“(0)| —| ek 37
2 2 1) ’ 2 1)
3. |
Sohwwzzwﬁﬁzam-mﬁwm2 (38)
1 (r)
SO}9O%§C(5)sz%=3Jm-H)mWUm2 (39)
2
_ 1
SMATﬁEmMMﬁmﬁ=Qm5m4WM (40)
G oy _ L oo [T ’ 2 -16 2
S(rp,45°%) = Ecsm 45°)|—| eEy =1,80-10""W/m 41
r2

4. Wegen der invers-quadratischen Abnahme der Strahlungsintensitit nimmt die Feldstirke
invers-linear mit der Entfernung ab, also:

E="E (42)
r
Damit folgt:
E>(90°) = ;E1(90°) =0,521uV/m (43)
2
E>(45°) = ﬂsin(45°)E1(90°) =0,368uV/m (44)
rn

Also ist senkrecht zur Dipolachse Empfang moglich, im Winkel von 45° nicht.
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4 Sphirische Welle

In Kugelkoordinaten stellt die sphérische Welle:

E(t, 7 = O—:sin(ﬂ)cos(wt —kr)és E(t, P = 'gsin(ﬁ)cos(wt - kr)é, (45)

mit @ = Sc das Fernfeld eines Hertzschen Dipols dar. Berechnen Sie die mittlere Leistung, die
von diesem Dipol durch die Halbsphire 0 < @ < 5, r = lkm abgestrahlt wird, wenn « den Wert
100 V hat.

/2
Hinweis: Die elektrische Feldkonstante ist £y = 8,85 - 107'2C?/Jm. AuBerdem: f ddsin®® =
0

%. Wenn Sie das zeitliche Mittel von cos*(wt + ¢) kennen, brauchen Sie es nicht auszurechnen.

Losung:

Die momentane Strahlungsintensitit (Einheit W/m?) an einem bestimmten Ort ist durch den
Poynting-Vektor:

S =eyc?E x B (46)
gegeben. Im vorliegenden Fall sieht er konkret so aus:

2
S, 7 = aoczar—fsinz(ﬁ)(wt —kr)é. = socc:—z sin?(Pcos® (wt — kr)e, 47

Er zeigt also stets in radialer Richtung vom Ursprung (= Ort des Dipols) weg und sein Betrag
oszilliert zwischen 0 und dem ortsabhéngigen Maximalwert soc‘;’—z2 sin®9). Die momentane Strah-
lungsleistung (= Energiefluss, Einheit W) durch die Halbsphére ist das Oberflachenintegral:

/2 2

P= f dA-§ = f d9 f dersin()e, - § (48)

HS 0 0
(Da die Strahlungsintensitit wegen dem Faktor sin’(:#) nicht auf der Halbsphire konstant is,

kann man nicht einfach den Betrag von S mit der Fliche 27r% der Halbsphire multiplizieren,
sondern muss das Integral berechnen). Also:

/2
4
P@) = 27rsocazc0s2(wt —kr) f dﬁsin3(ﬂ) = ?ﬂsocazcosz(wt —kr) 49)
0

Dies ist die momentane Strahlungsleistung zur Zeit ¢ durch die Halbsphére mit Radius r. Das
zeitliche Mittel davon ist:
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T

P= % f dtP(f) (50)

0

also im Wesentlichen durch das Zeitmittel des cos? - Terms gegeben. Dieses hat bekanntermaBen
den Wert 1. Also:

. 2r )
P=—¢gyca

3 619

unabhingig von r. Als Zahlenwert ergibt sich mit & = 100V:

P =555W (52)

5 Verallgemeinerte Wellengleichung

1. Leiten Sie aus den Maxwell-Gleichungen die verallgemeinerte Wellengleichung:

(o

L1 = N
AE—;E: 2E (53)

&pC

her, die die Ausbreitung des E - Feldes in einem Medium mit Leitfdhigkeit oo > 0 und La-
dungsdichte p = 0 beschreibt. Hinweis: In einem solchen Medium gilt zwischen Strom-
dichte und E - Feld der Zusammenhang j = oE. eund u seien 1.

2. Losen Sie die verallgemeinerte Wellenzahl k£ komplex. Bestimmen Sie den Realteil und
den Imaginérteil von k.

3. Betrachten Sie eine elektromagnetische Welle der Frequenz v = 100MHz in Kupfer
(Leitfdhigkeit o = 58MS/m). Berechnen Sie, wie weit die Welle kommt, bevor ihre
Feldstérle auf ein e - tel ihres Anfangswertes gesunken ist.

Losung:

1. Die Maxwell-Gleichungen lauten:

1

V.-E=—p (54)
&0
- 1 : -
VxB-SE=pj (55)
C
VxE+B=0 (56)
V-BE=0 (57)
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Nun sollen gelten p = 0 und f: oE. Dann ergibt die Rotationsbildung der dritten Glei-

chung unter Verwendung der zweiten Gleichung:
o 2 S > 1 5 A (=t
VXVXE=-VxB=—-VXB)= —(/10]+—2E)—/100'E— —2E
c c
Mit der Identitét:

VXVXE=-AE-V(V-E)

folgt daraus:
_» _ prY )
—AE+V(V-E) = -pok - SE
c
und da wegen p = 0 die Divergenz von E verschwindet, ergibt sich:

L1 3 N
AE — —E = uypcE

2
bzw. wegen:
1

EoMo c_2
schlieBlich:

l . .

AE-LFo T f
c? &oc?

2. Der Ansatz:

E(.7) = Egz.e

fihrt auf:

E-= iwEy2.e" W=+

3 ot
E= _wZEOZZet(wI kx)

AE = —k2Ey2.e" ")

Eingesetzt in die Wellengleichung aus 1. ergibt sich die “Dispersionsrelation”:

a)2 ow

B==—i

¢z gyc?

Wegen:

k=k +iki — K=k -k +2ikk

(58)

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

(65)

(66)

(67)

(68)

(69)
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folgt fiir k, und k; das nichtlineare Gleichungssystem:

w?

-k =— (70)
c
ow
kiki = ——— 71
2e0c? 7D

Durch Elimination von k; mithilfe der zweiten Gleichung erhélt man eine quadratische
Gleichung fiir k2:
W?, oWt

4 _
k,—c—zk,—@_o (72)

mit der Losung:

w wt o2w?

Y e el 73
T2c? 4¢*  4eoct (73)

(Die zweite Losung mit dem negativen Vorzeichen vor der Wurzel kommt nicht in Be-
tracht, da diese auf einen negativen Wert fiir k2 fiihren wiirde.) Fiir kl.2 folgt daraus:

w? wt  o2w?
2=y 74
! 2c? 4ct 48(2)6‘4 74)
Dann sind die Betrdge von &, und k; festgelegt:
w? ot o?2w?
kl=AlsztAl3t 53 75
e J 2c2 4c4 48(2)6‘4 (75)
bzw:
w? wt o2w?
kil = Al m e + [ + 76
il J 2¢2 2c4 48(2)6‘4 (76)

Uber die Vorzeichen kann man keine Aussage machen, nur das relative Vorzeichen von k,
und k; ist durch:

ow

kyki = 77

2gpc?

festgelegt: Es muss negativ sein. Physikalisch ist das anschaulich, wenn man sich die
Gesamtlosung fiir die Welle anschaut:

E([, ;7.) — Eoé‘zei(wl—(k,+iki)x) — Eoé‘zei(wl—k,-x)ek,-x (78)

Das Vorzeichen von k, beschreibt die Ausbreitungsrichtung der Welle, entweder in po-
sitive oder in negative x - Richtung und ist daher frei wihlbar. Das Vorzeichen von k;
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beschreibt offenbar ein exponentielle Anwachsen oder Abklingen der Welle wihrend sie
sich ausbreitet. Realistisch ist aber nur ein Abklingen in Ausbreitungsrichtung, verursacht
durch den Energieverlust durch Erzeugung von Joulescher Wirme im leitfahigen Medi-
um. Also muss das Vorzeichen von k; negativ sein, wenn das Vorzeichen von k, positiv
ist, die Welle sich also in positive x - Richtung ausbreitet, und umgekehrt.

3. Das Abklingen wird durch den Exponentialfaktor:

ek,‘x — e—i\ki|x (79)

(fiir Ausbreitung in positive x - Richtung) beschrieben. Die Abklinglénge L ist also der
Kehrwert von |k;|:

1 w? ot o2w?
— =kl = —— + —_— t — 80
L il J 2¢2 4c*  degct (80)

Einsetzen der gegebenen Welle fiir Frequenz und Leitfdhigkeit ergibt:

kil = 1,51 - 10°m™" (81)

also:

L=06,61um (82)

6 Polarisation

Beschreiben Sie die Art der Polarisation fiir die ebenen elektromagnetischen Wellen, die durch
die folgenden Gleichungen fiir das E - Feld beschrieben werden:

1. E, = Egsin(kx —wt) , E.=4Egsin(kx — wt)
2. E, = —Egcostkx + wt) , E,= Eysin(kx + wt)

3. Ey =2Epcostkx—wt+3) , E;=-2Epsin(kx — wt)
Losung:
Fiir x = 0 ist die Art der Polarisation leicht zu erkennen:

1. Ey = -Epsin(wt) , E;=—-4Eysin(wr)
2. E, = —Egcos(wt) , E;= Eysin(wr)

3. Ey, =2Eysin(wt) , E,=2Eysin(wt)

Dann kann das E - Feld als eine Funktion der Zeit skizziert werden und die Polarisation einfach
abgelesen werden:
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1. linear
2. zirkular

3. linear
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