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1 Draht

Strom flieit durch einen unendlich langen Draht mit Radius a. Dabei ist die elektrische Strom-
dichte Jj konstant, homogen und zeigt aus der Abbildung heraus:

1. Berechnen Sie die Grofie des Magnetfeldes B(r) fiir einen Radius r < a und einen Radius
r>a.

2. Was passiert mit der Richtung des Magnetfeldes wenn die Richtung des Stroms umgekehrt
wird, so dass er in die Zeichenebene hineinflie3t?

3. Durch den Draht wird jetz ein Loch gebohrt. Das Loch den Radius b (mit 2b < a) und istin
der Abbildung gezeigt. Der Punkt O befindet sich in der Mitte des Drahtes und der Punkt
M ist in der Mitte des Loches. In diesem modifizierten Draht existiert eine Stromdichte
und bliebt gleich Jj tiber den verbleibenden Querschnitt des Drahtes. Berechnen Sie die
Grofle des Magnetfeldes bei M, bei L und bei N und begriinden Sie Thre Antworten.
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Losung:

1. Fiir r < a ergibt sich aus dem Ampereschen Gesetz:

f§d§ =2nrB = uol = ,u0J07rr2 (D)
und damit das Magnetfeld mit:

B podorr? _ HoJor @)
2nr 2

gegen den Uhrzeigersinn.

Fiir r > a:

f BdS = 2nrB = ol = poJona® 3)
und dann ist das Magnetfeld gegeben durch:

_ podord®  poJoa’

B
2nr 2r

“)
gegen den Uhrzeigersinn.

2. Wenn die Richtung des Stromes umgekehrt wird, so dreht sich auch die Richtung des
Magnetfeldes. Es geht dann im Uhrzeigersinn und nicht mehr gegen den Uhrzeigersinn.
Die GroBe des Magnetfeldes dndert sich nicht.

3. Der Trick bei dieser Aufgabe besteht darin, zu erkennen, dass man diese Konfiguration
als die Superposition von zwei verschiedenen Dréhten begreifen kann. Durch den Draht
mit Radius a flieBt Strom aus der Zeichenebene hinaus, wihrend durch den ,,Draht” mit
Radius b Strom in die Zeichenebene hineinfliet, mit derselben Stromdichte. Bei allen
Punkten L, M, N befinden wir uns auf der rechten Seite des groen Drahtes, daher zeigt
das Magnetfeld nach oben aus der Zeichenebene. Fiir den kleinen Draht miissen wir die
Richtung des Feldes fiir jeden der drei Punkte getrennt ermitteln.

Beim Punkt M befinden wir uns im Mittelpunkt des kleinen Drahtes, daher trigt er nicht
zum Magnetfeld bei. Wir befinden uns also bei einem Radius r = a — b innerhalb des
groBBen Drahtes und daher ist das Magnetfeld gegeben durch:

_ todota—b)

B
2

®)

B zeigt also nach oben.

Beim Punkt L iiberlagern sich nun die Felder, es gibt das Feld in Uhrzeigerrichtung des
kleinen Drahtes sowie das Feld gegen die Uhrzeigerrichtung des grofen Drahtes. Wir
befinden uns bei einem Radius » = a — 2b im groflen Draht. Beide Magnetfelder zeigen
nach oben, daher kann man durch Addition das Magnetfeld ermitteln:

_ HoJola = 2b) N HoJob _ poJo(a —b)

B
2 2 2

(6)
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Bei Punkt N befinden wir uns zur Rechten des kleinen Drahtes bei r = b, das im Uhrzei-
gersinn gerichtete Feld zeigt also nach unten. Daher muss man nun subtrahieren:

B HoJoa _ podob _ proJola - b)
2 2 2

)

Das Feld zeigt also auch an dieser Stelle nach oben.

Man kann diese Teilaufgabe nicht mithilfe des Ampereschen Gesetzes 16sen. Das Loch
zerstort die zylindrische Symmetrie des Drahtes. Daher ist B nicht mehr auf einer Kreis-
linie konstant, so dass f B - dS # 27rB. Bist nicht konstant und kann daher nicht vor das
Integral gezogen werden.

2 Widerstandsnetzwerk I

Betrachten Sie das abgebildete Widerstandnetzwerk und berechnen Sie die Ausgangsspannung
V,ur (gegeniiber der Erdung) als Funktion der Eingangsspannungen V; und V; und R.

20 Vout
I —
L T
R
2R
Vi _‘_ T Va 2R
p— -

Losung:

Legt man die positiven Stromrichtungen wie eingezeichnet fest und benennt die Potentiale an
den beiden nichttrivialen Punkten mit ®; und @,, dann ist das gesuchte V,,,, = ®; und es gelten
die Spannungsgleichungen:

Vi — @, = 2RJ, (®)
Vy — @y = 2RJ, )
®, — O, = RJ; (10)
®, -0 =2RJ, (1D
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Fiir die Strome gilt:

Jy=Ji 12)

Ja=J3+ s (13)

Das sind sechs Gleichungen fiir sechs GréBen Ji, ..., J4, @1, @,. Addition der ersten, dritten und
vierten Spannungsgleichung ergibt:

Vi-®1+ D) —Dy + Dy —0=2RJ; + RJ5 + 2RJ4 (14)

woraus mit den Stromgleichungen folgt:

V= R(S]] + Jg) (15)

Entsprechend ergibt Addition der zweiten und vierten Spannungsgleichung:

Vo=@ + Dy —0=2RJ, +2RJ4 (16)

woraus mit den Stromgleichungen folgt:
V2 = R(Z.Il + 4.]2) (17)
Damit hat man nun zwei Gleichungen fiir die zwei Unbekannten J;, J,. Auflsen nach J; ergibt:
J = ! QV,-Vy) (18)
1= 2R 1 2

Dies geniigt, um das gesuchte V,,, = ®; zu bestimmen:

1 1
®, =V, -2RJ, :§V1+ZV2 (19)

3 Tetraeder aus Widerstinden

Sechs identische Widerstinde werden zu einer tetraedischen Anordnung verlétet, so dass auf
jeder Tetraederkante ein Widerstand angebracht ist. Zwischen zwei Ecken (1 und 2) wird eine
Spannung U, angelegt, die beiden iibrigen Ecken werden mit 3 und 4 bezeichnet.

1. Wie grof} ist der Gesamtwiderstand zwischen den Punkten 1 und 2?

2. Wie grof} istdie Spannung zwischen den Tetraederecken 2 und 3?

3. Welcher Strof3 fliet zwischen 1 und 3, welcher zwischen 3 und 4 ?
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Losung:

Driickt man den Tetraeder flach, dann sieht er folgendermalen aus:

Aquivalent dazu ist:

—_
w
(3]

Man kann nun folgendes erkennen:

1. Aus Symmetriegriinden wird an den Punkten 3 und 4 dasselbe Potential herrschen, da-

her flieit kein Strom durch den Widerstand 34. Die Schaltung aus den oberen 5 Wi-
derstidnden wirkt daher wie eine Parallelschaltung aus je zwei hintereinandergeschalteten
Widerstianden, d.h. ihr Gesamtwiderstand ist:

1
1

ﬁ‘i‘

— =R (20)

2R

Dies noch parallelgeschaltet mit dem verbleibenden Widerstand zwischen 1 und 2 ergibt
den Gesamtwiderstand zwischen den Punkten 1 und 2:

ey

. Aus den Symmetriegriinden ist wieder klar, das zwischen 2 und 3 genauso viel Spannung
wie zwischen 1 und 3 abfillt. Da die Gesamtspannung U, ist ist die Spannung zwischen
3und 4 also .
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3. Da die Schaltung aus den 5 oberen Widerstinden denselben Ersatzwiderstand hat wie
der verbleibende Widerstand, teilt sich der Strom gleichmiBig auf. Innerhalb der Fiinfer-
schaltung teilt sich der Strom aus Symmetriegriinden wiederum gleichmifig auf, so dass
zwischen 1 und 2 und 3 ein Viertel des Gesamtstroms fliet. Also:

11U U
Iy=~— = — 22
BT 4R TR (22)

Zwischen 3 und 4 flieit schon wie in Teil 1. erwihnt kein Strom:

L4=0 (23)

4 Maxwell-Spule

Zwei koaxiale und parallel kreisformige Leiterschleifen vom Radius R werden vom gleichen
Strom I in entgegengesetzter Richtung durchflossen (siehe Skizze).

I

-

_—

—I

In welchem Abstand a voneinander miissen die Leiterschleifen positioniert werden, damit das
Magnetfeld im Mittelpunkt zwischen den Leiterschleifen einen moglichst konstanten Feldgra-
dienten (in z - Richtung) aufweist?

Hinweis: Betrachten Sie nur die z - Komponente des B - Feldes und entwickeln Sie B,(z) um
den Mittelpunkt der Anordnung. Die nullte und alle geraden Ordnungen verschwinden und die
erste Ordnung ist der Feldgradient. Fordern Sie nun, dass die dritte Ordnung verschwinden soll.

Losung:

Das Feld einer kreisformigen Leiterschleife vom Radius R, die in der xy - Ebene liegt und
vom Strom [ in eﬂz7 - RIchtung durchflossen wird, hat auf einem Punkt der z - Achse den Wert
(B = B,):

ol R

B(z) = m

(24)
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Hat man nun zwei derartige Schleifen 1 und 2, die sich in der z = % bzw. z = —% Ebene befinden
wobei in der oberen Schleife der Strom 7 und in der unteren der Strom —/ fliet, dann ist das
Gesamtfeld also:

B(2) = Bi(2) + By(2)
B (2 4 o D) (R 4 ok SR
2 2 2

(25)

Taylor-Entwicklung der Funktion f(z) in der eckigen Klammer um z = 0 bis zu dritten Ordnung
in u (besser wiire eigentlich Entwicklung in der dimensionslosen Groe & :— %) ergibt:

1 1
f@ = f(0)+ f(0) + Ef”(O)z2 + gf’”(O)z3 + ...
2\ 5 2\ (26)
=3a (R2 + Z) z+ Ea(a2 - 3R?) (R2 + Z) 2+ 0@)

In der Entwicklung treten keine geraden Potenzen von z auf, da alle geraden Ableitungen von
f(z) verschwinden, denn f(z) ist eine ungerade Funktion, d.h. f(—z) = —f(z). Insbesondere ist
das Feld im Mittelpunkt Null.

Damit nun auch der kubische Term verschwindet, fordert man:

a= V3R Q27)

Das Feld ist dann also in der Umgebung von z = 0 linear bis auf die Terme der Ordnung z°.

S Vektorpotential
1. Finden Sie ein Vektorpotential fiir das homogene Feld B(7) = Be..
Hinweis: Suchen Sie nach einem Vektorpotential, das keine z - Komponente hat. Be-

denken Sie im Weiteren, dass nur irgendein solches Vektorpotential gesucht ist, nicht alle
moglichen.

2. Finden Sie ein anderes Vektorpotential fiir B(#) = Bé,.

Losung:

1. Gesucht ist ein ff(?”), so dass:

VxA=B=Be, (28)

mit B = const. gilt. Also:
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0A, O0A,
- = 0 2
ay 0z 29
0A, 0A;
o ax 0 (30)
0A, 0A,

-~ — = B 1
0x ay D

Das ist ein System von 3 linearen Differentialgleichungen erster Ordnung. Um eine Losung
hiervon zu finden, machen wir den Ansatz A = Aé, + A,&,. Damit wird das System zu:

0A, -0 (32)
z
0A,
=0 33
P (33)
0A, 0A,
—_— = =B 34
0x ay 34
Das bedeutet, dass A und A, nicht von z abhiingen und dass sie die verbleibende Glei-
chung:
0A, A,
—_— = - 35
ox ay (35)

erfiillen miissen. Wir suchen nun irgendeine Losung dieser Gleichung, daher kdnnen wir

ganz dreist z.B. fordern, dass A, = 0 als auch ‘?v*‘ = 0 sein soll, um die Gleichung weiter
zu vereinfachen. So verbleibt: ’

0y g (36)
ax
Eine Losung davon ist:
Ay = Bx (37)
Also insgesamt:
0
A =|B (38)
0

Die Rotation hiervon ist tatsichlich Bé,, wie man leicht nachrechnet.
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2. Ein anderes Vektorpotential fiir dasselbe Magnetfeld erhélt man durch Addition eines
beliebigen Gradientenfeldes. Man kann sich also ein beliebiges skalares Feld y(7) her-
nehmen und seinen Gradienten zu A addieren und erhilt ein zulissi ges A

AP = AP + V() (39)
z.B. y(P) = ax + By + y7*:
0 @ a
A7) = A7) = [Bx +A(F) = [Zﬁy] = A7) = [Bx + Zﬁy] (40)
0 3yz? 3yz?

Auch die Rotation von A” ist BZ,. Der Phantasie sind keine Grenzen gesetzt- aber offenbar
gibt es Vektorpotentiale, die einfacher als andere sind.

6 Schaltung mit Widerstinden und Kondensator

Betrachten Sie den in der Abbildung dargestellten Schaltkreis. Zum Zeitpunkt ¢+ = 0 sei der
Kondensator ungeladen und es werden beide Schalter gleichzeitig geschlossen. Bestimmen Sie
vorzeichenrichtig die Ladung auf der rechten Platte des Kondensators als Funktion von z.

Losung:

Der geschlossene Stromkreis sieht folgendermaf3en aus:
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(Man beachte: Auf der Strecke 1 - 2 flieit derselbe Strom I; wie auf der Strecke 4 — 1. Eine
Batterie ist keine ’Stromsenke”.)

Wir betrachten die vier Bezugspunkte 1, 2, 3, 4, deren Potentiale ¢y, ¢», ¢3, ¢4 fiir die Behand-
lung der Schaltung wichtig sind. Aulerdem legen wir die positiven Stromrichtungen willkiirlich
durch die Pfeile fest und bezeichnen mit Q die Ladung auf der rechten Kondensatorplatte. Dann
kann man den duBern Stromkreis 1, 2, 3, 4, 1 betrachten und die folgenden Gleichungen aufstel-
len:

¢1—¢2=Us (4D
¢ — 3 = Rl (42)
¢3— s =-U, (43)
¢4 —¢1 = Rily (44)

(Diese Gleichungen sind vorzeichenkorrekt im Sinne der oben gemachten Konventionen beziiglich
Stromrichtungen etc.) Addiert man diese Gleichungen, dann ergibt sich auf der linken Seite Null
(” Maschenregel”) und man erhilt die Spannungsgleichung fiir den dufleren Stromkreis:

R, - Ryl = U, - Uy (45)

Fiir den Teilstromkreis 1, 2, 4, 1 gelten entsprechend die Gleichungen:

¢1—d2=U, (46)

_ 47
¢ — g = EQ (47)
¢4 — @1 = Ry (48)
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Auch hier ergibt Addition auf der linken Seite Null, und man erhilt die Spannungsgleichung:

1
R 1 +EQ:_Ub (49)

(Die Spannungsgleichung fiir den verbleibenden Teilstromkreis 2, 3, 4, 2 enthilt keine neue
Information, da sie aus den beiden anderen folgt.)

Auflerdem hat man noch Stromerhaltung im Verzweigungspunkt 2:

L+L+1=0 (50)

(Die Stromerhaltung im Verzweigungspunkt 4 ist identisch dazu.)

Es bleibt noch der Zusammenhang zwischen I und der Kondensatorladung Q:

d .
I=-(-0)=-0 (S

Insgesamt hat man vier lineare Gleichungen fiir die vier unbekannten Funktionen Iy, I, I, Q:

R]I[ —R212=Ua—Ub (52)
1

Rl +-0=-U, (53)
C

L+DL+I=0 (54)

I+0=0 (55)

Durch Elimination von Iy, I, I erhélt man eine Gleichung, in der nu Q auftritt:

Ri+R-2 _ RU, +RyU,

= 56
R\R,C RiR, (56)

Kiirzt man den Koeffizienten von Q mit % ab und die kostante rechte Seite mit Q (diese Be-
zeichnung macht physikalisch Sinn, denn die rechte Seite is offenbar die Zeitableitung der Kon-
densatorladung wenn der Kondensator ungeladen ist, also zum Zeitpunkt ¢ = 0), dann ist:

.1 .
Q+-0=0 (57)

mit der allgemeinen Losung:

0) = ae™ ™ + 10, (58)

(allgemeine homogene Losung plus spezielle Losung)
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Einarbeitung der Anfangsbedingung:

00)=a+70)=0 = a=-10 (59)

ergibt endlich:

() = 7Q00(1 — ™) (60)

7 Diinner Draht

Gegeben sei ein langer diinner Draht mit Liangenladungsdichte A. Im Draht flieBe auerdem ein
Strom der Stérke /.

1. Zeigen Sie, dass elektrisches und magnetisches Feld des Drahtes gegeben sind durch:

A . 1
& . Bo= g, (61)

E®) =
@ 2regr 2rr

2. Mit welcher Geschwindigkeit v muss ein Teilchen mit Masse m und Ladung g parallel
entlang des Drahtes fliegen, damit der Abstand r zwischen Ladung und Draht konstant
ist.

Losung:
1. Esist zunéchst klar, dass das E - Feld radial vom Draht weggerichtet ist, also proportional

zu &, ist (Zylinderkoordinaten), und sein Betrag nur vom Abstand r zum Draht abhiingt.
Also:

E®) = E(re, (62)

Damit wird das GauB3sche Gesetz fiir einen den Draht umschlieBenden Zylinder mit Hohe
h und Radius r zu:

1
2nrhE(r) = —hA (63)
€0
also:
E(r) = (64)
2negr
und:
= - A -
E(@) = E(r)é, = é (65)
2regr
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Das B - Feld ist wegen der "Rechte-Hand-Regel” in &, - Richtung gerichtet, und sein
Betrag hingt ebenfalls nur vom Abstand r ab:

B(®) = B(r)e, (66)

Damit wird das Amperesche Gesetz fiir eine den Draht zentrisch umschlieende Kreislinie
mit Radius r zu:

2nrB(r) = pol (67)
also:
B(r) = 20 (68)
2nr
und:
B@®) = Bz, = 1Lz (69)
Y 2ar ¥

2. Die Gesamtkraft auf eine Punktladung, die sich im Abstand r parallel zum Draht mit der
Geschwindigkeit v bewegt, ist:

- - = A 1
F=qE+vxB) =q(T60re*x+veix “ire*y (70)

Dabei wurde 0.B.d.A. angenommen, dass sich die Punktladung auf der x - Achse bei
(r,0,0) befindet und sich mit der Geschwindigkeit (0, 0, v) bewegt. Wegen &, x &, = —é,
ist dann die Bedingung verschindender Kraft:

% Mol
v =0 71
2regr v277r 7D

Aufgeldst nach v ergibt dies:

v= —= (72)

8 Widerstandsnetzwerk 11

Betrachten Sie das abgebildete Widerstandsnetzwerk und bestimmen Sie das Verhiltnis der bei-
den Eingangsspannungen U; und U, so, dass durch den oberen Widerstand kein Strom flief3t.
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U, — A R

Losung:

Es ist sehr hilfreich (aber nicht notwendig), wenn man erkennt, dass die beiden oberen R zu
einem 2R zusammengefasst werden konnen. Dann kann man die positiven Stromrichtungen z.B.
wie in der folgenden Abbildung festlegen und zeichnet noch die Potentialpunkte ¢, ¢,, @3 ein:

Ji
—_—

b, 2R

v A Lo Ualja

Dann gelten fiir die grole (duere) Masche die folgenden vorzeichenrichtigen Spannungsglei-
chungen:

1 — ¢3 = 2RJ, (73)
¢3 —0 = RJ3 (74)
0-¢1=-U; (75)
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also in Summe:

0=2RJ; +RJz - U, (76)

Entsrepchend fiir die kleine (innere Masche):

¢3 = ¢ =RJ> (77
#3—0=RJ; (78)
0-¢s=-U, (79)
und in Summe:
0=RJ,+R;5-U, (80)

Zusitzlich hat man die Stromgleichung am Verzweigungspunkt:

Ji1+Jh=J3 (81)

Zusammen sind dies 3 Gleichungen fiir die 3 Unbekannten Ji, J,, J3, die man problemlos 16sen
kann. Hier geht es aber nur um die Frage, unter welchen Bedingungen an U; und U, der Strom
J1 = 0 ist. Also setzt man J; = 0 in die 3 Gleichungen ein und erhilt:

RJ; = U, (82)
RJ>, + RJ3; = U, (83)
Jr=J3 (84)
Daraus folgt:
RJ; = U, (85)
2RJ3 = U, (86)
also:
U,
== 87
U, (87)
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9 Blut

Eine Anwendung aus der Biologie: Blut enthélt geladene Teilchen (Ionen), sodass es beim
FlieBen eine Hall-Spannung iiber dem Durchmesser einer Ader hervorrufen kann. Die Flie$3-
geschwindigkeit des Bluts in einer groen Arterie mit einem Durchmesser von 0, 85cm sei ma-
ximal 0, 60m/s. Ein Abschnitt der Arterie befinde sich in einem Magnetfeld von 0, 207". Welche
maximale Potentialdifferenz baut sich dabei iiber dem Durchmesser der Ader auf?

Losung:

Mit der Driftgeschwindigkeit v; der Elektronen gilt fiir die Hall-Spannung Uy = v4Bd. Darin
ist B das Magnetfeld und d der Durchmesser der Arterie. Damit erhalten wir:

Uy = (0,60m - s7)(0,207)(0, 85cm) = 1,0mV (88)

10 Zylinderspule

Die Abbildung zeigt eine Zylinderspule mit n// Windungen pro Lingeneinheit, durch die ein
Strom I fliet. Leiten Sie einen Ausdruck fiir die Magnetfeldstirke unter der Bedingung her,
dass B im Inneren der Spule homogen und parallel ist. Wenden Sie dazu das Amperesche Gesetz
auf den eingezeichneten rechteckigen Weg an.

Losung:

Die von der rechteckigen Fldche eingeschlossene Anzahl an Windungen ist (n//)a. Wir numme-
rieren die Ecken des Rechtecks entgegen dem Uhrzeigersinn, wobei wir bei der linken unteren
Ecke mit 1 beginnen. Das gesamte Umlaufintegradl setzt sich dann aus vier Anteilen zusammen:

Sgﬁ-dfzfé’-dﬂfﬁ-dﬁfﬁ-dﬂfﬁ-df (89)

C 1-2 2-3 34 4-1

Der erste Betrag ist:

f B-di=aB (90)
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Beim zweiten und beim vierten Betrag ist das Feld entweder Null (au3erhalb der Spule) oder

steht senkrecht auf dem Weg dr
fﬁ.dfzfﬁ-dfzo ©On

23 4-1

Beim dirtten Beitrag, auflerhalb der Spule, ist das Feld Null:

B-dl=0 92)

3—4

Einsetzen aller vier Ausdriicke in die erste Gleichung liefert:

SEB’.df= aB+0+0+0=aB = puyl, = po(n/lal (93)
C

Also ist aB = pp(n/lal und daher B = uo(n/DI.
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