Ubungen zum Ferienkurs Analysis IT 2014

Kurven und Kurvenintegrale

4.1 Kreisumfang

Berechnen Sie den Umfang U des Kreises um (0,0) mit Radius r;0. Betrachten Sie dazu das Kurven-
integral 4 |, ; 1ds, bei dem k der Viertelkreisbogen ist. Wihlen Sie eine geeignete Parametrisierung und
berechnen Sie das Integral.
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4.2 Kurvenintegral iiber Ellipse

Berechnen Sie das Kurvenintegral
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Wihlen Sie fiir die Ellipse eine geeignete Parametrisierung.
Losung:
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4.3 Kettenlinie

Ein ideales Seil wird iiber einen 2km breiten Abgrund gespannt und wird durch die Kurve v : [-1,1] — R?
mit y(z) = (z, f(z)) und f(z) = L(cosh(az) — cosh(a)) mit a > 0 beschrieben (Einheit 1km).

a) Berechnen Sie die Linge des Seils in Abhéngigkeit von a.
b) Berechnen Sie die Kriimmung des Seils am Scheitel und an den Réndern.
c) Wie stark hingt das Seil in erster Ndherung durch, wenn es 1lmm, 10cm, bzw. 1m zu lang ist?

Loésung
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¢) Al=Zsinh(a) =2 =% + &+ d=1(%+ 5+ .) ~ 1A~ 0.866VAl
i) Al =1mm =10"%km = d ~ 0.866m
ii) Al =10cm = 10"*km = d ~ 8.66m
iii) Al =1m =10"3km = d ~ 27.386m

4.4 Schraubenlinie

Die Kurve «(t) := (r cos(t), rsin(t =, ct) mit c,r § 0 heifit Schaubenlinie.
a) Parametrisieren Sie v nach der Bogenlinge. (Verwenden Sie R? = ¢? 4 r2)

b) Berechnen Sie Tangentialeinheitsvektor, Normalenvektro und Kritmmung der nach der Bogenlinge
parametrisierten Kurve.

Losung:

a) 7’(75) ( rsin(t), rcos(t), c) 117/ ()]3 = r?sin?(t) + r2 cos?(t) + 2 = 72 + 2 = R?
= [Iiolade = Rt = e

Die gesuchte Parametertransformation ist als gegeben durch t = ¢(s) =17!(s) = &
Die nach der Bogenldnge parametrisierte Kurve ist also §(s) = (rcos(%),rsin(%), §)
0)

b) 7(s) =7'(s) = (—gsin(F): geos(f): ) 7'(s) = (— gz cos(R), — g sin(F),
K(s) = ||7'(s)|]2 = \/34[(cos2( ) +sin?(2] = £
n(s) = 2 = (—cos(4, —sin(4), 0)

4.5 Kurvenlinge

a) y(t) := (t —sin(t),1 — cos(t)) heifit Zykloide. Berechnen Sie die Linge der Kurve ||y 1.

b) Finden Sie die singuliren Punkte der Kurve 7 : [0,27] — R%,  7(t) := (cos®(t),sin3()) und
berechnen Sie ihre Bogenlénge.

Losung:
a) [/ ()] = /(1 —cos(t))2 + (sin(t))2 = /1 — 2cos(t) + cos?(t) + sin®(t) = /2 — 2cos(2 - 5=

f\/l—cos2% + sin?( % \/5,/232112 —2|51n%
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b) ~ ist stetig differenzierbar mit 7/(t) = (—3cos®(t) sin(t), 3sin®(t) cos(t)). Also ist 7/(t) = 0 an
jeder Stelle, fiir die cos(t) = 0 oder sin(t) = 0. Die Menge der singuliren Punkte von ~ ist
demnach {0, 5=, 37, 27}

[/ (1)]| = /9 cost(t) sin®(t) + 9sin®(¢) cos2(t) = 3+/cos?(t) sin?(t)(cos2(t) + sin®(t)) = 3| cos(t) sin(t)| =
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4.6 logarithmische Spirale

Als logarithmische Spirale bezeichnet man die Kurve v.(t) := (e cos(t), e sin(t)), ¢ > 0.
a) Berechnen Sie die Liange L von ~, auf [0, 47]
b) Parametrisieren Sie 7./ 4r] nach der Bogenlénge

Loésung:

a) Y.(t) = exp(c cos(t) — sin(t), ¢ sin(t) + cos(t))
[72()]13 = exp®?[c? cos?(t) — 2¢ cos(t)sin(t) + sin?(t) + c? sin?(t) — 2¢sin(t) cos(t) + cos?(t)] =
exp?“t[c? + 1]
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b) (1) == Y (exp™ —1) = s = T = %ln (1 + 1iccg) =t
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