
Übungen zum Ferienkurs Analysis II 2014

Kurven und Kurvenintegrale

4.1 Kreisumfang

Berechnen Sie den Umfang U des Kreises um (0,0) mit Radius r¿0. Betrachten Sie dazu das Kurven-
integral 4

∫
k 1ds, bei dem k der Viertelkreisbogen ist. Wählen Sie eine geeignete Parametrisierung und

berechnen Sie das Integral.

Lösung

r2 = x2 + y2 y =
√
r2 − x2, 0 ≤ x ≤ r γ =

(
x√

r2 − x2

)
γ̇ =

(
1
−x√
r2−x2

)
L =

r∫
0

|| ˙γ(x)||dx =
r∫
0

√
1 + x2

r2−x2dx =
r∫
0

√
r2−x2+x2
r2−x2 dx =

r∫
0

√
1

1−x
r
2dx = r

1∫
0

√
1

1−y2dy = r arcsin(y)|10 = r · π2
U = 4L = 2πr

4.2 Kurvenintegral über Ellipse

Berechnen Sie das Kurvenintegral ∫
k

√
a2y2

b2
+
b2x2

a2
ds

über die Ellipse k
x2

a2
+
y2

b2
= 1

Wählen Sie für die Ellipse eine geeignete Parametrisierung.

Lösung:

γ =

(
a(t)
y(t)

)
=

(
a · cos t
b · sin t

)
0 ≤ t ≤ 2π γ̇ =

(
−a · sin t
b · cos t

)
2π∫
0

f(x(t), y(t))||γ̇||dt =
2π∫
0

√
a2 sin2 t+ b2 cos2 t ·

√
a2 sin2 t+ b2 cos2 tdt

a2
2π∫
0

sin2 tdt+ b2
2π∫
0

cos2 tdt = π(a2 + b2)

4.3 Kettenlinie

Ein ideales Seil wird über einen 2km breiten Abgrund gespannt und wird durch die Kurve γ : [−1, 1]→ R2

mit γ(x) = (x, f(x)) und f(x) = 1
a(cosh(ax)− cosh(a)) mit a > 0 beschrieben (Einheit 1km).

a) Berechnen Sie die Länge des Seils in Abhängigkeit von a.

b) Berechnen Sie die Krümmung des Seils am Scheitel und an den Rändern.

c) Wie stark hängt das Seil in erster Näherung durch, wenn es 1mm, 10cm, bzw. 1m zu lang ist?

Lösung

a) L(γ) =
1∫
−1
|| ˙γ(x)||dx =

1∫
−1
||(1, sinh(ax))||dx =

1∫
−1

√
1 + sinh2(ax)dx =

1∫
−1

cosh a(x)dx = 2
a sinh(a)

b) κ(x) = |f ′′(x)|
(1+f ′(x)2)

3
2

= a cosh(ax)

(1+sinh2(ax))
3
2

= a
cosh2(ax)

κ(0) = a und κ(±1) = a
cosh2 a
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c) ∆l = 2
a sinh(a)− 2 = a2

3 + a4

60 + ... d = 1
a

(
a2

2 + a4

24 + ...
)
≈ 1

2

√
3∆l ≈ 0.866

√
∆l

i) ∆l = 1mm = 10−6km ⇒ d ≈ 0.866m

ii) ∆l = 10cm = 10−4km ⇒ d ≈ 8.66m

iii) ∆l = 1m = 10−3km ⇒ d ≈ 27.386m

4.4 Schraubenlinie

Die Kurve γ(t) := (r cos(t), r sin(t =, ct) mit c,r ¿ 0 heißt Schaubenlinie.

a) Parametrisieren Sie γ nach der Bogenlänge. (Verwenden Sie R2 = c2 + r2)

b) Berechnen Sie Tangentialeinheitsvektor, Normalenvektro und Krümmung der nach der Bogenlänge
parametrisierten Kurve.

Lösung:

a) γ′(t) = (−r sin(t), r cos(t), c) ||γ′(t)||22 = r2 sin2(t) + r2 cos2(t) + c2 = r2 + c2 = R2

l(τ) :=
τ∫
0

||γ′c(t)||2dt =
τ∫
0

Rdt = Rτ

Die gesuchte Parametertransformation ist als gegeben durch t = ϕ(s) = l−1(s) = s
R

Die nach der Bogenlänge parametrisierte Kurve ist also γ̃(s) = (r cos( sR), r sin( sR), csR )

b) τ(s) = γ̃′(s) = (− r
R sin( sR), rR cos( sR), cR) τ ′(s) = (− r

R2 cos( sR),− r
R2 sin( sR), 0)

κ(s) = ||τ ′(s)||2 =
√

r2

R4 [(cos2( sr ) + sin2( sr ] = r
R2

n(s) = τ ′(s)
κ(s) = (− cos( sR ,− sin( sR), 0)

4.5 Kurvenlänge

a) γ(t) := (t− sin(t), 1− cos(t)) heißt Zykloide. Berechnen Sie die Länge der Kurve γ|[−π,π].

b) Finden Sie die singulären Punkte der Kurve γ : [0, 2π] → R2, γ(t) := (cos3(t), sin3(t)) und
berechnen Sie ihre Bogenlänge.

Lösung:

a) ||γ′(t)|| =
√

(1− cos(t))2 + (sin(t))2 =
√

1− 2 cos(t) + cos2(t) + sin2(t) =
√

2− 2 cos(2 · t2) =
√

2
√

1− cos2( t2) + sin2( t2) =
√

2
√

2sin2( t2) = 2| sin( t2 |

L =
π∫
−π
||γ′(t)||dt = 2

π∫
−π
| sin( t2)|dt = 4

π∫
0

sin( t2)dt = 4(−2 cos( t2)
∣∣t=π
t=0

= 8

b) γ ist stetig differenzierbar mit γ′(t) = (−3 cos2(t) sin(t), 3 sin2(t) cos(t)). Also ist γ′(t) = 0 an
jeder Stelle, für die cos(t) = 0 oder sin(t) = 0. Die Menge der singulären Punkte von γ ist
demnach {0, 1

2π ,
3
2π, 2π}.

||γ′(t)|| =
√

9 cos4(t) sin2(t) + 9 sin4(t) cos2(t) = 3
√

cos2(t) sin2(t)(cos2(t) + sin2(t)) = 3| cos(t) sin(t)| =
3
2 sin(2t)|

L(γ) =
2π∫
0

||γ′(t)||dt = 3
2

 π
2∫
0

sin(2t)dt−
π∫
π
2

sin(2t)dt+

3π
2∫
π

sin(2t)dt−
2π∫
3π
2

sin(2t)dt

 =

2



= 3
2

(
π∫
0

sin(s)
2 ds−

2π∫
π

sin(s)
2 ds+

3π∫
2π

sin(s)
2 ds−

4π∫
3π

sin(s)
2 ds

)
=

= −3
4((−1− 1)− (1 + 1) + (−1− 1)− (1 + 1)) = 6

4.6 logarithmische Spirale

Als logarithmische Spirale bezeichnet man die Kurve γc(t) := (ect cos(t), ect sin(t)), c > 0.

a) Berechnen Sie die Länge L von γc auf [0, 4π]

b) Parametrisieren Sie γc|[0,4π] nach der Bogenlänge

Lösung:

a) γ′c(t) = expct(c cos(t)− sin(t), c sin(t) + cos(t))
||γ′c(t)||22 = exp2ct[c2 cos2(t) − 2c cos(t) sin(t) + sin2(t) + c2 sin2(t) − 2c sin(t) cos(t) + cos2(t)] =
exp2ct[c2 + 1]

L(γc) =
4π∫
0

expct
√

1 + c2dt =
√

1 + c2 exp
4π − exp0

c =
√
1+c2

c (exp4πc−1)

b) l(τ) :==
√
1+c2

c (expτc−1) = s ⇒ τ = 1
c ln

(
1 + sc

1+c2

)
= t

3
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