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Aufgabe 1 (Faltung) Es sei f(t) = e It
1.1 Man berechne die Faltung (f * f)(t). (Tipp: Fallunterscheidung t > 0 und t < 0.)
1.2 Man berechne die Fouriertransformierte F(f(t))(w).

1.3 Unter Zuhilfenahme der Faltung bestimme man F(|t|e~ ") (w).

Losung: (.1) Um die Faltung f * f mit f(t) = e~ !!l zu erhalten, ist das folgende Integral
zu bestimmen:

(f* f)(t) = /OO eIl Ilar

—0o0

Wir 16sen die Betrdge durch eine Fallunterscheidung auf:

(i) Fall t > 0. In diesem Fall gilt t —7 > 0 <t > 7:
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(ii) Fall t < 0. In diesem Fall gilt t — 7 >0 0>t > 7:
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Wir konnen (i) und (ii) zusammenfassen und erhalten fiir die Faltung:

(f =)&) = L+ [te])e M.

(.2) Um die Fouriertransformierte von f(t) = eIl zu bestimmen, 16sen wir den Betrag
im zu berechnenden Integral auf:
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(.3) Um nun die Fouriertransformierte von g(t) = |t| e~ zu bestimmen, nutzen wir (.1)
und (.2) aus, es gilt ndmlich

g(t) = ltle = (14 [t e — e = (f % F)(8) = f(2).
Wegen der Linearitdt der Fouriertransformation erhalten wir hieraus:
F(tle ™) = F (£ * NHO) = F()) (@) = F(f * H0) (@) = F (1)) (w)-

Mithilfe des Faltungssatzes (f * g)(t) L F (w) G(w) erhalten wir nun
4
2
F((f = ))E) (W) = (F(f)(w))” = m
SchlieBlich erhalten wir ganz einfach die gesuchte Fourierkorrespondenz:

P 4 2 2(1 — w?)

1+w?)? 1+w?  (1+w?)?

Aufgabe 2 (Faltungschwer!) Es sei s mit s(z) = %52 fir ¢ € [0,27) eine 27-
periodische Sdgezahnfunktion.

g(t) = ltle™

2.1 Zeigen Sie, dass die Faltung (s * s)(z) wieder eine 27-periodische Funktion ergibt.

2.2 Berechnen Sie die periodische Faltung (s * s)(z) = 5 fOZW s(z —t)s(t)dt fir z € R
direkt.

2.3 Bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten ¢; der Funktion sxs durch direkte Rechnung.

Losung:
(.1) Es seien f,g : R — C Funktionen mit der Periode 7. Dann ist die periodische
Faltung von f und g wegen der Periodizitdt von f ebenfalls T-periodisch, denn:

(frg)(x+T) = / f@+T—t)g T/ flo—tg(t)dt = (f % g)(z).
Daher ist die Faltung also wiederum periodisch.

(.1) Da die betrachtete Sdgezahnfunktion 27-periodisch ist, geniigt es deshalb, die Fal-

tung fiir z € [0,27) zu berechnen. Fir z € [-27,0) gilt s(z) = =%, so dass sich auf
[0, 27) folgendes ergibt:
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Die periodische Faltung s * s ist dann die 27-periodische Fortsetzung dieser Funktion.

(.3) Fir k = 0 ergibt sich der zugehorige Fourierkoeffizient als

dx

:%0 A= (772—3u2>du:0,
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1 (2772 - 3(x —7)? 1 /fr
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wobei die Substitution u = x — 7 verwendet wurde.
Fir k # 0 gilt unter Verwendung derselben Substitution:
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Bestimmt man unter Verwendung von e*™ = =7 den Wert in der eckigen Klammer,

so ergibt sich schliellich fiir die Fourierkoeflizienten:

ek [ i ( 1277)} 1
AT k)T Ak

Fir die Fourierreihe von s * s erhalten wir damit:

1 etkx 1 X cos kx
keZ\{0} =1

Aufgabe 3 (Fouriertransformation) Fiir A > 0und a € Rsei f(t) = { «
exp((—

3.1 Man berechne die Fouriertransformierte von f(t).

3.2 Wie lauten die Fouriertransformierten der geddmpften Schwingungen

z(t) = e Mcos Nt und y(t) = e MsinNt, NeN, t>0?

Losung: (.1) Die Fouriertransformation F' von f erhalten wir durch Berechnen des
folgenden Integrals:

F(w):/ f(t)e—iwtdt:/ e(—/\-i-z'a)te—iwtdt:/ (A ila—w))t gy
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(.2) Wir nutzen die folgenden bekannten Formeln fiir den Kosinus und Sinus:
_ LN —ine , _ LN i
cos(Nt) = 3 (e +e ) und sin(Nt) = % (e —e ) .
Wegen ¢ > 0 und dem Teil (a) erhalten wir nun als Fouriertransformierte X (w) fir z(t):
1

T ae L Nt | it —iwt
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und analog als Fouriertransformierte Y (w) fir y(t):
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Fiir A = 07 wird X (w), Y (w) immer schmalbandiger (— geringe Ddmpfung). Im Grenz-
fall A = 0 haben X (w) und Y (w) zwei Pole bei £N.

Aufgabe 4 (Fouriertransformation) Bestimmen Sie die Fouriertransformierte der

Funktion
1
_ ) g@=p) o, <1
1(#) { 0 . >1
T sin 2 2
und bestétigen Sie mithilfe der Riicktransformation / ( > de =7m.
x
—00

Losung: Wir erhalten die Fouriertransformierte F' von f durch Bestimmen des folgenden
Integrals

Flw) = /fO e~ F(1)dt = /1 e—iwt%u — |t)dt
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wobei wir zuerst w = 0 wegen der Division durch w ausschliefflen miissen und schliellich
w = 0 wieder gewinnen, indem wir F' in null durch F(0) = % stetig fortsetzen.



Die inverse Fouriertransformation besagt schliellich, dass fiir alle ¢ gilt

£(t) = = /OO ¢ P (w)dw

:% .

Wir setzen t = 0 und fiihren die Substitution z = % bei dem entstehenden Integral

durch:
o0 [ () s L5 o

Hieraus erhalten wir schlielich die interessante Aussage:

/_o:o (Sin;x)>2da: =T.

Aufgabe 5 (Differenzialgleichung) Gegeben sei ein dreifacher Tiefpass, der durch
die Differentialgleichung

(a% + l)gw(t) = s(t)

mit & = RC > 0 und fouriertransformierbarer rechter Seite s (dem FEingang) beschrieben
wird. Dabei bezeichne

3 2
(= +1)%2(t) = AL o)+ 3a2%x(t) + 3a%x(t) +a(t).

Nun seien mit z(t) Lox (w) sowie s(t) L8 (w) die jeweiligen Fouriertransfor-
mierten gegeben.

5.1 Formulieren Sie die im Zeitbereich gegebene Differentialgleichung im Bildbereich.
5.2 Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion H sowie die Impulsantwort h.

5.3 Berechnen Sie die Antwort x fiir allgemeines s.

1, Jt<1
5.4 Berechnen Sie x fiir den Rechteckimpuls s(t) = < 1/2, [¢|=1.
0, Jt>1

Losung: (.1) Mit x(¢) L X(w), s(t) L S(w) fithrt die Anwendung der Fou-
riertransformation auf beiden Seiten der Gleichung auf die Darstellung

(viw +1)3X (w) = S(w). (%)



(.2) Auflésen von nach X (w) fiihrt auf die Ubertragungsfunktion H(w) = m
Deren inverse Fourier-Transformierte liefert die Impulsantwort A. Ein Blick in unsere
Tabelle mit den Fouriertransformierten liefert

1 1
SO %

(iw + a)?’

mit der modifizierten Heaviside-Funktion %. Die Ubertragungsfunktion H kann man

umformen zu H(t) = m Damit ist

(1) = gt (1)

(.3) Die Faltung der Ubertragungsfunktion h mit dem Eingang s liefert eine Losung der
Differentialgleichung:

2(t) = h(t) % s(t) = s(t) * h(t) = /O:O s(t — T)h(r) dr

1 i
2 _—Tla~ [
—/ s(t—1) —376 /g ()dT——2a3/0 s(t—T1)1%e” e dr .

(.4) Es sei nun konkret s der oben angegebene Recheckimpuls. Der Integrand enthilt
also den wandernden Rechteckimpuls

1, Jt—71|<1 1, t-l<7<t+1
st—1)=q1l2, |t—7|=1 = o, t—1=7=t+1.
0, sonst 0, sonst

Damit gilt fiir das Integral
1 t+1 o
o) = 5g [ TR dr.

Wegen der (modifizierten) Heaviside-Funktion @ ist jetzt eine Fallunterscheidung nétig,
abhangig davon, wo 1 — ¢ bzw. 1 4+ ¢ bzgl. der Null liegen:

e Fallst+1<0: xz(t) =0.

e Fallst—1<0<t+1:

1 i+1 1 t+1
x(t) = 27 ), r2e 7 dr = ~5.3 [e_T/a(2oz2 + 2a1 + 72)}0
6—(t+1>/a , ,
=1- 507 (20" +2a(t+ 1)+ (t+1)7).



e Falls 0 <t —1:

1 t+1 2 —/a 1 —7/a 2 2
x(t) = 503 - T“e dr = ~9a2 {e (2a° + 2a1 + T )}
e .
= (—2(a + t)cosh (1a) + (1 + 207 + 20t + *) sinh (Vo) ) .

t+1
t—1

Aufgabe 6 (Differentialgleichung) Es sei a(t) = w(t) fiir ¢ # 0 mit u(0) = 1/2,
wobei u die Heaviside-Funktion ist. Man kann zeigen, dass dann fiir alle n € Ny der

Zusammenhang
n!

(1 + dw)ntt
zwischen Zeit- und Frequenzbereich gilt. Bestimmen Sie mittels Fouriertransformation
jeweils eine Losung der folgenden LTI-Systeme:

e tu(t) L

6.1 i(t) +x(t) = t"e ta(t),

6.2 Z(t) — 24(t) + x(t) = s(t) mit stetigem und fouriertransformierbarem s : R — C.

Losung: Man beachte unser Rezept zur Losung einer DGL mit Fouriertransformation:
(.1) (1) Es sei X(w) die Fouriertransformierte von z(t). Die Fouriertransformierte der
Storfunktion ist in der Aufgabenstellung gegeben.

(2) Fouriertransformation der DGL fiithrt auf die Gleichung (iw + 1) X (w) = W
S 1)!
(3) Wir lésen nach X (w) auf: X (w) = ﬁw = ﬁﬂ%

(4), (5) Hier bietet sich an, direkt die Riicktransformierte von X (w) zu bestimmen, es
ist ndmlich der zweite Faktor der rechten Seite nach der angegebenen Korrespondenz
die Fouriertransformierte von ¢"*'e~%(t). Deshalb gilt wegen der Linearitéit der Fou-

riertransformation 1
t) = ——t" e ta(t
o(t) = — e ()
die inverse Fouriertransformierte von X (w) und damit die gesuchte Losung des LTI-

Systems.

(.2) (1) Es sei wieder X (w) die Fouriertransformierte von z(t), und S(w) bezeichne die
Fouriertransformierte von s(t).

(2) Die Fouriertransformation der DGL liefert die Gleichung (1 — iw)?X (w) = S(w).

(3) Wir lésen nach X auf: X (w) L (w).

= e



(4) Die Ubertragungsfunktion lautet

1 1
Hw) =iz = (1+i(—w)®

Deren inverse Fouriertransformierte ist die Impulsantwort und lautet nach der angege-

benen Korrespondenz und wegen S(—w) & s(—t):

—tel, t<0
0, t>0

h(t) = —te'u(—t) = {

(5) Eine Losung des LTI-Systems ergibt sich nun aus der Faltung von A mit der rechten
Seite s:

0

l’(t):/o:oh(T)S(t—T)dT:—/ Tes(t—71)dr.

—00



