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1. Konvergenzradien von Potenzreihen I
Bestimmen Sie die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen:

a) Ynoo(n* —4n®)x™
Lésung: Yo o(n* — 4n3)x™ = ¥ a,x"
1
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R = n - n -
i i 4_4n3
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b) Y=o > x™
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Loésung:
1. Variante: Wurzelkriterium liefert:
1
. n||x5ntl . x|**n x|3 .. 5
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2. Variante: ¥y 0% = X Xn=075n = X Zn=0@n (X°)
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Da kein Grenzwert existiert (sondern nur Haufungspunkte) muss tatsachlich der Li-
mes superior gebildet werden
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2. Funktionalsgleichung der Exponentialfunktion
Beweisen Sie fiir z, w € C mit Hilfe des Cauchy-Produkts:

exp(z) - exp(w) = exp(z + w)

Losung: Da die Exponentialreihe absolut konvergent ist, kann hier das Cauchy-Produkt verwendet
werden:

Exp(z) - eXp(W)—(Zn 0 ) (Zn 0 ) Y= 0( k= 0%)

= Z%O:O (Zﬁ:o#lk).' V:l! ) = Z%o:o (22:0 (n) 'ZkM:: k)
= 5o (koo () 24W™ ) = Tio (2 + W)™ = exp(z + w)

3. Stetigkeit der Exponentialfunktion

Benutzen Sie die Stetigkeit der Exponentialfunktion, um lim a, = 11m = 1 zu zeigen.

n—oo 1
n
Hinweis: Betrachten Sie hierzu den Grenzwert der Folge b,, = e%n

Losung: Man betrachte:
1

ln(1+—)-n ln(1+l) " 1\"
lim b, = lim e = lim e n) " = lim (e n ) = lim (1 +—) =e!l
n—-oo n—-oo n—-oo n—-oo n—-oo

Somit gilt aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion lim e%r = e(vg?o a") =el

n—oo
. 1n(1+%) .
= lim —*=limag, =1

n—oo — n—oo
n

4. Konvergenzradien von Potenzreihen II
Bestimmen Sie die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen:

2
a) Y™ x™, c€ER

Lésung:
0 fir|c|>1
1 1 ..
R_]imsu n|c"2| " limsuplc|® OOfur|c| <1
n—»oop n—-oo 1 fur ICI — 1

b) Yno c"x", ceR

Losung: Mit dem Wurzelkriterium folgt:

0 fir|x] <1
lim supn“cnx"2| = limsup|c||x|® =< oo fiir |[x]| >1 Ac# 0 <1 fir Konvergenz
noe noe c furlx]=1ve=0

o flirc=20
1 sonst
c) Ym—on!x™

=>R={

n

Losung: Betrachtefir n! =1-2-...-n > (g)z Da mehr alsgder Produkte groBer sind als 2

Somit folgt:
1 1 1
R_limsupw = s - \/7_0

T
. n\2n

n—-oo lim sup(—) n hm_)SUP
n-oo 3 n-oo
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d Yo-1 ) x™

GBn)"n!

an

n+1, n .
( 2n)! _(3n+3) (n+1ﬂ) — lim ((3n+3) (3n+3)(n+1))

= lim (= 2n+2)! 3n (2n+2)(2n+l)

n—-oo

Losung: R = lim

n—-oo 1an41

= i ((52)" ) = am (4 2)"- ) =12

5. Sinus, Cosinus
Zeigen Sie, dass fur alle x € R gilt:

n—oo

a) cos(3x) = 4cos3(x) — 3cos(x)
Lésung: cos(3x) = cos(2x + x) = cos(2x) cos(x) — sin(2x) sin(x)
= [cos(x) cos(x) — sin(x) sin(x)] cos(x) — [sin(x) cos(x) + cos(x) sin(x)] sin(x)
= cos3(x) — 3 sin?(x) cos(x) = cos3(x) — 3(1 — cos3(x)) cos(x)
= 4 cos3(x) — 3 cos(x)
b) sin(3x) = —4sin3(x) + 3sin(x)
Losung: sin(3x) = sin(2x + x)
= [sin(x) cos(x) + sin(x) cos(x)] cos(x) + [cos(x) cos(x) — sin(x) sin(x)] sin(x)
= —sin3(x) + 3 sin(x) cos?(x) = —4sin3(x) + 3 sin(x)
c) sin?(x) = %(1 — cos(2x))

Co—xn2
Losung: sin?(x) = (255—) = —2((e9)? —2- % e + (e7)?)

= —%(—2 +e? +e ) = i(Z — 2cos(2x)) = %(1 — cos(2x))
Hinweis: Benutzen Sie bei c) die Exponentialdarstellung
6. Konvergenz von Potenzreihen III

o (@
a) Zn=0( ) ve

n

Losung: R = L = : = L ==

e T
n

n—-oco n—oo

lim sup
n—oo

n
b) Y=o 7x3
Losung: Mit dem Wurzelkriterium folgt:

n 2 n l l .
lim sup /|7x3 = limsup V7 - |x|5 = |x|3 < 1 fir konvergent

n—-oo n—-oo
>R=1
3n+2
C) Zn 0 Zn
Losung: R = =2
T +2 n ~ 3
hnlsup 32n lnnsup / 3n “ﬂligp e
n—-oo n—-oo 2
0 n+2 7
d) Xntoon
1 1
Losung: R = = T =
lhnsupn|%§§| hg{ing'Vn+2

n—-oo
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7. Stetigkeit
a) Seis € R. Zeigen Sie, dass die Funktion f : R, = R, x — x° stetig ist
Lésung: Es ist x° = exp(s In(x)). Die Funktion exp :R — R,,x — exp(x) ist stetig und
streng monoton wachsend. AuBerdem ist die UmkehrfunktionIn : R, —
R, In(exp(x)) = 0 stetig und streng monoton wachsend.
Also ist f als Verkniipfung stetiger Funktionen x = In(x) » sIn(x) ~
exp(s In(x)) = x5 stetig.
b) Seif :R—- R, f(x)=xsin G) fur x # 0 und f(x) = 0 fur x = 0. Zeigen Sie, dass f stetig
ist
Lésung: Auf R\{0} ist f stetig als Verkniipfung stetiger Funktionen. Es gilt:

|sin(§)|§1\7’x¢0und lim x=0

x—0,x#0

Daraus folgt, dass lim x |sin (%)| = 0. Die Funktion f : R\{0} » R,x = xsin G)

x—0,x#0

wird also durch den Funktionswert O stetig in O fortgesetzt. Also ist f : R = R stetig.

8. Gleichmiflige Stetigkeit

Untersuchen Sie, welche der Funktionen gleichmaRig stetig sind:

a) f:R-oR, f(x) =x?
Losung: Nicht gleichmalig stetig, Beweis durch Widerspruch:
Sei € > 0. Annahme: Es gibt ein § > 0, so dass fir alle x,,x, E}R mit [x; — x,| < &

gilt: |[f () — f(x2)| < e
Wegen |(x + g) - x| < & musste dann fir gleichmaRige Stetigkeit folgen, dass

|f(x+§) —f(x)| < efirallex € R.
Es gilt aber fur x #+ —%;

i [ (+2) 0| = i e 4 2] = e 48] =

= Widerspruch!

b) f:[107% ) >R, f(x) =+
Losung: GleichmaRig stetig:

Sei ¢ > 0 und seien x1,x, = 10™%, dann gilt:
fe) = f)l = |2 -] = <-4
Wiahlt man also 6 = %e, so folgt aus x;,x, € [107%, ), |x; — x,| < §, dass
|f (x1) = fx)] <e.
Bemerkung: f ist mit L = 108 sogar Lipschitz-stetig

o fiVZ6]-R, fG0) =12

46+|x|7
Losung: Die Funktion f ist als Verkniipfung von stetigen Funktionen stetig. Zudem ist das In-

X2—X1

|xg — x| = 108|x1 — Xx3|.

X1X2

tervall [\/7, 6] kompakt, somit folgt die gleichmaRige Stetigkeit (als stetige Funktion
auf Kompaktum)
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9. Gleichmiflige Stetigkeit, Lipschitz-Stetigkeit
Sei f : [0,1] = R, f(x) := v/x. Zeigen Sie, dass die Funktion f gleichmaRig stetig, aber nicht Lipschitz-
Stetig ist.

L6sung: f ist stetig auf dem kompakten Intervall [0,1] und damit dort auch gleichmaRig stetig.

f ist aber nicht Lipschitz-stetig. Annahme: Es gibt ein [ > 0 mit |f (x) — f(y)| =

Lix =yl vx,y € [0.1], dh L < (falls x = ) ()
Da dies fur alle x, y € [0,1] gelten muss, wahle man speziell x,, = %,yn = 4—1112, dann gilt:
1 1
If(olci:;‘/l(y)l = | e 2’11| | = Z?n — oo flir n - oo, dies ist somit ein Widerspruch zu (%)
nZ an?

10. Gleichmafiige Konvergenz

Entscheiden Sie, ob die folgenden auf (0, ) definierten Funktionenfolgen nicht, punktweise oder
sogar gleichmalig gegen eine Grenzfunktion konvergieren. Geben Sie, falls existent, den Grenzwert
an.

a) a,=x +%
Lésung: Die Funktionenfolge konvergiert punktweise gegen a(x) = x, da fir festes x die
Folge (x + %) nach den Rechenregeln fiir Folgen gegen x strebt. Die Konvergenz ist
sogar gleichmafig, denn unabhangig von x gilt Ve > 0:
la, —al = |x+%—x| =%<£fallsn>N :=§
b) an =7
Losung: Die Funktionenfolge a,, konvergiert zundchst punktweise gegen die Nullfunktion
a(x) = 0, da fur jedes feste x > 0 die Zahlenfolge (%) nach den Rechenregeln fir

Folgengrenzwerte eine Nullfolge ist. Die Konvergenz ist jedoch nicht gleichmaRig,
denn angenommen es gdbe zu € = 1 ein N € N, welches nur von & abhangt, so dass
la,(x) — 0] <1=¢eVn> N.Dannwahltmann = N + 1 und x = N + 2 (mdéglich,
da es ja fur alle x > 0 gelten muss) und erhélt den Widerspruch

N+1
|an () = 0l = [75

N+2
c) a,=e* Ve

1
Losung: Die Funktionenfolge a,, lasst sich umschreiben zu a,,(x) = e**n. Nach a) konvergiert

|>1=£

x + % fiir festes x gegen x und da die Exponentialfunktion stetig ist, konvergiert da-
mit auch a, (x) punktweise gegen a(x) = e* fiir n - oo. Die Konvergenz ist jedoch

nicht gleichmaRig:

1
Sein > N. Dann gilt |a,,(x) — a(x)| = e* |en — 1|

Die rechte Seite der Gleichung ist dabei nicht Null und kann durch Erhéhung von x
beliebig groB gemacht werden, so dass sie jedes zuvor gewahlte € libersteigt. Also
muss N in Abhdngigkeit von x gewahlt werden = nur punktweise konvergent
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11. Zwischenwertsatz
Zeigen Sie: Ein Polynom p : R — R ungeraden Grades besitzt mindestens eine reelle Nullstelle.

Lésung: Sei p(x) = Y1_, axx®,a, # 0 und n ungerade, dann sei ohne Einschrankung a,, > 0.
Als Polynom ist p stetig. Fiir x # 0 gilt:

a a a

_ .1 n—-1 nz, . ..,.20

p(x) =x (an + e + 22 + -+ x")

Der Ausdruck in der Klammer konvergiert fiir x = +oo gegen a,, > 0. Somit gilt lirJP p(x) =
X—1T 00

too (da das n in x™ ungerade ist). Es gibt also ein x_ mit p(x_) < 0 und ein x, mitp(x,) >
0. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein xy € (x_, x,) mit p(x,) = 0.



