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1. Konvergenzradien von Potenzreihen I 
Bestimmen Sie die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen: 

a) ∑ (𝑛4 − 4𝑛3)𝑥𝑛∞
𝑛=0   

b) ∑
𝑒𝑛+𝑒−𝑛

2
𝑥𝑛∞

𝑛=0  

c) ∑
𝑥5𝑛+1

1+2𝑛
∞
𝑛=0  

d) ∑
(2+(−1)𝑛)𝑛

𝑛
𝑥𝑛∞

𝑛=1  

2. Funktionalsgleichung der Exponentialfunktion 
Beweisen Sie für 𝑧, 𝑤 ∈ ℂ mit Hilfe des Cauchy-Produkts: 

exp(𝑧) · exp(𝑤) = exp(𝑧 + 𝑤) 

3. Stetigkeit der Exponentialfunktion 

Benutzen Sie die Stetigkeit der Exponentialfunktion, um lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

ln(1+
1

𝑛
)

1

𝑛

= 1 zu zeigen. 

Hinweis: Betrachten Sie hierzu den Grenzwert der Folge 𝑏𝑛 = 𝑒𝑎𝑛 

4. Konvergenzradien von Potenzreihen II 
Bestimmen Sie die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen: 

a) ∑ 𝑎𝑛2
𝑥𝑛,   𝑎 ∈ ℝ∞

𝑛=0  

b) ∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛2∞
𝑛=0 , 𝑎 ∈ ℝ  

c) ∑ 𝑛! 𝑥𝑛∞
𝑛=0  

d) ∑
(2𝑛)!

(3𝑛)𝑛·𝑛!
𝑥𝑛∞

𝑛=1  

5. Sinus, Cosinus 
Zeigen Sie, dass für alle 𝑥 ∈ ℝ gilt: 

a) cos(3𝑥) = 4 cos3(𝑥) − 3cos (𝑥) 

b) sin(3𝑥) = −4 sin3(𝑥) + 3sin (𝑥) 

c) sin2(𝑥) =
1

2
(1 − cos(2𝑥)) 

Hinweis: Benutzen Sie bei c) die Exponentialdarstellung  
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6. Konvergenz von Potenzreihen III 

a) ∑ (
(𝑛+3)

𝑛
)

𝑛2

𝑥𝑛∞
𝑛=0  

b) ∑ 7𝑥
𝑛

3∞
𝑛=0   

c) ∑
3𝑛+2

2𝑛 𝑥𝑛∞
𝑛=0  

d) ∑
𝑛+2

2𝑛 𝑥𝑛∞
𝑛=0  

7. Stetigkeit 
a) Sei 𝑠 ∈ ℝ. Zeigen Sie, dass die Funktion 𝑓 ∶ ℝ+ → ℝ, 𝑥 ↦ 𝑥𝑠 stetig ist 

b) Sei 𝑓 ∶ ℝ → ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑥 sin (
1

𝑥
) für 𝑥 ≠ 0 und 𝑓(𝑥) = 0 für 𝑥 = 0. Zeigen Sie, dass 𝑓 stetig 

ist 

8. Gleichmäßige Stetigkeit 
Untersuchen Sie, welche der Funktionen gleichmäßig stetig sind: 

a) 𝑓 ∶ ℝ → ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑥2 

b) 𝑓 ∶ [10−4, ∞) → ℝ,   𝑓(𝑥) =
1

𝑥
   

c) 𝑓 ∶ [√2, 6] → ℝ,   𝑓(𝑥) =
𝑥2014−18

46+|𝑥|7  

9. Gleichmäßige Stetigkeit, Lipschitz-Stetigkeit 

Sei 𝑓 ∶ [0,1] → ℝ, 𝑓(𝑥) ≔ √𝑥. Zeigen Sie, dass die Funktion 𝑓 gleichmäßig stetig, aber nicht Lipschitz-

Stetig ist. 

10. Gleichmäßige Konvergenz 
Entscheiden Sie, ob die folgenden auf (0, ∞) definierten Funktionenfolgen nicht, punktweise oder 

sogar gleichmäßig gegen eine Grenzfunktion konvergieren. Geben Sie, falls existent, den Grenzwert 

an. 

a) 𝑎𝑛 = 𝑥 +
1

𝑛
 

b) 𝑎𝑛 =
𝑥

𝑛
 

c) 𝑎𝑛 = 𝑒𝑥 · √𝑒
𝑛

 

11. Zwischenwertsatz 
Zeigen Sie: Ein Polynom 𝑝 ∶ ℝ → ℝ ungeraden Grades besitzt mindestens eine reelle Nullstelle. 


