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KAPITEL 1

EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

1.1 Basiswechsel

Sei V' ein K-Vektorraum mit zwei Basen A = (vq,...,v,) und B = (wy,...wy,).
Jeder Vektor w; aus B hat eine eindeutige Darstellung in der Basis A

n
wj = E Sijvi
i=1

Die Transformationsmatrix des Basiswechsels von A nach B ! ist

S8 = (9)i; € GL(n, K).
Die Transformationsmatrix kann invertiert werden und (S7)~! beschreibt dann die
Transformationsmatrix des Basiswechsels von B nach A 2.
Wir definieren die Koordinatensysteme ®4 : K™ — V und ®p : K™ — V. Die
Transformationsmatrix der Koordinaten von A nach B ist

T4 = (@p)toda: K" — K" T eGL(n,K).

Lein Basisvektor in A wird reingesteckt, ein Basisvektor in B kommt raus
ein Basisvektor in B wird reingesteckt und heraus kommt ein Basisvektor in A
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Sei u ein Vektor des Vektorraumes V. z sind die Koordinaten von u in der Basis
A. y sind die Koordinaten von u in der Basis B

u=®y(z) =Pp(y).

Der Zusammenhang von der Darstellung in Koordinaten beziiglich der Basis B
dargestellt durch die Koordinaten des Vektors in der Basis A ist gegeben durch

Y= Tgar.

Die Transformationsmatrizen des Basiswechsels und die Transformationsmatrizen
des Koordinatensystemwechsls hidngen zusammn tiber

=i sh=Ti.

Ein Endomorphismus F' : V — V werde beziiglich der Basen A und B dargestellt.
Dann transformiert die Darstellung von der Basis A in Basis B

Mp =THMA(TE) ™.
Sowohl Spur
n n
Spur(F) = Za“- = Z i
i=1 i=1
als auch Determinante

det A = H i
i=1

sind Invarianten von Endomorphismen, &ndern sich also nicht beim Wechsel von
einer Basis in die andere. So kann die Determinante eines Endomorphismus F'
definiert werden iiber die Determinante dessen Darstellung beziiglich einer beliebi-
gen Basis B

det F' := det Mp(F).

1.2 Eigenwertgleichung

Sei V' ein K-Vektorraum und F' : V' — V ein Endomorphismus. A € K heiSt
Eigenwert von F, falls es ein v € V' gibt mit v # 0 und

F(v) =\
. v # 0 € V heist Eigenvektor, wenn es ein A € K gibt, so dass

F(v) = M.

Der Vektor 0 ist nie cin Eigenvektor. Vielfache von Eigenvektoren sind wieder
Eigenvektoren, da F(uv) = X+ pv, p € K.

Fir V.= K", A € M(n x n;K) und einen Endomorphismus F : V — V,z — Az
gilt: X € K ist Eigenwert von A, wenn es ein € K" gibt mit z # 0 und

Az = Az

z ist dann ein Eigenvektor zum Eigenwert \.
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Eigenraum

Der Eigenraum eines Endomorphismus F' von V' zum Eigenwert A inK ist definiert
als
Eig(F;\) :=={veV:F(v)=M}CWV.

Fiir die Eigenrdume von zwei verschiedenen Eigenwerten A # Ay gilt
Eig(F; M) N Eig(Fi Ao) = {0}

Sind v1,vy € V Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten \; # Ao, so ist der
Vektor (vi + v2) kein Eigenvektor von F.
Fiir eine Matrix A € M (nxn; K) ist der Eigenraum zum Eigenwert A € K definiert
als

Eig(A4;\) :={v eV : Az = Xz} C K".

Eigenschaften des Eigenraums

a) Eig(
b) Eig(
) Big(
d) Eig(
)

;A) C V ist ein Untervektorraum
i) # {0} & X ist ein Eigenwert von F

c ;A) \ {0} ist die Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert .

F
F
F
F; \) = Ker(F — Mdy)

e) dim Eig(F;\) = dimV — rang(F — Aidy)

Berechnung von Eigenwerten
Sei A€ M(nxn;K), A€ K. \ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn

det(A — AE,) = 0.

Berechnung von Eigenvektoren

Ein Vektor € K™ ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A € K, wenn es eine
nichttriviale * des linearen Gleichungssystems

(A=XEy)z =0

ist.

Charakteristisches Polynom

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension dimV = n mit Basis B, F : V — V
ein Endomorphismus mit Darstellung beziiglich B Mp = A € M(n x n; K). Das
charakteristische Polynom von F ist definiert als

Pp = det(A— XE,) € K[X]

3nichttrivial: & # 0
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und ist ein Polynom vom Grad n. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
sind die Eigenwerte von F. Wir geben explizit das charakteristische Polynom fiir
n =2 und n = 3 an und diskutieren Eigenschaften fiir allgemeines n € N.

1.) n=2

- X
det(A — XE,) = det [ 2
azy ag — X
= X? — (a11 + az0) X + (a11022 — a12a21)
det(A — X F3) =det(a;; — X6;5)
== X*+ (a11 + ag + ag3) X?
— (a11a22 — ai2a21 + ar1as3
— a13a31 + A22a33 — agzaszs) X
+det A

3)neN

Py =det(A— XE,) =b, X" + b1 X" ' 4+ + b X; + by.

Alle b, € K. Fiir den Koeffizienten der hochsten Potenz von X gilt b,, = (—1)™.
Fiir den Koeffizienten der zweithochsten Potenz von X gilt

b1 = (=1)"71 Spur (A) = (=1)" " (a11 + - + ann)-

Fiir den Koeffizienten des konstanten Teil des Polynoms gilt by = det A.
Allgemein lésst sich ein charakteristisches Polynom schreiben als
Pp=(X-X)-...(X=n)-Q
mit A1, ..., Ay, den Nullstellen von Pp und @ € K[X] einem Polynom ohne Null-
stellen in K. Esist 0 <m <n =dim V und m + deg Q = n.
Es kann vorkommen, dass das charakteristische Polynom Pr mehrfache Nullstellen

hat, d.h.
Pp=(X—=A)"-e (X =)™ Q
mit paarweise verschiedenen Nullstellen Ay, ..., \g. Esist ri,...,rx > 1 und r +
S TR =
Ist F': V — V diagonalisierbar, so zerfillt das char. Polynom Pp in Linearfaktoren

Pp =X =) (X = An)

mit Ay,..., A\, € K und n =dim V.
Ist dm V =n, F:V -V und

Pr==£(X - A) (X =)

mit paarweise verschiedenen Eigenwerten Ay, ...\, so ist F' diagonalisierbar.

Eigenvektoren vy ...,v,, € V einer linearen Abbildung F : V — V zu paarweise
verschiedenen Eigenwerten Ay, ..., A, sind stets linear unabhéngig. Dabei ist m <
dim V.
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Geometrische und Algebraische Vielfachheit

Algebraische Vielfachheit Die algebraische Vielfachheit ;1(Pp; A) des Eigenwerts A
von F ist definiert als die Vielfachheit der Nullstelle A des charakteristischen Poly-
noms Pg zu F.

Geometrische Vielfachheit Die geometrische Vielfachheit d(F; \) des Eigenwerts A
von F' ist definiert als
d(F; \) := dim Eig(F; \)

Die geometrische Vielfachheit d(F'; ) ist die maximale Zahl linear unabhéngiger
Eigenvektoren zu A € K.

Ist A € K ein Eigenwert von F, so ist d(F; ) > 1 und p(Pp; A) > 1.

Ist fiir einen Eigenwert A € K das charakteristische Polynom dieses Eigenwerts
Pp(X) # 0, hat das charakteristische Polynom also keine Nullstelle bei A und ist
demnach die algebraische Vielfachheit p(Pp; A) = 0. X ist dann kein Eigenwert von
F, also ist auch d(F;\) = 0.

Fiir jeden Eigenwert A von F gilt

1 <d(F;\) < p(Pp; ) < dim V.

1.3 Diagonalisierbarkeit

‘Wann kann ein Endomorphismus durch eine Diagonalmatrix dargestellt werden?

Sei V' ein K-Vektorraum mit dim V' = n < co. Ein Endomorphismus F : V — V'
hei§t diagonalisierbar, wenn V eine Basis B = (v1,...,v,) besitzt, die aus Eigen-
vektoren von F besteht. Dann gibt es zu jedem v; ein \; inK, sodass F(v;) = \iv;.

1 0
Mp(F) = -
0 An

Eine Matrix A € M(n x n; K) heist diagonalisierbar, wenn Fjy : K™ — K",z — Az
diagonalisierbar ist. Dann existiert eine Transformationsmatrix S € GL(n; K),
sodass
1 0
SAS™h =
0 An

Mantra fiir symmetrische Matrizen: Ist A inM (n x n; K) symmetrisch (A =*

A, so zerfallt das charakteristische Polynom P4 in reelle Linearfaktoren. A hat
dann reelle Eigenwerte und je zueinander orthogonale Eigenvektoren und ist diag-
onalisierbar.

Sei F': V — V ein Endomorphismus, dessen charakteristisches Polynom in Linear-
faktoren
Pp=2(X—=M\)- (X =)
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mit paarweise verschiedenen Eigenwerten Aq, ..., A, zerfallt, dann ist F diagonal-
isierbar. Die Eigenvektoren vy, ..., v,, eines Endomorphismus F' : V' — V zu paar-
weise verschiedenen Eigenwerten Aq,...,\,, sind stets linear unabhingig, wobei
m < dimV.

Die Bedingung fiir Diagonalisierbarkeit von Endomorphismen kann auch mit Hilfe
der geometrischen und algebraischen Vielfachheit der Eigenwerte formuliert werden:
Sei V' ein K-Vektorraum mit dim V' = n < co. Ein Endomorphismus F' : V — V
ist genau dann diagonalisierbar, wenn

a) Das charakteristische Polynom Pp zerfillt in K[X] in Linearfaktoren
Pp==£(X = \) - (X =)
mit A\p,...,\, € K.

b) Fiir jeden Eigenwert A von F ist die geometrische Vielfachhit des Eigenwerts
gleich dessen algebraischer Vielfachheit

d(F; \) = p(Pr; A).

Vergleicht man die Form des charakteristischen Polynoms in diesem Fall mit
der allgemeinen Form eines charakteristischen Polynoms

sieht man dass 1, = --- = r, = 1 ist, alle Eigenwerte haben also die alge-
braische Vielfachheit pu(Pp; K) = 1. Mit 1 < d(F; ) < p(Pp;A) = 1 folgt
d(F;\) = 1.

Rechenverfahren zur Diagonalisierung
1. Charakteristisches Polynom aufstellen
2. algebraische Vielfachheiten ablesen
3. Eigenrdume berechnen (LGS aufstellen und lsen)
4. geometrische Vielfachheiten ablesen
5. Eigenvektoren berechnen
6. Transformationsmatrix aus Eigenvektoren aufstellen
7. Transformationsmatrix invertieren
8. Diagonalmatrix angeben

D=SAS™! A=S8"'DS
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Ahnlichkeit

Wir diagonalisieren einen Endomorphismus, indem wir einen Basiswechsel zu einer
Basis aus Eigenvektoren vornehmen, in welcher die darstellende Matrix des Endo-
morphismus diagonal ist.

‘Wir erinnern uns an den Basiswechsel fiir einen Endomorphismus:

Ein Endomorphismus F : V — V werde beziiglich der Basen A und B dargestellt,
wobei B eine Basis aus Eigenvektoren von F' ist. Dann transformiert die Darstellung
von F von der Basis A in Basis B

Mp = THMA(TH) ™

In diesem Fall besteht die Spalten Matrix aus (7% ) ' aus den Eigenvektoren von
A.

Mit folgendem Beispiel fiir n = 3 demonstrieren wir, wieso dann die Matrix A
Diagonalgestalt als Diagonalmatrix D annimmt.

Wir benennen der Ubersicht halber die Transformationsmatrix, welche aus den
Eigenvektoren besteht, also der Basis in die wir von der kanonischen Basis trans-
formieren, T' = (vy, v2,v3) mit den Eigenvektoren von F vy, vs, v3.

Es ist dann

D =T71AT.

Fiir die Diagonalmatrix D gilt natiirlich, wenn wir das Bild des kanonischen Ein-
heitsvektors e; =" (1,0,0) betrachten

1 0
0 X 0 =M\
0 A3

Nun verifizieren wir, dass das Bild des kanonischen Einheitsvektors unter 7' AT
das gleiche wie eben berechnet ist. In T stehen die Eigenvektoren von A als Spalten
der Transformationsmatrix.

T 'ATe, = T71A<1)1,’U27 v3) =T '"Av, =T " \uvy

Hier haben wir benutzt, dass v; der Eigenvektor zum Eigenwert A; von A ist. So wie
T den ersten kanonischen Einheitsvektor e; in vy transformiert hat, so transformiert
T diesen wieder zuriick, sodass wir als Ergebnis erhalten
T~ ATe; = \T 7 'oy = Aer.
‘Wir haben also die Giiltigkeit der Identitét
D=T7'AT

gezeigt?.

4Nicht von der Notation verwirren lassen! In der Matrix ganz rechts stehen die Eigenvektoren
von A als Spalten, egal ob man sie jetzt T oder S~! nennt.
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1.4 Trigonalisierung

Nicht immer ist es moglich einen Endomorphismus oder eine Matrix zu diagonal-
isieren. Zerféllt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren, aber

d(F;A) # p(Pr; A)s

so ist F' nicht diagonalisierbar. Es ist aber moglich eine der Darstellungsma-
trix dhnliche Matrix in oberer Dreiecksform anzugeben. Diese Matrix in oberer
Dreiecksform hei”st Jordan-Normalform (JNF) und die Abbildung ist dann trigo-
nalisierbar.

Jordan-Normalform

Die einfachste Form, in der diese obere Dreiecksmatrix angegeben werden kann, ist
die Jordan-Normalform.

Existiert zu einem Endomorphismus F': V' — V eine Basis B, in der die darstellende
Matrix

1 0 0
Mp(F)=J=1|p . o
0 0 Ji
annimmt mit Jordan-Késtchen Ji, ..., Ji, so nennt man die Matrix J eine Jordan-

Normalform von F.
Eine Matrix J; hei”st Jordan-Késtchen zu einem A € K, wenn

> o o o <o

Sei F': V — V ein Endomorphismus und dim V' < oco. Zerféllt Pp in Linearfak-
toren, so ist F’ trigonalisierbar und es gibt eine Basis B von V/, in der die darstellende
Matrix eine Jordan-Normalform von F ist.

Die Anzahl der Jordan-Késtchen zu einem Eigenwert A ist die geometrische Vil-
fachheit d(F;\) des Eigenwerts A. In einem Jordan-Késtchen ist nur der Vektor
ein Eigenvektor von F, dessen Bild die erste Spalte vom Jordan-Késtchen ist.

1.5 Zusatzmaterial

Ein sehr gutes Vorlesungsvideo zu Eigenwerten und Eigenvektoren gibt es bei MIT
Open Course Ware.

http://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-1linear-algebra-spring-2010/

video-lectures/lecture-21-eigenvalues-and-eigenvectors/
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AUFGABEN
1.1 Sei
111
1 1 1 1
1 11
111

a) Zeigen Sie: F hat den Eigenvektor e = (1,1,1,1).

b) Geben Sie alle Eigenwerte von F an. Dazu brauchen Sie nicht das charakter-
istische Polynom von F' auswerten.

¢) Ermitteln Sie die Potenzen F* von F fiir k € N.

1.2 Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

A= é 711> € M(n x n;R).

1.3 Es sei K ein Korper, n € N, A € M(n x n; K) symmetrisch mit den zwei
verschiedenen Eigenwerten Aj, Ay € K. Zeigen Sie, dass fiir jeden Eigenvektor vq
zum Eigenwert A; und jeden Eigenvektor v, zum Eigenwert Ao gilt:

"oy vy =0

1.4 Gegeben ist die Matrix

i 2i
A= (¥ %) cmexzo.
5i —3i

Bestimmen Sie det A, Spur A, Rang A, sowie die Eigenwerte und Eigenvektoren
von A.

1.5 Zeigen Sie: Ist det A = 0, so ist 0 € K ein Eigenwert von A. Was folgt
daraus fiir Rang und Invertierbarkeit von A?

Hinweis: Wie lautet die allgemeine Form des charakteristischen Polynoms? Sie
diirfen im zweiten Teil der Frage annehmen, dass A diagonalisierbar ist.

1.6  Gegeben sei die Matrix

A= Cl 7_1> € M(2x20C).
1

a) Bestimmen Sie die Spur und die Determinante von A.
b) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A.
c

d

Bestimmen Sie den Eigenwert A\; von A zum Eigenvektor *(—1,1).

)
)
)
)

Bestimmen Sie die Menge M aller Eigenwerte von A.
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1.7 Zeigen Sie, dass eine hermitesche Matrix A € M(n x n;C) (d.h. (*A) = A)
nur reelle Eigenwerte hat.

Zeigen Sie au”serdem, dass die Eigenvektoren v; € C" zu den Eigenwerten \; € C
Vi € {1,...,n} zueinander orthogonal sind, also *v; - v; = 0 fiir i # j.

1.8 Beantworten Sie folgende Fragen jeweils mit einer kurzen Begriindung:
a) Gegeben ist ein Eigenvektor v zum Eigenwert A\ einer Matrix A. Ist v auch
Eigenvektor von A2? Zu welchem Eigenwert? Wenn A zudem invertierbar ist,

ist dann v auch ein Eigenvektor zu A='? Zu welchem Eigenwert?

b) Wieso hat jede Matrix A € M(n x n; K) mit A% = E,, einen der Eigenwerte
+1 und keine weiteren?

¢) Haben dhnliche Matrizen dieselben Eigenwerte? Haben diese dann gegebenen-
falls auch dieselben algebraischen und geometrischen Vielfachheiten?

d) Haben die quadratischen n x n-Matrizen A und ‘A dieselben Eigenwerte?
Haben diese gegebenenfalls auch dieselben algebraischen und geometrischen
Vielfachheiten?

e) Gegeben sei eine nilpotente Matrix A € M (nxn; C) mit Nilpotenzindex p € N,
d.h. es gilt
AP =0 und AP71#0

Ist die Matrix A invertierbar? Begriinden Sie weiterhin: Die Matrix A hat
einen Eigenwert der Vielfachheit n.

1.9 Sei A€ M(n x n; K) eine diagonalisierbare Matrix. Zeigen Sie, dass
a)
n
det A=A
i=1
gilt, wobei \;,Vi = 1,...n die Eigenwerte von A sind.
b)
Spur A = Z Ai
i=1

gilt, wobei \;,Vi = 1,...n die Eigenwerte von A sind.

Hinweis: Matrizen innerhalb der Spur vertauschen zyklisch: Spur (ABC) =
Spur (CAB) = Spur (BCA).
1.10 Fiir welche Werte von a, b, ¢ € R ist die reelle Matrix

b 0
M= a b
c a

iiber R diagonalisierbar?
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1.11 Diagonalisieren Sie die Matrix

3 1
A=B 0 -1
0 2

1.12
a) Die Zeilensummen von A = (a;;) € M(n x n; K) seien alle gleich, d.h. es gibt

ein A € K mit A = Zyzl agj fir alle i = 1,...,n. Zeigen Sie (ohne Benutzung

des charakteristischen Polynoms), dass A Eigenwert von A ist und finden Sie
einen zugehorigen Eigenvektor.

b) Bestimmen Sie eine zu der Matrix
20
A= 2 1
01

dhnliche Diagonalmatrix D € M (3 x 3;C.
Hinweis: Benutzen Sie a), um einen reellen Eigenwert zu finden. Die Trans-

formationsmatriz ist nicht gefragt.

1.13 Begriinden Sie, warum die Matrix
5 2 -1
A=1[2 2 2
1 2 5

orthogonal diagonalisierbar ist und bestimmen Sie eine Transformationsmatrix 7',
so dass D :=! TAT diagonal ist.
1.14 Welche der folgenden Aussagen sind richtig? Begriinden Sie jeweils kurz die
Antworten:

a) Eine diagonalisierbare Matrix mit Eigenwert 0 ist invertierbar.

b) Wenn Az = Az und Bz = px gilt, dann ist A ein Eigenwert von AB.

)

hat die Eigenwerte Ay =1,y = 9.

¢) Die Matrix

d) Ist 1 ein Eigenwert von A2, so ist 1 auch ein Eigenwert von A.

e) Seien A, B € M(n x n; K) diagonalisierbar und A € K ein Eigenwert zu AB,
dann ist A auch ein Eigenwert zu BA.



