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I GRUNDBEGRIFFE

Gruppenaxiome
GOa,beG=a-becG Va,bec G
Gl (a-b)-c=a-(b-¢) Va,b,ce G (Assoziativitit)
G21 de€G:a-e=e-a=a VYa€ G (neutrales Element)
G22 Je€G:Va€eG Ja'e€G:a-a!=a"! a=e (inverses Element)
Untergruppentest
GO G’ ist nicht leer, G’ # ().
Gl a,beG =a-bed
G2acG =alted
Vektorraumaxiome
V1 (V,4) ist eine abelsche Gruppe mit Nullelement 0 und inversem Element —uv.

V2 VA pe Kund v,weV:

2) (A-p) o= A- (- )
b) 1-v=

c) A+ ) v=Av)+ (u-v)
d) A (w+w) = (A-0) + (A w)



Untervektorraumtest

UVl W #10)

UV2 v,w e W = v+w e W (Abgeschlossenheit bzgl. Addition)

UV3 v e W, A€ K= X -veW (Abgeschlossenheit bzgl. Multiplikation mit Skalaren)

Lineare Unabhingigkeit
n
6: Z)\ﬂh‘i)\l :0,...,)\n:0
i=1

Basis
B1 Spang(vi,...,v,) =V

B2 (v1...,vy,) sind linear unabhéngig.

Algebraische Strukturen

": Ass. (a+b)+ec=a+(b+¢c) —
L] ap
U_ Komm. a+b=b+a .5 é
E Neutr. 30:0+a=a+0=a ® 5 ¥
= b=}
:2 Inv. J-a:a+(-a)=0 = ‘{a‘ 'f 5
- @
Distr. (a+b)-e=a-c+b-c g E -cE;
g 8 X
’ B-c=a-(b-c¢ -]
. Ass. (a-b)-c=a-(b-c) 2 z
cg Komm. a-b=b-a g
=
g Neutr. Jl:l-a=a-1=a
G
4 Inv. Jalia-al=1




AUFGABEN

Gruppen
Aufgabe 1

Gegeben sei die Menge der symmetrischen 2 x 2-Matrizen

S2:{<Z IZ) la,b,c € R}

a) Zeigen Sie: (S2,+) ist eine kommutative Gruppe

b) Zeigen Sie: (S2,+,-) mit der komponentenweise definierten Skalarmultiplikation

). a by [(A-a X-b
b ¢/ \\Xb X-c
ist ein R-Vektorraum. Welche Dimension besitzt dieser?

Aufgabe 2

Beweisen Sie folgende Aussagen: Ist (G, -) eine Gruppe, so gilt Va, b, z,y € G:
L. (aHt=a (a-b)"t=b"la!
2.a-cr=a-y=>xr=y T-a=Y-a=>T =1y
3. a-z = b eindeutig l6sbar durch z =a~! - b

y - a = b eindeutig 16sbar durch y =b-a~!

Aufgabe 3

Beweisen Sie folgende Aussagen fiir eine (nicht notwendigerweise abelsche) Gruppe (G, o):

a) Fiir jedes neutrale Element e € G gilt aoe = eoa, Va € G, d.h. jedes linksneu-
trale Element e ist auch rechtsneutral. Daher spricht man auch einfach von einem
neutralen Element.

b) Ausa~loa = e folgt jeweils auch aoa™! = e, d.h. jedes linksinverse Element a =" ist

auch rechtsinvers. Deshalb spricht man auch einfach von einem inversen Element.

c) Es gibt genau ein neutrales Element e € G. Bereits aus xoa = a oder aoz = a fiir
ein a € G folgt © = e.

d) Zu jedem a € G gibt es genau ein inverses Element a=! € G.

Hinweis: Beweisen Sie zuerst b), dann a), ¢) und d).



Vektorraume
Aufgabe 4

Gegeben sind ein Untervektorraum U eines K-Vektorraums V und Elemente u,w € V.
Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

1. Sind @ und w nicht in U, so ist auch u + w nicht in U.
2. Sind » und w nicht in U, so ist u +w in U.

3. Ist w in U, nicht aber w, so ist u 4+ w nicht in U.

Aufgabe 5

Geben Sie zu folgenden Teilmengen des R-Vektorraums R? an, ob sie Untervektorriume
sind und begriinden Sie dies:

a)

V1
Uy ::{ V9 ERS‘U1+U2:2}
%
b)
U1
Uy = { vo | € R3|Ul + V9 = ’1)3}
v3
c)
V1
Us .= { v2 | € R3|U1 sV = U3}
U3
d)
V1
Uy:={|wv| € R3|vl = v oder v = v3}
U3
Aufgabe 6

Begriinden Sie, dass fiir jedes n € N die Menge

Ul

Un

einen R-Vektorraum bildet und bestimmen Sie eine Basis und die Dimension von U.



Aufgabe 7

Welche der folgenden Teilmengen des R® ! sind Untervektorriume? Begriinden Sie Thre
Aussagen.

a) Ur = {f € R¥|f(1) = 0}

b) Uy := {f € R¥|f(0) =1}

c¢) Us := {f € RF|f hat héchstens endlich viele Nullstellen}
)

)

d) Uy := {f € RF| fiir hochstens endlich viele 2 € R ist f(z) # 0}

e) Us := {f € R¥|f ist monoton wachsend}

Basis und Dimension
Aufgabe 8

Priifen Sie, ob die Menge

10 11 0 1 0 0
B::{“:(o 1)’”2:<0 0)’“3:(—1 0)’”4:<1 0>}CRM

eine Basis des R2%2 bildet.

Aufgabe 9
Bestimmen Sie eine Basis des von der Menge
0 1 -1 -1 1 2
1 0 -2 0 0 0
X=A ol’tr)|’fo {1 |’ {-1"]-1 }
-1 -2 1 0 -1 0

erzeugten Untervektorraums Spang(X) C R*.

Aufgabe 10

Gegeben seien folgende Polynome aus V' = R[z]3 (dem Vektorraum der Polynome iiber
R mit maximalem Grad 3):

pi(z) =23 —222 +42+1 po(z) =22 =322 +92 -1
p3(z) =23 +62-5 pa(z) :=22% — 52% + 72 +5.
Es sei U := Spang(p1(2), p2(2), p3(2), pa(2)).
a) Bestimmen Sie eine Basis B von U.

b) Zeigen Sie, dass 22 +2—3 € U und ermitteln Sie eine Basisdarstellung von 22 +2z—3
beziiglich der Basis B aus a).

'R® bezeichnet die Menge aller Abbildungen f : R — R.



