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Aufgabe 1 (**)
Der Hamiltonoperator für ein (positiv) geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld
ist

Helm =
1

2m
(−i~~∇− e ~A)2 − eΦ

Zeigen Sie, dass die Kontinuitätsgleichung ∂t(Ψ∗Ψ) + ~∇ ·~j = 0 gilt, wenn der Strom-
dichtevektor ~j gleich

~j =
1

2m

{
i~(Ψ~∇Ψ∗ −Ψ∗~∇Ψ)− 2e ~AΨ∗Ψ

}
ist. Beweisen Sie weiterhin, dass ~j eichinvariant ist.

Lösung:
Da in der Definition des Stromdichtevektors ~j sowohl die Wellenfunktion Ψ selbst,
als auch ihr komplex Konjugiertes enthalten sind, muss man zwei Formulierungen der
zeitabhängigen Schrödingergleichung betrachten

i~
∂Ψ

∂t
= HΨ und − i~∂Ψ∗

∂t
= (HΨ)∗

In der nun folgenden Rechnung muss beachtet werden, dass sowohl das skalare Potential
|Phi als auch das Vektorpotential ~A reell sind. Ferner werden die beiden Formulierun-
gen der Schrödingergleichung verwendet werden, um die zeitlichen Ableitungen der
Wellenfunktion Ψ und ihres komplex Konjugierten zu substituieren.

∂

∂t
(Ψ∗Ψ) =

1

i~
(Ψ∗HΨ−Ψ(HΨ)∗)

=
1

2im~

[
Ψ∗
(

(−i~~∇− e ~A)(−i~~∇− e ~A)Ψ− 2meΦΨ
)

−Ψ
(

(i~~∇− e ~A)(i~~∇− e ~A)Ψ∗ − 2meΦΨ∗
) ]

=
1

2im~

[
Ψ∗
(
−~2~∇2Ψ + ie~(~∇ · ~A+ ~A · ~∇)Ψ

)
−Ψ

(
−~2~∇2Ψ∗ − ie~(~∇ · ~A+ ~A · ~∇)Ψ∗

) ]
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Um diesen Ausdruck weiter umformen zu können, bedarf es einer kleinen Zwischen-
rechnung. Wir sehen, dass

Ψ∗(~∇ · ~A+ ~A · ~∇)Ψ + Ψ(~∇ · ~A+ ~A · ~∇)Ψ∗ = 2 ~A ·Ψ∗~∇Ψ + 2(~∇ · ~AΨ∗Ψ + 2 ~A ·Ψ(~∇Ψ∗) = ~∇ · (2 ~AΨ∗Ψ)

Demnach kann man die zeitliche Ableitung der Wahrscheinlichkeitsdichte umformen
zu

. . . =
1

2im~
~∇
(
−~2Ψ∗Ψ + ~2Ψ~∇Ψ∗ + 2ie~ ~AΨ∗Ψ

)
= −~∇ ·~j

womit die Gültigkeit der Kontinuitätsgleichung für diese Definition des Stromdichte-
vektors gezeigt ist.
Nun wollen wir noch die Eichinvarianz des Stromdichtevektors beweisen. Dazu betrach-
ten wir eine Eichtransformation mit einem Skalarfeld Λ der Gestalt

~A→ ~A+ ~∇Λ und Ψ→ eieΛ/~Ψ = ζΨ

Wendet man diese Transformation auf den Stromdichtevektor an, dann erhält man

~j → 1

2m

[
i~
(
ζΨζ−1

(
~∇Ψ∗ − ie

~
(~∇Λ)Ψ∗

)
− ζ−1Ψ∗ζ

(
~∇Ψ +

ie

~
(~∇Λ)Ψ∗

))
− 2e( ~A+ ~∇Λ)ζ−1Ψ∗ζΨ

]
= ~j +

e

2m
Ψ∗Ψ~∇Λ(1 + 1− 2) = ~j

womit auch die Eichinvarianz des so definierten Stromdichtevektors gezeigt ist.

Aufgabe 2 (**)
Betrachten Sie ein Teilchen der Masse m und Ladung −e in einem homogenen Magent-
feld ~B = (0, 0,B) und einem dazu gekreuzten homogenen elektrischen Feld ~E = (E , 0, 0).
Bestimmen Sie das Spektrum der Eigenenergien E(pz, n) und die zugehörigen Eigen-
funktionen Ψ(~r).
Hinweis:
Eine geeignete Eichung des Vektorpotentials Ay(~r) führt auf einen verschobenen harmo-
nischen Oszilator. Wählen Sie das Skalarpotential Φ(x) so, dass es beim Eerwartungs-
wert x0 = 〈x〉 der x-Koordinate verschwindet. Formen Sie die x-abhängigen Terme im
Hamiltonoperator durch eine quadratische Ergänzung um. Zeigen Sie, dass der Mit-
telwert der Geschwindigkeit in y-Richtung vy = (py + eAy)/m gleich 〈vy〉 = −E/B
ist!

Lösung:
Bei dieser Aufgabe sind die wichtigsten Punkte der Lösung bereits gegeben, wir müssen
diese Punkte also nur noch abarbeiten. Zunächst wählen wir geeignete Vertreter für das
skalare Potential und das Vektorpotential. Gegeben wurde, dass das skalare Potential
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so zu wählen ist, dass es beim Erwartungswert x0 der x-Koordinate verschwindet.
Demnach definieren wir

Φ = −E(x− x0) und ~A = Bx~ey

Daraus resultieren die elektrischen und magnetischen Felder

~E = −∂t ~A− ~∇Φ und ~B = ~∇× ~A

Damit kann man den Hamiltonoperator für dieses Problem aufstellen, wobei die auftre-
tenden Potentiale bereits durch das elektrische und das magnetische Feld substituiert
werden

H =
1

2m

[
p2
x + (py + eBx)2 + p2

z

]
+ eE(x− x0)

Es ist hierbei bekannt, dass ~p = −i~~∇. Wir sehen, dass der Hamiltonoperator offenbar
mit py und pz kommutiert, [H, py,z], da der Hamiltonoperator lediglich von x explizit
abhängig ist. Aufgrund dessen können wir bereits im Hamiltonoperator die Impulsope-
ratoren py und pz durch ihre Eigenwerte ~ky und ~kz ersetzen

H = − ~2

2m
∂2
x +

~2k2
z

2m
+

1

2m
(~ky + eBx)2 + eE(x− x0)

= − ~2

2m
∂2
x +

~2k2
z

2m
+
e2B2

2m

(
x+

~ky
eB2

)2

− ~kyE
B
− mE2

2B2
− eEx0

In dieser Gleichung erkennen wir den Hamiltonoperator eines verschobenen harmoni-
schen Oszillators der Frequenz ω = eB/m. Die dazugehörigen Energieeigenwerte sind
daher

E(kz, n) =
e~B
m

(
n+

1

2

)
+

~2k2
z

2m
− ~kyE
B
− mE2

2B2
− eEx0

Die dazugehörigen Eigenfunktionen sind

Ψ(~r) = ei(kyy+kzz)Ψosz
n

x+
~ky
eB

+
mE
eB2︸ ︷︷ ︸

x−x0


Hierbei ist der Erwartungswert von x gleich

〈x〉 = x0 = −~ky
eB
− mE
eB2
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Die Energieeigenwerte sind damit also

E(kz, n) =
e~B
m

(
n+

1

2

)
+

~2k2
z

2m
+
mE2

2B

Der Erwartungswert der Geschwindigkeit in y-Richtung ist damit

〈vy〉 =
1

m
〈py + eAy〉 =

1

m
〈py + eBx〉 =

1

m
(~ky + eBx0) = −E

B

Aufgabe 3 (***)
Betrachten Sie das Wasserstoffatom in einem schwachen homogenen Magnetfeld ~B =
(0, 0, B). Bei Berücksichtigung des Elektonenspins lautet der zugehörige Hamiltonope-
rator

H =
1

2m
(~p+ e ~A)2 − α~c

r
+ µB~σ · ~B

mit dem Bohrschen Magneton µB = e~/2m und den Pauli-Spinmatrizen ~σ. Bestim-
men Sie (zu linearer Ordnung in B) die Eigenenergien E(n,ml,ms). Skizzieren Sie
die Aufspaltung der Energieniveaus zu n = 1, 2, 3 und geben Sie den verbleibenden
Entartungsgrad an!

Lösung:

Eine geschickte Wahl für das Vektorpotential ~A ist, wie bereits in der Vorlesung ge-
zeigt ~A = 1

2
~B × ~r. Da die Eigenenergien zu linearer Ordnung in B bestimmt werden

sollen, muss der Wechselwirkungs-Hamiltonoperator zunächst linearisiert werden. Der
Wechselwirkungs-Hamiltonoperator beschreibt dabei folgenden Teil des Hamiltonope-
rators

H =
~p2

2m
− α~c

r︸ ︷︷ ︸
HWasserstoff

+
e

2m
(~p · ~A+ ~A · ~p+ ~A2) + µB~σ · ~B︸ ︷︷ ︸

Hint

Die Energieeigenwerte des Wasserstoff-Hamiltonoperators sind bereits bekannt, so dass
lediglich die Energieeigenwerte des Wechselwirkungs-Hamiltonoperators Hint berechnet
werden müssen. Den im Vektorpotential quadratischen Term können wir dabei vernach-
lässigen, da das Vektorpotential linear in B ist.

Hint =
e

2m
(~p · ~A+ ~A · ~p) + µB~σ · ~B

Zunächst stellen wir fest, dass [xi, pj] = i~δij, so dass ~p · ~A = ~A · ~p. Ferner kann man
die Definition des Vektorpotentials einsetzen und erhält somit

Hint =
e

2m
( ~B × ~r) · ~p︸ ︷︷ ︸

=~p·( ~B×~r)

+µB~σ · ~B
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Nun ist bekannt, dass das Spatprodukt invariant unter zyklischer Vertauschung ist.
Demnach ist ~p · ( ~B~r) = ~B(~r × ~p) wobei wir in der zweiten Klammer den Drehim-
pulsoperator ~L wiederfinden. Der Wechselwirkungs-Hamiltonoperator kann damit zu
Folgendem umgeformt werden

Hint =
e

2m
~B · ~L+ µB~σ · ~B = µB

(
1

~
~L+ ~σ

)
· ~B = µBB

(
1

~
Lz + σz

)
da das Magnetfeld lediglich in z-Richtung zeigt. Die z-Komponente des Bahndrehim-
pulses und die dritte Paulimatrix kommutieren jeweils mit dem Hamiltonoperator, so
dass Energieeigenfunktionen Ψn,l,ml,ms(~r = Rnl(r)Ylml

(θ, φ)χms ebenfalls Eigenfunktio-
nen von Lz und σz sind. Die Eigenenergien sind demzufolge

E(n,ml,ms) = −mα
2c2

2n2
+ µBB(ml + 2ms)

mit ml = −l, . . . , l und ms = ±1/2.

1 Störungstheorie

Aufgabe 4 (*)
Angenommen der Hamiltonoperator eines Systems ist abhängig von einem Parameter
λ. Die Eigenenergien und Eigenfunktionen von H(λ) seien durch En(λ) und Ψn(λ)
bezeichnet. Das Feynman-Hellmann Theorem lautet dann

∂En
∂λ

=

〈
Ψn

∣∣∣∂H
∂λ

∣∣∣Ψn

〉
unter der Annahme, dass En nicht degeneriert sind oder die Ψn die “guten“ Eigenfunk-
tionen sind.

(i) Beweisen Sie das Feynman-Hellmann Theorem!

(ii) Wenden Sie dieses Theorem auf den eindimensionalen quantenmechanischen har-
monischen Oszillator an. Bestimmen Sie so die Erwartungswerte 〈V 〉 und 〈T 〉
sowie eine Relation zwischen diesen. Nutzen Sie dazu

(a) λ = ω

(b) λ = ~
(c) λ = m

Beziehen Sie Ihre Ergebnisse auf Aussagen des Virialsatzes über dieses System.

Lösung:
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(i) Für einen konkreten Wert λ0 wollen wir den Hamiltonoperator H(λ0) als un-
gestört betrachten. Durch eine kleine Störung dλ kann man von diesem Wert
abweichen und erreicht λ = λ0 + dλ. Der störende Hamiltonoperator ist damit

H ′ = H(λ0 + dλ)−H(λ0) =

(
∂H

∂λ

)
dλ

in erster Ordnung Taylorentwicklung. Die Energiekorrektur dEn kann man der
aus der Vorlesung bekannten Gleichung berechnet werden

dEn = E1
n =

〈
Ψ0
n|H ′|Ψ0

n

〉
=

〈
Ψn

∣∣∣∂H
∂λ

∣∣∣Ψn

〉
dλ

Diese Gleichung muss nun noch umgestellt werden, um das Feynman-Hellmann
Theorem zu reproduzieren.

∂En
∂t

=

〈
Ψn

∣∣∣∂H
∂λ

∣∣∣Ψn

〉

(ii) Der eindimensionale quantenmechanische harmonische Oszillator wird beschrie-
ben durch folgenden Hamiltonoperator

H = − ~2

2m

d2

dx2
+

1

2
mω2x2 wobei En = ~ω

(
n+

1

2

)
(a) Zunächst betrachten wir ω als den eingeführten Parameter λ. Die zu berech-

nenden Ableitungen sind

∂En
∂ω

= ~
(
n+

1

2

)
und

∂H

∂ω
= mωx2

Wendet man nun das Feynman-Hellman Theorem an, dann ergibt sich

~
(
n+

1

2

)
=
〈
n|mωx2|n

〉
Nun ist bekannt, dass das Potential des eindimensionalen quantenmechani-
schen harmonischen Oszillators V = 1

2
= mω2x2 ist. Nach einiger Umformung

erhält man also

〈V 〉 =

〈
n
∣∣∣1
2
mω2x2

∣∣∣n〉 =
1

2
~ω
(
n+

1

2

)
=

1

2
En

6
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(b) Nun betrachten wir ~ als den eingeführten Parameter λ. Die zu berechnenden
Ableitungen sind dann

∂En
∂~

= ω

(
n+

1

2

)
und

∂H

∂~
= − ~

m

d2

dx2

Wendet man nun das Feynman-Hellman Theorem an, dann ergibt sich

ω

(
n+

1

2

)
=

〈
n
∣∣∣− ~

m

d2

dx2

∣∣∣n〉
Nun ist bekannt, dass der kinetische Term des eindimensionalen quantenme-
chanischen harmonischen Oszillators T = − ~2

2m
d2

dx2
ist. Nach einiger Umfor-

mung erhält man also

〈T 〉 =

〈
n
∣∣∣− ~2

2m

d2

dx2

∣∣∣n〉 = ω

(
n+

1

2

)
=

1

2
~ω
(
n+

1

2

)
=

1

2
En

(c) Nun betrachten wirm als den eingeführten Parameter λ. Die zu berechnenden
Ableitungen sind dann

∂En
∂m

= 0 und
∂H

∂m
=

~2

2m2

d2

dx2
+

1

2
ω2x2 = − 1

m

(
− ~2

2m

d2

dx2

)
+

1

m

(
1

2
mω2x2

)
Hier kommen nun aber genau die Ausdrücke für das Potential und den ki-
netischen Term des Hamiltonoperators vor. Daher kann man mit Hilfe des
Feynman-Hellmann Theorems schlussfolgern, dass gilt

0 = − 1

m
〈T 〉+

1

m
〈V 〉 ⇒ 〈T 〉 = 〈V 〉

was konsistent mit den Aussagen des Virialtheorems ist.

Aufgabe 5 (**)
Berechnen Sie zu erster Ordnung in λ die Energieverschiebung im Grundzustand des
eindimensionalen quantenmechanischen harmonischen Oszillators, wenn das Störpo-
tential H1 = λx4 zum Hamiltonoperator H0 = p2

2m
+ m

2
ω2x2 hinzuaddiert wird. Berech-

nen Sie auch die Korrektur in zweiter Ordnung δE(2)
0 ∝ λ2

Lösung:
Zur Lösung dieser Aufgabe verwendet man geschickterweise die Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren b† und b, da man sich so durchaus viel Rechenaufwand sparen
kann. Die erste Ordnung Störungstheorie ergibt

δE
(1)
0 =

〈
0|λx4|0

〉
= λ‖x2|0〉‖2

7
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Nun ist es sinnvoll, den Ort x durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren auszu-
drücken. Es ist

x =

√
~

2mω
(b+ b†) und x2 =

~
2mω

(b+ b†)2

Zu beachten ist, dass der Grundzustand durch den Vernichtungsoperator vernichtet
wird. Aus diesem Grund ist

x2|0〉 =
~

2mω

(
(b+ b†)2|0〉

)
=

~
2mω

(
(b+ b†)|1〉

)
=

~
2mω

(√
2|2〉+ |0〉

)
Nutzt man die Orthonormalität der Eigenzustände findet man für die Energiekorrektur
erster Ordnung

δE
(1)
0 =

3λ~2

4m2ω2

Die Verschiebung in zweiter Ordnung ist

δE
(2)
0 = λ2

∑
n6=0

| 〈Ψ|x40〉 |2

E0 − En
= λ2

(
~

2mω

)4 ∞∑
n=1

|
〈
n|(b+ b†)4|0

〉
|

−n~ω

Hier wendet man erneut die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren an und findet

(b+ b†)4|0〉 = (b+ b†)
(√

2|2〉+ |0〉
)

= (b+ b†)
(√

6|3〉+ 3|1〉
)

= 2
√

6|4〉+ 6
√

2|2〉+ 3|0〉

Demnach ist die Energiekorrektur zweiter Ordnung gerade

δE
(2)
0 = − λ2~3

16m4ω5

(
(6
√

2)2

2
+

(6
√

2)2

4

)
= −21λ2~3

8m4ω5

Aufgabe 6 (***)
Zum Coulombpotential werde ein Korrekturterm proportional zu 1/r2 hinzuaddiert, d.h.

V (r) = −α~c
r

+
~2g

2mr2

mit g > −1/4. Die zufällige Entartung des Wasserstoffspektrums bzgl. l wird nun auf-
gehoben. Berechnen Sie das zugehörige Energiespektrum Enl exakt und entwickeln Sie
die Spektralformel bis zur Ordnung g. Vergleichen Sie den Term linear in g mit dem
Erwartungswert des Störpotentials.
Hinweis: Die Radialgleichung für u(ρ) erfährt folgende Modifikation: l(l + 1) → l(l +
1) + g = l′(l′ + 1).
Hinweis: Es gilt 〈r−2〉 = [a2

Bn
3(l + 1/2)]−1

8
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Lösung:
Analog zum Wasserstoffatom erwarten wir für die Lösung dieses Problems eine Wel-
lenfunktion der Gestalt Ψ(~r) = u(r)/r Ylm(θ, φ). Setzt man diesen Ansatz in die Schrö-
dingergleichung ein, dann liefert der Radialanteil der Schrödingergleichung gerade[

~2

2m

(
−∂2

r +
l(l + 1) + g

r2

)
− α~c

r
− E

]
u(r) = 0

Diese Gleichung kann man unter Einführung dimensionsloser Größen vereinfachen. Da-
zu nutzen wir ρ = r

~

√
−2mE und ρ0 = αc

√
−2m
E

. Setzt man diese Größen in die Schrö-
dingergleichung ein, dann erhält man(

∂2
ρ −

l(l + 1) + g

ρ2
+
ρ0

ρ
− 1

)
ũ(ρ) = 0

Um diese Gleichung in die Form der bekannten Gleichung für das Wasserstoffatom zu
bringen, führt man die neue Größe l′ ein, die definiert ist durch l(l+ 1) + g = l′(l′+ 1),

also l′0 − 1
2

+
√(

l + 1
2

)2
+ g. Der Ansatz, der die Asymptotik korrekt berücksichtigt

ist wie bereits in der Vorlesung gesehen

[̃u(ρ)0ρl
′+1e−ρw(ρ)

Die somit resultierende Potenzreihe für w(ρ) =
∞∑
k=0

akρ
k führt auf die Rekursionsrela-

tion

ak+1

ak
=

2(k + l′ + 1)− ρ0

(k + 1)(k + 2l′ + 2)

Diese Rekursionsrelation muss nun abbrechen, um eine normierbare Lösung zu gene-
rieren. Daher fordert man

ρ0 = 2(l′ + 1 + k0) = 2

k0 +
1

2
+

√(
l +

1

2

)2

+ g


= 2

n− l − 1

2
+

√(
l +

1

2

)2

+ g

 !
= αc

√
−2m

E

Die Energien sind daher

Enl = mc2α2

[
− 1

2n2
+

g

n3(2l + 1)

]

9
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Nun kann man den Erwartungswert des Störoperators zum Wasserstoffhamiltonopera-
tor berechnen. Der Störoperator lautet

δV =
~2g

2mr2

so dass der Erwartungswert folgender ist

〈δV 〉 =
~2g

2m

〈
r−2
〉

=
~2g

2ma2
Bn

3
(
l + 1

2

) = mc2α2 g

n3(2l + 1)
+O(g2)

Aufgabe 7 (***)
Betrachten Sie den zweidimensionalen quantenmechanischen harmonischen Oszillator
beschrieben durch den Hamiltonoperator

H0 =
1

2m

(
p2
x + p2

y

)
+
m

2
ω2
(
x2 + y2

)
Berechnen Sie die Energieverschiebung aufgrund eines Störpotentials H1 = εmω2xy
im Grundzustand und im (entarteten) ersten angeregten Zustand in erster Ordnung
Störungstheorie. Interpretieren Sie ihr Resultat. Lösen Sie das Problem nun exakt,
beispielsweise durch Diagonalisierung der quadratischen Form für das Gesamtpotential,
und vergleichen Sie mit einer Berechnung der Grundzustandsverschiebung in zweiter
Ordnung Störungstheorie.

Lösung:
Zunächst betrachten wir den Oszillatorteil des Hamiltonoperators H0. Für diesen gilt
bekanntermaßen

H0|n1, n2〉 = ~ω(n1 + n2 + 1)

Die Störung für den Grundzustand in erster Ordnung liefert nur einen verschwindenden
Beitrag, wie man durch konkrete Berechnung sehen kann.

δE
(1)
00 = 〈00|H1|00〉 = εmω2

+∞ˆ

−∞

dx xΨ2
0(x) ·

+∞ˆ

−∞

dy yΨ2
0(y) = 0

Die Integrale verschwinden jeweils beide aus Paritätsgründen. Da die Integranden je-
weils ungerade sind und über ein Intervall integriert wird, das symmetrisch zum Ur-
sprung ist, verschwinden die Werte der Integrale. Für den ersten angeregten Zustand
muss Störungstheorie für entartete Zustände angewendet werden. Wir berechnen daher
analog des Skriptes (

〈10|H1|10〉 〈10|H1|01〉
〈01|H1|10〉 〈01|H1|01〉

)

10
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Bei der Berechnung eines jeden einzelnen Matrixelementes sehen wir

〈10|H1|10〉 = εmω2

+∞ˆ

−∞

dx xΨ2
1(x) ·

+∞ˆ

−∞

dy yΨ2
0(y) = 0

〈01|H1|01〉 = εmω2

+∞ˆ

−∞

dx xΨ2
0(x) ·

+∞ˆ

−∞

dy yΨ2
1(y) = 0

mit dem gleichen Argument, wie wir es bereits vorher verwendet haben. Die Neben-
diagonalterme hingegen sind

〈10|H1|01〉 = εmω2 〈0|x|1〉 〈1|y|0〉 = εmω2

√
1

2mω

〈
0|b+ b†|1

〉√ 1

2mω

〈
1|b+ b†|0

〉
=
ε

2
~ω

〈01|H1|10〉 = εmω2 〈1|x|0〉 〈0|y|1〉 = εmω2

√
1

2mω

〈
1|b+ b†|0

〉√ 1

2mω

〈
0|b+ b†|1

〉
=
ε

2
~ω

Die zu berechnende Matrix ist daher

ε

2
~ω
(

0 1
1 0

)
mit Eigenwerten δE

(1)
± = ±ε

2
~ω

Die zugehörigen Eigenzustände sind dabei

|Ψ±〉 =
1√
2

(|10〉 ± |01〉)

Damit haben wir störungstheoretisch die Energiekorrekturen ausrechnen können. Stö-
rungstheorie muss bei diesem Problem allerdings angewendet werden, da eine exakte
Lösung ebenso möglich ist. Für die exakte Lösung ist es sinnvoll das Potential zu dia-
gonalisieren

V (x, y) =
m

2
ω2(x2 + 2εxyy2) =

m

2
ω2(x, y)

(
1 ε
ε 1

)(
x
y

)
Bei der Diagonalisierung der hier auftretenden Matrix erhält man die Eigenvektoren

ê± =
1√
2

(
1
±1

)
Für eine entsprechende Koordinatentransformation sind die Normalkoordinaten(

ξê+ + ηê−
)

mit ξ =
1√
2

(x+ y), η =
1√
2

(x− y)
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Das Potential kann demnach in neuen Koordinaten geschrieben werden als

V (ξ, η) =
m

2
ω2
[
(1 + ε)ξ2 + (1− ε)η2

]
Nun müssen allerdings noch die Impulse transformiert werden. Dazu betrachten wir

∂x =
∂ξ

∂x
· ∂
∂ξ

+
∂η

∂x
· ∂
∂η

=
1√
2

(∂ξ + ∂η)

∂y =
∂ξ

∂y
· ∂
∂ξ

+
∂η

∂y
· ∂
∂η

=
1√
2

(∂ξ − ∂η)

Demnach ist p2
x + p2

y = 1/2 (pξ + pη)
2 + 1/2 (pξ− pη)2 = p2

ξ + p2
η). Der Hamiltonoperator

ist also

H = H0 +H1 =
1

2m
(p2
ξ + p_eta2) +

m

2
ω2
(
(1 + ε)ξ2 + (1− ε)η2

)
Die ist allerdings der Hamiltonoperator von zwei ungekoppelten Oszillatoren mit den
Frequenzen ω

√
1± ε. Das exakte Energiespektrum ist also

E(n1, n2) = ~ω
(√

1 + ε

(
n1 +

1

2

)
+
√

1− ε
(
n2 +

1

2

))
= ~ω

[
n1 + n2 + 1

ε

2
(n1 − n2)− ε2

8
(n1 + n2 + 1)

]
+O(ε3)

in Übereinstimmung mit dem störungstheoretischen Resultat. Zweite Ordnung Stö-
rungstheorie liefert

δE
(2)
00 =

∑
(n1,n2)6=(0,0)

| 〈n1n2|H1|00〉 |2

E(0, 0)− E(n1, n2)
= −ε

2m2ω4

~ω
∑

(n1,n2)6=(0,0)

| 〈n1n2|xy|00〉 |2

n1 + n2

Nun kann man leicht nachrechnen, dass gilt

x|0〉 =

√
~

2mω
(b+ b†)|0〉 =

√
~

2mω
|1〉

y|0〉 =

√
~

2mω
(b+ b†)|0〉 =

√
~

2mω
|1〉

Also liefert nur der Zustand mit n1 = n2 = 1 einen Beitrag

δE
(2)
00 = −ε

2m2ω4

~ω
· ~2

4m2ω2

1

1 + 1
= −ε

2

8
~ω

in Übereinstimmung mit der Entwicklung des exakten Resultates.
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