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Aufgabe 1 (**)
Der Hamiltonoperator für ein (positiv) geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld
ist

Helm =
1

2m
(−i~~∇− e ~A)2 − eΦ

Zeigen Sie, dass die Kontinuitätsgleichung ∂t(Ψ∗Ψ) + ~∇ ·~j = 0 gilt, wenn der Strom-
dichtevektor ~j gleich

~j =
1

2m

{
i~(Ψ~∇Ψ∗ −Ψ∗~∇Ψ)− 2e ~AΨ∗Ψ

}
ist. Beweisen Sie weiterhin, dass ~j eichinvariant ist.

Aufgabe 2 (**)
Betrachten Sie ein Teilchen der Masse m und Ladung −e in einem homogenen Magent-
feld ~B = (0, 0,B) und einem dazu gekreuzten homogenen elektrischen Feld ~E = (E , 0, 0).
Bestimmen Sie das Spektrum der Eigenenergien E(pz, n) und die zugehörigen Eigen-
funktionen Ψ(~r).
Hinweis: Eine geeignete Eichung des Vektorpotentials Ay(~r) führt auf einen verschobe-
nen harmonischen Oszilator. Wählen Sie das Skalarpotential Φ(x) so, dass es beim Eer-
wartungswert x0 = 〈x〉 der x-Koordinate verschwindet. Formen Sie die x-abhängigen
Terme im Hamiltonoperator durch eine quadratische Ergänzung um. Zeigen Sie, dass
der Mittelwert der Geschwindigkeit in y-Richtung vy = (py + eAy)/m gleich 〈vy〉 =
−E/B ist!
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Aufgabe 3 (***)
Betrachten Sie das Wasserstoffatom in einem schwachen homogenen Magnetfeld ~B =
(0, 0, B). Bei Berücksichtigung des Elektonenspins lautet der zugehörige Hamiltonope-
rator

H =
1

2m
(~p+ e ~A)2 − α~c

r
+ µB~σ · ~B

mit dem Bohrschen Magneton µB = e~/2m und den Pauli-Spinmatrizen ~σ. Bestim-
men Sie (zu linearer Ordnung in B) die Eigenenergien E(n,ml,ms). Skizzieren Sie
die Aufspaltung der Energieniveaus zu n = 1, 2, 3 und geben Sie den verbleibenden
Entartungsgrad an!

1 Störungstheorie

Aufgabe 4 (*)
Angenommen der Hamiltonoperator eines Systems ist abhängig von einem Parameter
λ. Die Eigenenergien und Eigenfunktionen von H(λ) seien durch En(λ) und Ψn(λ)
bezeichnet. Das Feynman-Hellmann Theorem lautet dann

∂En

∂λ
=

〈
Ψn

∣∣∣∂H
∂λ

∣∣∣Ψn

〉
unter der Annahme, dass En nicht degeneriert sind oder die Ψn die “guten“ Eigenfunk-
tionen sind.

(i) Beweisen Sie das Feynman-Hellmann Theorem!

(ii) Wenden Sie dieses Theorem auf den eindimensionalen quantenmechanischen har-
monischen Oszillator an. Bestimmen Sie so die Erwartungswerte 〈V 〉 und 〈T 〉
sowie eine Relation zwischen diesen.Nutzen Sie dazu

(a) λ = ω

(b) λ = ~
(c) λ = m

Beziehen Sie Ihre Ergebnisse auf Aussagen des Virialsatzes über dieses System.

Aufgabe 5 (**)
Berechnen Sie zu erster Ordnung in λ die Energieverschiebung im Grundzustand des
eindimensionalen quantenmechanischen harmonischen Oszillators, wenn das Störpo-
tential H1 = λx4 zum Hamiltonoperator H0 = p2

2m
+ m

2
ω2x2 hinzuaddiert wird. Berech-

nen Sie auch die Korrektur in zweiter Ordnung δE(2)
0 ∝ λ2
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Aufgabe 6 (***)
Zum Coulombpotential werde ein Korrekturterm proportional zu 1/r2 hinzuaddiert, d.h.

V (r) = −α~c
r

+
~2g

2mr2

mit g > −1/4. Die zufällige Entartung des Wasserstoffspektrums bzgl. l wird nun
aufgehoben. Berechnen Sie das zugehörige Energiespektrum Enl exakt und entwickeln
Sie die Spektralformel bis zur Ordnung g. Vergleichen Sie den Term linear in g mit
dem Erwartungswert des Störpotentials.

Hinweis: Die Radialgleichung für u(ρ) erfährt folgende Modifikation: l(l + 1) → l(l +
1) + g = l′(l′ + 1).
Hinweis: Es gilt 〈r−2〉 = [a2Bn

3(l + 1/2)]−1

Aufgabe 7 (***)
Betrachten Sie den zweidimensionalen quantenmechanischen harmonischen Oszillator
beschrieben durch den Hamiltonoperator

H0 =
1

2m

(
p2x + p2y

)
+
m

2
ω2
(
x2 + y2

)
Berechnen Sie die Energieverschiebung aufgrund eines Störpotentials H1 = εmω2xy
im Grundzustand und im (entarteten) ersten angeregten Zustand in erster Ordnung
Störungstheorie. Interpretieren Sie ihr Resultat. Lösen Sie das Problem nun exakt,
beispielsweise durch Diagonalisierung der quadratischen Form für das Gesamtpotential,
und vergleichen Sie mit einer Berechnung der Grundzustandsverschiebung in zweiter
Ordnung Störungstheorie.
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