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Drehimpuls
und
Spin

Drehimpuls

Aufgabe 1  (*) Beweise die Relationen
[Ly,L_)=2RL,, [L, Li]==+hLy, [L* Ly]=0

mithilfe von den Vertauschungsrelationen fir den Drehimpuls: [L;, L;] = ihe;jx Ly

Loésung:

[L,L-] =Ly +iLy, Ly — iLy] = [Lq, Ly] +i [Ly, Ly] =i [Ly, Ly] + [Ly, L]
_ Y= Y~ Y~

=0 —=—ihL. =ihL. =0
=2hL,

[L.,Ly] =[L,, Ly +iL,] = [L., L,] +i[L., L]
ihL =—ihL

= +hL, + ihL, = +h(L, +iL,) = £hL

[L? L] = [L* L) +i[L* L) =0
=0 =0
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Aufgabe 2 (*) Wir bezeichnen die simultanen Eigenkets von L* und L, mit |I,m),
[ € Nund -l < m < +l. Fir die Auf- und Absteigeoperatoren des Drehimpulses
Ly =L,+iL, gilt

Lill,m) =h/Il+1) —m(m=£1)|l,m=%1)
Driicke Ly und L, durch Ly aus und zeige die Relationen
(I, m|LyLy + LyLy|l,m) =0

(I,m|L% — L2|l,m) =0

Losung:

(Lm|LoLy + LyLo|l,m) = % (1, m| ([(L+ L)L =L )4 (Ly — L )(Ls + L_)] 1, m) )

1
= 4 (Lm| ([QLi +2L> ~L,L_+L_ L, +L L — L_L+] |1, m) )
? ~ ~ v

1 1
S L? — L? —

gy ol (2 m) )+ 52 ol (22 0 ) =0
Der letzte Schritt folgt, da L2 |I,m) ~ |l,m +2) und {I,m|l,m+2) =0
wegen Orthogonalitit der Eigenfunktionen. L? analog.

9 9 B 1 1
(ol = 22fm) = o] (| L+ DL+ L) = (L = L) (e = )] 1))

ol (| L)L+ L)+ (B = L)L = 20)] 1))

1
4
1

7 (L] ([QLi +2I2 L. L +L L, —L,L — LL+] I3 m>)

-~

=0

N —

ol (230m) ) + 5 ol (22 0m) ) = o

siehe a)

Aufgabe 3 (*) Der Hamiltonoperator eines starren Rotators in einem Magnetfeld

st gegeben durch
2

L =
H=— L-B.
26 7
Dabei ist L und B das angelegte Magnetfeld. © (das Tragheitsmoment) und ~ (der
gyromagnetische Faktor) sind Konstanten. Das Magnetfeld ist konstant in z-Richtung:
B = Beé,.
Wie lauten Energieeigenzustinde des Systems? Berechne die Energieeigenwerte.
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Losung:

Es ist
2

L
H=-_4~L.B.
R

Wir kennen simultane Eigenzustinde von den Operatoren L? und L., nimlich genau
unsere Kugelflichenfunktionen Y;,,. Dementsprechend sind das unsere Eigenzusténde.
Unsere Eigenenergien sind dann

ORI+ 1)

Eim
: 20

+ ymhB.

Probleme in 3 Dimensionen
Aufgabe 4  (*) Die normierten Wasserstoffeigenfunktionen fiir mazimalen Bahn-
drehimpuls | =n — 1 sind von der Form:

r

L U (1) 2 28
Vo n—1,m = ——Yin(¥, 9), n,n— = s
n=-1m(7) T Ym9), () =4 [ e s (naB ‘

h
meac”

mit ag =

a) Bestimme den Abstand rp,q, an dem die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte P(r) =
|t 1 (7)|* mazimal wird und vergleiche r,,ax mit dem Mittelwert (r).

b) Berechne Ar = \/(r2) — (r)>. Wie hingt die relative Abweichung <A77>" von der

Hauptquantenzahl n ab? Das Ergebnis verdeutlicht, dass fiir grofie n die Vorstel-
lung einer Kreisbahn zuldssig ist.

Tipp: fooo dr xie™ = q!.
Losung:

a)

92 9 2n
P<T) = |un,n—1(r)’2 = n ( " ) e nhap

(2n)lag \ nag
Da P(r) positiv ist und im Urspung und Unendlichen verschwindet, nimmt es
dazwischen sein Maximum an. Wir suchen also Extremstellen von P(r):
dP(r)
dr

=0

Es gilt
O, (z%"e™™) = e “(2nz®™ ' —2*™) =0 = Tpaw = 20
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Es handelt sich um ein Maximum da es die einzige Extremstelle auf (0, 00) ist
und ja mindestens ein Maximum existiert. Damit ist
nap 2
Tmaz = 5 Tmaz = TV AB.

2

2r .
nag "’

Fiir den Erwartunswert gilt nach einer Substitution z =

1 [ 1
<7n> — TMI_B_/ dx x2n+167x = n(n + _)GB > Tmaz
0

2 (2n)! 2
(2nr1)!
b)
2y _ na3)2 1 > 2n+2 —x _ 2 1 1 2
(r?) (—2 @ /. dr x" e n“(n+1)(n+ 2)aB
(@2n12)!
Damit gilt
Ar = —aBn\/Qn +1
und

Ar 1 n—00 0

W VT

Fiir grofse n macht die Vorstellung als Kreisbahn einigermafen Sinn.

Aufgabe 5  (**) Behandle den dreidimensionalen harmonischen Oszillator in
Kugelkoordinaten: Der Hamiltonoperator lautet
h? M
H=——"A+—w?
ST
a) Reduziere die stationdre Schridingergleichung auf eine Radialgleichung mit dem
iiblichen Ansatz U(F) = “0Y,,,(9, ¢). Vereinfache sie durch die Substitution mit

T

. 0 o . Mw _ F
den dimensionslosen Grofien y =ry/ =2 und € = ;-.

b) Zeige das das asymptotische Verhalten durch den Ansatz u(y) = y'tle " v(y?)

beriicksichligt wird und bestimme die verbleibende Differentialgleichung fiir v(y?)
c¢) Schreibe die DGL aus b) um, in eine DGL fiir v(p) mit der Variablen p = y*.
d) Setze eine Potenzreihe fir v(p) an. Die Abbruchbedingung liefert das Energiespek-
trum By = hw(2n + |+ 2) mit Quantenzahlen n, 1.

Loésung:
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a) Die Radialgleichung lautet

B2 RI(+1) M,
e peery _E —
( oafar "t onee T2 ) Ulr) =0

Die Substitution ergibt

2 l(l+1)
(s = 2wt =0

y—0: u'(y) = —5—uly) = uly) =y

y = oo )~ (P~ Duly) = uly) = o

Der Ansatz u(y) = y"*'e ¥"/?v(y?) beriicksichtigt also beides. Einsetzen in die
DGL liefert eine Gleichung fiir v:

2 2 d
— 4+ 2141 —yH)—+2—-2-3 =0
(Gt 2ty ) o

¢) Durch Anwenden der Kettenregel konnen wir sie umformen
3
420" (y?) 4+ 20" (1) + 4L+ 1 — ") (%) + 2 (1 —1- 5) v(y?) =0

Jetzt substituieren wir p = y? und bekommen:

d? 3 d 1 3
2 (1222 — — le—1-2
[deQ +< +3 ,0) dp—i—u] v(ip) =0 ,v 2((—: 2)

d) Mit dem Potenzreihenansatz v(p) = > axp® erhalten wir nach Koeffizientenver-

gleich

Qi1 k—v Ak+1 L.
a (Rt Dk +1+3/2) ap ko BIORE

Wenn sie nie abbricht, verhélt sich die Reihe wie die Exponentialreihe. Also

v(p) me”  baw. v(y?) =e’

Das widerspricht der Normierbarkeit von u. Die Reihe bricht also bei einem
n =v = i(e—1—32) ab. Zuriicksubstituieren von ¢ = £ und auflésen der

Gleichung nach E ergibt:
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Aufgabe 6  (*) Zeige fur Vektoren a, b und die Paulimatrizen & die Regel:

-, -,

(G-a@)(G-b)y=a-b+ic-(@xDb)

Loésung:
Mit 02 = 05 =02 =1 und 0,0 = t€;;,0% fir 1 # j folgt:
(¢-a)(a- 5) = 02a,b, + aiayby + o2a.b, + 040yzby + 0y03a,b, + 0,0.0,b, + 0,0,a.b,

+ oy0.a,b, + 0.0,a.b,

a b+ i0,(azby — ayby) + ioy(ab, — bya,) + oz (ayb, — asby)

@-b+id-(d@xb)

Aufgabe 7 (**) Wir betrachten den Spin eines ELektrons im magnetischen Feld
B. Der Hamiltonoperator lautet
H=— ( c ) §. B
MeC

Wir wdhlen ein konstantes Magnetfeld in z-Richtung. Der Hamiltonoperator ist also
einfach

le| B

MeC

H=wS, mit w=

a) Was sind die Energieeigenwerte und Eigenzustinde des Systems?

b) Zum Zeitpunktpunkt t = 0 befindet sich das System in dem Zustand

o5t = 0) = —= [+ + == |-)

=)+ =]
V2 V2
(dem |Sy;+) Eigenzustand der S,-Komponente). Benutze die zeitabhdngige
Schridingergleichung

ih% last) = H | t)

um |a;t) zu bestimmen.

c) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Elektron zum Zeitpunkt t wieder im

Zustand |Sy; +) = 55 |4) + \/Li | =) befindet. Wie grofs ist also | (Sy; +|a;t) |??

Losung:

a) Da der Hamiltonoperator einfach ein Vielfaches von S, ist, sind die Eigenzusténde
|+) und |—). Die entsprechenden Energieeigenwerte sind +%.
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b) Eigenzusténde |V (¢ = 0)) mit Eigenenergie Ey entwickeln sich geméfs der zeitab-
hangigen Schriodingergleichung in der Form

1Byt

(o) = exp (-2 ) ju(e —0)

Unser Anfangszustand |a;t = 0) ist ein Uberlagerungszustand aus zwei Eigen-
zustdnden des Hamiltonoperators. Die Eigenzustinde entwickeln sich separat wie
oben (Linearitéat der Schrodingergleichung). Also ist

V2

]. jwt iwt
ast) = —[ez ) + e r—>]

1
2

N | —

(Sz; +lat) = {<+|+<—|} {e—“"zt I+)+es |_>} —

_iwt iwt wt
{e 2 +e2} :cos(?)

also ist

[ (Sui o, ) |2 = cos? (%)

Aufgabe 8  (**) Zeige, dass

S - 7 +) = cos (g) |+) + sin (g) e =)

ein Figenket von dem Operator

—

S-n
ist. Die Winkel o und 8 sind aus dem Bild ablesbar:

Loésung:

S -7 = sin(f) cos(a)S, + sin(B) sin(a)S, + cos(5)S,



Thema des Tages 12. September 2013
Tag X (Theoretische Physik IIT) Seite 8

In Matrizendarstellung und mithilfe der Identitét cos(a) + isin(a) = €' ist:

=3 (e i)

Damit ist

S-nlS-

>

=g (o, O (.

_h ( ‘ cos(f) cos(/2) + sin(B) sin(5/2) )
e (sin(B) cos(5/2) — cos(8) sin(5/2))

2
Jetzt benutzt man die trigonometrischen Identitdten
cos(8) = cos?(3/2) —sin?(8/2) und  sin(B) = 2cos(3/2)sin(3/2)
und erhilt mithilfe  cos?(8/2) + sin*(3/2) = 1:

S-nlS - 4) == |5 i +)

| St



