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Drehimpuls
und
Spin

Drehimpuls
Aufgabe 1  (*) Beweise die Relationen
[Ly,L_)=2RL,, [L, Li]==£hLy, [L* Ly]=0
mithilfe von den Vertauschungsrelationen fir den Drehimpuls: [L;, L;] = ihe;jx Ly
Aufgabe 2 (*) Wir bezeichnen die simultanen Eigenkets von L? und L, mit |l,m),

I € Nund —1 < m < +l. Fir die Auf- und Absteigeoperatoren des Drehimpulses
Ly =L,+iL, gilt

Lill,m)=h/Il+1) —m(m*1)|l,m%1)
Driicke L, und L, durch Ly aus und zeige die Relationen
(I, m|LyLy + LyLy|l,m) =0

(L,m|LZ — L2|l,m) =0
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Aufgabe 3 (*) Der Hamiltonoperator eines starren Rotators in einem Magnetfeld

st gegeben durch
2

L - —
- +~L.B
50 T

Dabei ist L und B das angelegte Magnetfeld. © (das Trigheitsmoment) und ~ (der
gyromagnetische Faktor) sind Konstanten. Das Magnetfeld ist konstant in z-Richtung:
B = BE..

Wie lauten Energieeigenzustinde des Systems? Berechne die Energieeigenwerte.

Probleme in 3 Dimensionen

Aufgabe 4  (*) Die normierten Wasserstoffeigenfunktionen fir mazimalen Bahn-
drehimpuls | = n — 1 sind von der Form.:

r

Upn—1(T) 2 2r \" —
\Ijn n—1,m = —— Ym 19, 9 = = napg
=1l (F) - l ( @) Un, 1(7‘) n(2n)'a3 (TZCLB €
mit ag = mfac.

a) Bestimme den Abstand rp,q, an dem die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte P(r) =
[t 1 (7)|* mazimal wird und vergleiche r,ax mit dem Mittelwert (r).

b) Berechne Ar = \/(r2) — (r)>. Wie hingt die relative Abweichung % von der

Hauptquantenzahl n ab? Das Ergebnis verdeutlicht, dass fiir grofie n die Vorstel-
lung einer Kreisbahn zuldssig ist.

Tipp: fooo dr rle ™™ = ¢!

Aufgabe 5  (**) Behandle den dreidimensionalen harmonischen Oszillator in
Kugelkoordinaten: Der Hamiltonoperator lautet
h2

M22

a) Reduziere die stationdre Schridingergleichung auf eine Radialgleichung mit dem
iiblichen Ansatz U(F) = “2Y;,.(9, ¢). Vereinfache sie durch die Substitution mit

r

den dimensionslosen Grifen y =ry/Me ynd e = L.
h hw

b) Zeige das das asymptotische Verhalten durch den Ansatz u(y) = y'tle " 2v(y?)

beriicksichligt wird und bestimme die verbleibende Differentialgleichung fiir v(y?)
¢) Schreibe die DGL aus b) um, in eine DGL fiir v(p) mit der Variablen p = y*.

d) Setze eine Potenzreihe fir v(p) an. Die Abbruchbedingung liefert das Energiespek-
trum Ep = hw(2n + 1+ 2) mit Quantenzahlen n, 1.
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Spin
Aufgabe 6  (*) Zeige fir Vektoren a, b und die Paulimatrizen & die Regel:

-, -

(G-a)(&-b)=a-b+id- (T xb)

Aufgabe 7 (**) Wir betrachten den Spin eines ELektrons im magnetischen Feld
B. Der Hamiltonoperator lautet
H=— ( ¢ ) N:
MeC

Wir wdihlen ein konstantes Magnetfeld in z-Richtung. Der Hamiltonoperator ist also
einfach

le| B

H=wS, mit w= :
MeC

a) Was sind die Energieeigenwerte und Eigenzustinde des Systems?

b) Zum Zeitpunktpunkt t = 0 befindet sich das System in dem Zustand
1 1

o +) 7 =)

(dem |S.;+) Eigenzustand der S,-Komponente). Benutze die zeitabhdingige
Schridingergleichung

last = 0) =

d
zha la; t) = H | t)
um |a;t) zu bestimmen.

c) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Elektron zum Zeitpunkt t wieder im

Zustand |Sy; +) = LQ |+) + \/Li |—) befindet. Wie grof ist also | (Sy; +|a;t) |*?
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Aufgabe 8  (**) Zeige, dass

|5" n;+) = cos (g) |+) + sin (g) e =)

ein Eigenket von dem Operator

—

S-n
i1st. Die Winkel o und 8 sind aus dem Bild ablesbar:




