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Grundlagen
und
Formalismus

Aufgabe 1  (*) Betrachte die Wellenfunktion
U(z,t) = AeNelgmiwt
wobei A, \,w >0
a) Normiere W
b) Was ist der Erwartungswert von x und

¢) Bestimme die Standardabweichung von x. Wie sieht der Graph von |V |* als Funk-
tion von x aus? Markiere die Punkte ({(x) + Az) und ((z) — Ax) und berechne
die Wahrscheinlichkeit das Teilchen auflerhalb dieses Bereichs zu finden

Losung:

a)

[e's) —2\z 0o A 2
1= / |U|?dx = 2|A|2/ e — 9|42 & _ AP —=|A=V)
b)
(x) = /x\\If|2d:E = \A[Q/ ze Ml g = 0
oo ungeraderIntegrand
o 2 1
2 :2A2/ 2—2)\xd — o\ || = .
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c)
(A2 = (22 — (2)° = — 5| Ap = ——
22 V2\

(U (+£Az)[]2 = [APe 225 = N\e 2V = \e V2 & 0.24310
Graph:

> +0

Wahrscheinlichkeit das Teilchen aufterhalb Az anzutreffen:

00 0o —2\x
2yA|2/ W2 = 2|A|2/ ey — 9) (6 )
Az A —2A

Aufgabe 2 (*) Wir haben einen unendlichdimensionalen Hilbertraum mit einem
abzihlbaren Orthonormalsystem {|0),|1),]2),...}, dh (n|m) = 0pm. Ein kohirenter
Zustand ist definiert als

o0

— e 2 _ | V2 _ () 9431,
Az

U, = CZ j% In)

mit einer komplexen Zahl c.
Auflerdem definieren wir uns den Absteigeoperator a tber

alny=vnn—1) Vn>1 und a|0)=0
a) Bestimme C, sodass |V,) normiert ist.

b) Zeige, dass |V,) Figenzustand von a ist und berechne den Eigenwert.

¢) Sind kohdrente Zustinde |V,) und |Vg) fir a # B orthogonal?

Losung:
a)
1= (V,|V,) = ]C|Qi i (O‘*)nﬂ (njm) = ‘C‘zi (o) — ‘0,26|a|2 — O = a2
e L= /]l /ml —— .

[\]
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b)
0 =03 o gy =0 Y i) = a0 Y i 1) = a |,
all,) = a |n) = nin—1) =« nin—1)=al|¥,
vn!l o~~~ vn! vn!
n=0 \/ﬁ\n—1> n=1 n=1
¢) Nein,

P18 NN Q)" BT (apeiapy2 et
(Wo|Ug) =e e ZZ ARV e e 7 #0

n=0 m=0

Aufgabe 3  (*) Wir benutzen einen zweidimensionalen komplexen Hilbertraum (dh.
den C?) um ein System mit zwei Zustinden zu beschreiben. Unsere Orthonormalbasis
bezeichnen wir mit |[+) , |—). Auferdem definieren wir uns die Operatoren

S = ) (-1 + 1) ()
Sy = 2= 14 (1) ()
S, = 2(14) (H = 1) )

a) Zeige, dass |+) und |—) Eigenzustinde von S, sind
b) Zeige, dass [Sy,Sy| = ihS,

c) Wie lautet die Unschdrferelation fir die beiden Operatoren S, und S, fir ein
System im Zustand |+).

Loésung:

a)

S+ = 20 ()~ 1) () = 2 1)
S.1=) = 2 ()~ 1) =) = —2 )

b) In Matrixdarstellung

sesi=ss,-55.=5 (1) (0 5) (0 5) (0)]-
ol 2= D=3 )
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c¢) Die Unschérferelation lautet

2 2

S = | 1) ) (1 =

1

S, und S, kénnen also nicht gleichzeitig beliebig genau bestimmt werden.

Aufgabe 4  (**)
a) Zeige, dass Figenwerte von hermiteschen Operatoren reell sind.
b) Zeige, dass Eigenwerte von antihermiteschen Operatoren imagindr sind.

¢) Zeige, dass Figenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten von hermiteschen Op-
eratoren orthogonal sind.

Losung:

a) Sei a ein Eigenwert von dem hermiteschen Operator A. Wir bezeichnen einen
zugehorigen normierten Eigenvektor mit U. Jetzt gilt

a=a(U, V)= (U, al) = (U, AT) = (U, ATT) = (AU, ¥) = (a¥, V) = ¢* (T, V) = a¢*

Also ist a reell.

b) Analog: Sei b ein Eigenwert von dem antihermiteschen Operator B. Wir bezeich-
nen einen zugehorigen normierten Eigenvektor mit W. Jetzt gilt

b=1b(V,¥) = (U, BU) = — (¥, BIU) = — (BU, ¥) = — (b0, ) = —b* (U, U) = —b*

Also ist b rein imaginér.

¢) Seien A, u verschiedene Eigenwerte von dem hermiteschen Operator A. Zugehorige
Eigenvektoren seien respektive v, u. Dann gilt

(>‘ - ,u) <U7 u> = A <1), u> K <U7u> = <>\1}, u> - <Ua :uu>
= (Av,u) — (v, Au) = (v, Alu) — (v, Au) = (v, (AT — A)u) =0
Da aber A — u # 0 gilt, muss (A|p) = 0 gelten.
Aufgabe 5  (*)

a) Zeige |p,x"| = —ihnx

b) Zeige mit a), dass [p, F(x)] = —ihg—i fiir alle F gilt, die als Potenzreihe ausge-
driickt werden kénnen.

Losung:
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a) Beweis durch Induktion:

n = 1: Das ist die bekannte kanonische Vertauschungsrelation von Ort und Im-

puls.
n — 1 — n: Nehmen wir an wir haben es fiir n — 1 bereits gezeigt, dann folgt
wegen
[p,2"] = [p,z-a" ) =2 [p, 2" +[p, 2] 2"t = 2-(—ih(n—1)2"?)—iha" ! =
—— ~—
—ih(n—1)z"=2 nach [V~ =—ih
= —ihnz" !

dass es auch fiir n gilt. Damit ist unsere Induktion vollstandig.

b) Sei F(z) =>_ a,a™. Dann ist
= an|p,z"| = a,(—ihnz™ ) = —ih a,nr" ' = —ih—
7; [p, "] 5 ; ( ) ; e

Aufgabe 6 (*) Berechne den Erwartungswert fir p und p* einer ebenen Wellen die
mit einem Gauss moduliert ist:

1 " x?
Y(zx) = 7r1/4\/c_iexp ke — o

Losung:

0 = [ dww) (=ing ) vio) = [dowto) [-in (it - 5)] v -

ik / do v (2)(z) + 2 / o (@)rila) =

~~ ~~

=1 =(z)=0 (VL)

<mtﬂwuﬁmﬂ¢mmmm/ (i) vt| (=gt ) vt
:/dx[—ih<zk—£>z/1 } zk;——) zlj(x)}

_hk-&-zzh
. zh zh . ?h?
= /dw@/J (x) (h/{:—f—zﬁ) (hk—l—zﬁ) P(x) = /dm@/J (x) <h2k2+ 7 )1/)(x)
h? h?
3252 2y _ 252
—hk+d4 (x*) hk:+2d2
=d?/2 (VL)
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Aufgabe 7 (*) Zeige fir zwei hermitesche Operatoren A und B die Identitdt

(i[B, A])y = 2Im (AT, BY)

Loésung:

(i[B, Al)y =i (U, BAW) — i (U, ABY) =  i(BU, AU) —i(AV, BU)

A,B her_mitesch

=i (AU, BU)* — i (AU, BY) = —¢{<Aqf,3qf> — (AU, BY)

*
~ 2

~~

= 2iIm (AT, BY)
= 2Im (A, BU)

Aufgabe 8  (**) Zeige, dass kommutierende Observablen einen gemeinsamen Satz
von Figenfunktionen haben, also simultan diagonalisierbar sind.

Losung:
Betrachte beliebige Observablen A und B fiir die gilt: [A, B] = 0. Fiir A kennen wir
einen Satz Eigenfunktionen WU; zu den Eigenwerten a;.

Zunichst der Fall ohne Entartung von A(dh alle Eigenwerte von A sind verschieden):

14.8\1’Z N = N BA\I/7 = BCLZ\I/ = CLZB\I/Z

BV, ist also wieder eine Eigenfunktion zum Eigenwert a; von A. Da keine Entartung
vorliegt muss BV, linear abhéingig von W, sein, es existiert also eine Zahl b;, sodass
BY,; = b;¥;. Somit sind ¥, auch Eigenfunktionen von B.

Falls Entartung vorliegt gilt das letzte Argument nicht. Wir konnen BV, allerdings
immer noch als Linearkombination von allen Eigenfunktionen zu a; ausdriicken. B
lasst den Unterraum der Eigenfunktionen zum Eigenwert a; also invariant. Auf diesem
Unterraum kann B als hermitescher Operator diagonalisiert werden. Wenn wir den
Schritt fiir jeden entarteten Eigenwert wiederholen bekommen wir einen vollstdndigen
Satz gemeinsamer Eigenfunktionen.
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Aufgabe 9  (**) Wir definieren das Exponential eines Operators A als
o 4n
ed = ; —
a) Zeige eMP = edeB  fiir [A,B] =0
b) Zeige mit a), dass e~ et = efte ™ =1
¢) Nun sei [A,[A, B]] = [B,[A, B]] = 0. Berechne
etBe 4.
Benutz dafiir die Taylorentwicklung der operatorwertigen Funktion
f(\) =eMBeM
d) Sei immer noch [A, [A, B]] = [B, [A, B]] = 0. Benutz ¢) um zu zeigen, dass

eBeA — oApBlBA

Losung:

a) Der Beweis lauft analog zum Fall fiir reelle Zahlen statt Operatoren:

1 1 . AF B”k
€A+B:Z—'(A+ = BAZOH' ()AkB k ZZ

n= 0 k=0
:<Z n!) <Z n!)zeAeB

n=0 n=0

Cauchy Produkt

b) Einsetzen in a) liefert

e et =M =0 =1 und etet=et"1=¢e"=1
c) Es gilt
') Prodisiregel AMABe™M 4 MB(—A)e™M = M[A, Ble ™M
IO prgtiroga € LA Bl e =0

=0

Also sind alle hoheren Ableitungen ebenfalls 0. Die Taylorreihe von f(\) bricht
nach dem zweiten Glied ab. Sie lautet im Punkt Null

fA) = f(0)+ Af'(0) = B+ \A, BJ.
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Ausgewertet in A = 1 erhalten wir also

e“Be ! = B+ A, B].

d) Wir werten f(A) noch einmal im Punkt A = —1 aus. Wir erhalten
e “Be? = B—[A B]=B+[B, A
Bezeichne S = e, dann ist S~! = e”. Wir haben
SBS™'=B+[B, A
Auf beide Seiten wenden wir jetzt wieder das Exponential an. Dann haben wir

—1 _ _
eSBS _ SeBS 1 _ e A€B€A und eBJr[B,A] _ €B€[B’A]

Also

e AeBet = ePelBAl oder |ePet = edePelBA ‘

Aufgabe 10  (*) Betrachte einen Hilbertraum der von den Eigenkets |1) ,|2),|3), ...
von A aufgespannt wird. Die entsprechenden Eigenwerte lauten ayi,as,as, ....

Beweise, dass
H(A —ay)

n

der Nulloperator ist.

Loésung:
Wir sehen das alle Faktoren in dem Produkt miteinander kommutieren. Anwenden

von
H(A —ay)
auf einen beliebigen Eigenket |k) von A liefert 0 (wende zuerst den Faktor A — ay auf

|k) an). Jeder Vektor |z) kann als Linearkombination |z) = Y > ¢, |n) von Eigenkets
dargestellt werden. Also wird auch |z) auf Null abgebildet.
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Aufgabe 11  (¥*)

a) Die normierte Wellenfunktion von einem Teilchen im 1-dimensionalen Ortsraum
lautet

U(x) = %e”'w‘

Berechne die Wellenfunktion ®(p) im Impulsraum.

b) Die normierte Wellenfunktion eines Teilchens im 1-dimensionalen Ortsraum

lautet |
1 = —0(a —
() = 5-0(a — |a)

Berechne die Wellenfunktion ®(p) im Impulsraum.

¢) Die normierte Wellenfunktion eines Teilchens im 1-dimensionalen Impulsraum
lautet

b 1

d(p) = ———.
(v) T p? + b?

Berechne die Wellenfunktion im Ortsraum.

Loésung:

1 ’y/ 1 v 0 o0 .
d(p) = 2 dp emipE/he2] — £ {/ dx /M dy e(—r—ip/h)z
®) 27h 2 V2rh2 [ o 0
1 1{ 1 } {V—I-ip/ﬁ—kv—ip/ﬁ}
Vorh2 [y —ip/h —y - Zp/h \/27r h2 V2 + p?/h?

1 72

- V2rh v+ p?/h?

Aufgabe 12 (*) Eine Observable A besitzt die zwei normierten Eigenzustande n
und ¥y, mit den Eigenwerten a; und ay. Die Observable B besitzt die normierten Eigen-
zustinde ¢ und ¢o mit den Figenwerten by und by. Fiir die Eigenzustinde gilt

Y1 = (31 +4h2)/5, 2 = (41 — 3¢2)/5

a) Observable A wird gemessen und man erhdlt den Wert a;. Was ist der Zustand
des Systems direkt nach der Messung?

b) Im Anschluss wird B gemessen. Was sind die maoglichen Ergebnisse und mit
welcher Wahrscheinlickeit treten sie auf?

¢) Direkt nach der Messung von B wird wieder A gemessen. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit erhalten wir wieder a,?
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Losung:

a)

b)

Nach den Axiomen der QM befindet sich das System direkt nach der Messung
im Eigenzustand vom zugehdrigen Eigenwert, also in ;.

Das System befindet sich im Zustand ¢y = (3¢1 + 4¢2)/5. In dem Moment wo B
gemessen wir kollabiert es in einen Eigenzustand von B. Die Wahrscheinlichkeit
welchen Wert unsere Messung liefert ist genau das Betragsquadrat von dem Fak-
tor des zugehdrigen Eigenzustands in der Linearkombination. Die Wahrschein-

lichkeit b; zu messen ist also (%)2 und die Wahrscheinlichkeit by zu messen (%)2.

Driicken wir die Eigenfunktionen von B in den Eigenfunktionen von A aus erhal-
ten wir
¢1 = (31 + 4ha) /5, P2 = (4h1 — 31h2)/5.
Falls das System sich also in ¢; befindet betrigt die Wahrscheinlichkeit a; zu
messen (%)2 Falls es sich in ¢y befindet betrigt die Wahrscheinlichkeit a; zu
4\2

messen (5) .

Aus b) wissen wir:
Das System befindet sich mit Wahrscheinlichkeit (2)2 im Zustand ¢; und mit

Wahrscheinlichkeit (%)2 in ¢9. Multiplizieren der entsprechenden Wahrschein-

lichkeiten liefert fir die Gesamtwahrscheinlichkeit a; zu messen

OIOROION -
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