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Grundlagen

und

Formalismus

Aufgabe 1 (*) Betrachte die Wellenfunktion

Ψ(x, t) = Ae−λ|x|e−iωt,

wobei A, λ, ω > 0

a) Normiere Ψ

b) Was ist der Erwartungswert von x und x2

c) Bestimme die Standardabweichung von x. Wie sieht der Graph von |Ψ|2 als Funk-
tion von x aus? Markiere die Punkte (〈x〉 + ∆x) und (〈x〉 − ∆x) und berechne
die Wahrscheinlichkeit das Teilchen auÿerhalb dieses Bereichs zu �nden

Lösung:

a)

1 =

ˆ
|Ψ|2dx = 2|A|2

ˆ ∞
0

e−2λx = 2|A|2
(
e−2λx

−2λ

) ∣∣∣∣∞
0

=
|A|2

λ
=⇒ A =

√
λ

b)

〈x〉 =

ˆ
x|Ψ|2dx = |A|2

ˆ ∞
−∞

xe−2λ|x|dx =
ungeraderIntegrand

0

〈x2〉 = 2|A|2
ˆ ∞

0

x2e−2λxdx = 2λ

[
2

(2λ)3

]
=

1

2λ2
.
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c)

(∆x)2 = 〈x2〉 − 〈x〉2 =
1

2λ2
=⇒ ∆x =

1√
2λ

|Ψ(±∆x)|2 = |A|2e−2λ∆x = λe−2λ/
√

2λ = λe−
√

2 ≈ 0.2431λ

Graph:

Wahrscheinlichkeit das Teilchen auÿerhalb ±∆x anzutre�en:

2|A|2
ˆ ∞

∆x

|Ψ|2dx = 2|A|2
ˆ ∞

∆

e−2λxdx = 2λ

(
e−2λx

−2λ

) ∣∣∣∣∞
∆x

= e−2λ∆x = e−
√

2 = 0.2431.

Aufgabe 2 (*) Wir haben einen unendlichdimensionalen Hilbertraum mit einem
abzählbaren Orthonormalsystem {|0〉 , |1〉 , |2〉 , ...}, dh 〈n|m〉 = δnm. Ein kohärenter
Zustand ist de�niert als

|Ψα〉 ≡ C
∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉

mit einer komplexen Zahl α.
Auÿerdem de�nieren wir uns den Absteigeoperator a über

a |n〉 ≡
√
n |n− 1〉 ∀n ≥ 1 und a |0〉 ≡ 0

a) Bestimme C, sodass |Ψα〉 normiert ist.

b) Zeige, dass |Ψα〉 Eigenzustand von a ist und berechne den Eigenwert.

c) Sind kohärente Zustände |Ψα〉 und |Ψβ〉 für α 6= β orthogonal?

Lösung:

a)

1 = 〈Ψα|Ψα〉 = |C|2
∞∑
n=0

∞∑
m=0

(α∗)n√
n!

αm√
m!
〈n|m〉︸ ︷︷ ︸
=δnm

= |C|2
∞∑
n=0

(|α|2)n

n!
= |C|2e|α|2 =⇒ C = e−|α|

2/2
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b)

a |Ψα〉 = C

∞∑
n=0

αn√
n!
a |n〉︸︷︷︸
√
n|n−1〉

= C

∞∑
n=1

αn√
n!

√
n |n− 1〉 = αC

∞∑
n=1

αn−1

√
n!

√
n |n− 1〉 = α |Ψα〉

c) Nein,

〈Ψα|Ψβ〉 = e−|α|
2/2e−|β|

2/2

∞∑
n=0

∞∑
m=0

(α∗)n√
n!

βm√
m!

= e−(|α|2+|β|2)/2eα
∗β 6= 0

Aufgabe 3 (*) Wir benutzen einen zweidimensionalen komplexen Hilbertraum (dh.
den C2) um ein System mit zwei Zuständen zu beschreiben. Unsere Orthonormalbasis
bezeichnen wir mit |+〉 , |−〉. Auÿerdem de�nieren wir uns die Operatoren

Sx ≡
~
2

(|+〉 〈−|+ |−〉 〈+|)

Sy ≡
i~
2

(− |+〉 〈−|+ |−〉 〈+|)

Sz ≡
~
2

(|+〉 〈+| − |−〉 〈−|)

a) Zeige, dass |+〉 und |−〉 Eigenzustände von Sz sind

b) Zeige, dass [Sx, Sy] = i~Sz

c) Wie lautet die Unschärferelation für die beiden Operatoren Sx und Sy für ein
System im Zustand |+〉.

Lösung:

a)

Sz |+〉 =
~
2

(|+〉 〈+|+〉︸ ︷︷ ︸
=1

− |−〉 〈−|+〉︸ ︷︷ ︸
=0

) =
~
2
|+〉

Sz |−〉 =
~
2

(|+〉 〈+|−〉︸ ︷︷ ︸
=0

− |−〉 〈−|−〉︸ ︷︷ ︸
=1

) = −~
2
|−〉

b) In Matrixdarstellung

[Sx, Sy] = SxSy − SySx =
~2

4

[(
0 1
1 0

)(
0 −i
i 0

)
−
(

0 −i
i 0

)(
0 1
1 0

)]
=

~2

4

[(
i 0
0 −i

)
−
(
−i 0
0 i

)]
= i~

~
2

(
1 0
0 −1

)
= i~Sz
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c) Die Unschärferelation lautet

∆Sx∆Sy ≥
1

2
| 〈[Sx, Sy]〉|+〉 | =

b)

~
2
| 〈+|Sz|+〉 | =

~2

4
〈+|

[
|+〉 〈+|−|−〉 〈−|

]
|+〉 =

~2

4
.

Sx und Sy können also nicht gleichzeitig beliebig genau bestimmt werden.

Aufgabe 4 (**)

a) Zeige, dass Eigenwerte von hermiteschen Operatoren reell sind.

b) Zeige, dass Eigenwerte von antihermiteschen Operatoren imaginär sind.

c) Zeige, dass Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten von hermiteschen Op-
eratoren orthogonal sind.

Lösung:

a) Sei a ein Eigenwert von dem hermiteschen Operator A. Wir bezeichnen einen
zugehörigen normierten Eigenvektor mit Ψ. Jetzt gilt

a = a 〈Ψ,Ψ〉 = 〈Ψ, aΨ〉 = 〈Ψ, AΨ〉 = 〈Ψ, A†Ψ〉 = 〈AΨ,Ψ〉 = 〈aΨ,Ψ〉 = a∗ 〈Ψ,Ψ〉 = a∗

Also ist a reell.

b) Analog: Sei b ein Eigenwert von dem antihermiteschen Operator B. Wir bezeich-
nen einen zugehörigen normierten Eigenvektor mit Ψ. Jetzt gilt

b = b 〈Ψ,Ψ〉 = 〈Ψ, BΨ〉 = −〈Ψ, B†Ψ〉 = −〈BΨ,Ψ〉 = −〈bΨ,Ψ〉 = −b∗ 〈Ψ,Ψ〉 = −b∗

Also ist b rein imaginär.

c) Seien λ, µ verschiedene Eigenwerte von dem hermiteschen Operator A. Zugehörige
Eigenvektoren seien respektive v, u. Dann gilt

(λ− µ) 〈v, u〉 = λ 〈v, u〉 − µ 〈v, u〉 = 〈λv, u〉 − 〈v, µu〉
= 〈Av, u〉 − 〈v,Au〉 = 〈v, A†u〉 − 〈v,Au〉 = 〈v, (A† − A)u〉 = 0

Da aber λ− µ 6= 0 gilt, muss 〈λ|µ〉 = 0 gelten.

Aufgabe 5 (*)

a) Zeige [p, xn] = −i~nxn−1

b) Zeige mit a), dass [p, F (x)] = −i~∂F
∂x

für alle F gilt, die als Potenzreihe ausge-
drückt werden können.

Lösung:
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a) Beweis durch Induktion:

n = 1: Das ist die bekannte kanonische Vertauschungsrelation von Ort und Im-
puls.

n − 1 → n: Nehmen wir an wir haben es für n − 1 bereits gezeigt, dann folgt
wegen

[p, xn] = [p, x·xn−1] = x [p, xn−1]︸ ︷︷ ︸
=−i~(n−1)xn−2 nach IV

+ [p, x]︸︷︷︸
=−i~

xn−1 = x·(−i~(n−1)xn−2)−i~xn−1 =

= −i~nxn−1

dass es auch für n gilt. Damit ist unsere Induktion vollständig.

b) Sei F (x) =
∑
anx

n. Dann ist

[p, F (x)] =
∞∑
n=0

an[p, xn] =
a)

∞∑
n=1

an(−i~nxn−1) = −i~
∞∑
n=1

annx
n−1 = −i~∂F

∂x

Aufgabe 6 (*) Berechne den Erwartungswert für p und p2 einer ebenen Wellen die
mit einem Gauss moduliert ist:

ψ(x) =
1

π1/4
√
d

exp

(
ikx− x2

2d2

)

Lösung:

〈p〉 =

ˆ
dxψ∗(x)

(
−i~ ∂

∂x

)
ψ(x) =

ˆ
dxψ∗(x)

[
−i~

(
ik − x

d2

)]
ψ(x) =

= ~k
ˆ
dxψ∗(x)ψ(x)︸ ︷︷ ︸

=1

+
i~
d2

ˆ
dxψ∗(x)xψ(x)︸ ︷︷ ︸

=〈x〉=0 (VL)

= ~k

〈p2〉 =

ˆ
dxψ∗(x)

(
−i~ ∂

∂x

)2

ψ(x) =
p hermitesch

ˆ
dx

[(
−i~ ∂

∂x

)
ψ(x)

]∗(
−i~ ∂

∂x

)
ψ(x)

=

ˆ
dx

[
−i~

(
ik − x

d2

)
︸ ︷︷ ︸

=~k+ix~
d2

ψ(x)

]∗ [
−i~

(
ik − x

d2

)
ψ(x)

]

=

ˆ
dxψ∗(x)

(
~k + i

x~
d2

)∗(
~k + i

x~
d2

)
ψ(x) =

ˆ
dxψ∗(x)

(
~2k2 +

x2~2

d4

)
ψ(x)

= ~2k2 +
~2

d4
〈x2〉︸︷︷︸

=d2/2 (VL)

= ~2k2 +
~2

2d2
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Aufgabe 7 (*) Zeige für zwei hermitesche Operatoren A und B die Identität

〈i[B,A]〉Ψ = 2Im 〈AΨ, BΨ〉

Lösung:

〈i[B,A]〉Ψ = i 〈Ψ, BAΨ〉 − i 〈Ψ, ABΨ〉 =
A,B hermitesch

i 〈BΨ, AΨ〉 − i 〈AΨ, BΨ〉

= i 〈AΨ, BΨ〉∗ − i 〈AΨ, BΨ〉 = −i
[
〈AΨ, BΨ〉 − 〈AΨ, BΨ〉∗︸ ︷︷ ︸

= 2iIm 〈AΨ, BΨ〉

]

= 2Im 〈AΨ, BΨ〉

Aufgabe 8 (**) Zeige, dass kommutierende Observablen einen gemeinsamen Satz
von Eigenfunktionen haben, also simultan diagonalisierbar sind.

Lösung:
Betrachte beliebige Observablen A und B für die gilt: [A,B] = 0. Für A kennen wir
einen Satz Eigenfunktionen Ψi zu den Eigenwerten ai.

Zunächst der Fall ohne Entartung von A(dh alle Eigenwerte von A sind verschieden):

ABΨi =
AB=BA

BAΨi = BaiΨ = aiBΨi

BΨi ist also wieder eine Eigenfunktion zum Eigenwert ai von A. Da keine Entartung
vorliegt muss BΨi linear abhängig von Ψi sein, es existiert also eine Zahl bi, sodass
BΨi = biΨi. Somit sind Ψi auch Eigenfunktionen von B.

Falls Entartung vorliegt gilt das letzte Argument nicht. Wir können BΨi allerdings
immer noch als Linearkombination von allen Eigenfunktionen zu ai ausdrücken. B
lässt den Unterraum der Eigenfunktionen zum Eigenwert ai also invariant. Auf diesem
Unterraum kann B als hermitescher Operator diagonalisiert werden. Wenn wir den
Schritt für jeden entarteten Eigenwert wiederholen bekommen wir einen vollständigen
Satz gemeinsamer Eigenfunktionen.
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Aufgabe 9 (**) Wir de�nieren das Exponential eines Operators A als

eA ≡
∞∑
n=0

An

n!

a) Zeige eA+B = eAeB für [A,B] = 0

b) Zeige mit a), dass e−AeA = eAe−A = 1

c) Nun sei [A, [A,B]] = [B, [A,B]] = 0. Berechne

eABe−A.

Benutz dafür die Taylorentwicklung der operatorwertigen Funktion

f(λ) = eλABe−λA

d) Sei immer noch [A, [A,B]] = [B, [A,B]] = 0. Benutz c) um zu zeigen, dass

eBeA = eAeBe[B,A]

Lösung:

a) Der Beweis läuft analog zum Fall für reelle Zahlen statt Operatoren:

eA+B =
∞∑
n=0

1

n!
(A+B)n =

AB=BA

∞∑
n=0

1

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
AkBn−k =

∞∑
n=0

n∑
k=0

Ak

k!

Bn−k

(n− k)!︸ ︷︷ ︸
Cauchy Produkt

=

(
∞∑
n=0

An

n!

)(
∞∑
n=0

Bn

n!

)
= eAeB

b) Einsetzen in a) liefert

e−AeA = e−A+A = e0 = 1 und eAe−A = eA−A = e0 = 1

c) Es gilt

f ′(λ) =
Produktregel

eλAABe−λA + eλAB(−A)e−λA = eλA[A,B]e−λA

f ′′(λ) =
Produktregel

eλA [A, [A,B]]︸ ︷︷ ︸
=0

e−λA = 0

Also sind alle höheren Ableitungen ebenfalls 0. Die Taylorreihe von f(λ) bricht
nach dem zweiten Glied ab. Sie lautet im Punkt Null

f(λ) = f(0) + λf ′(0) = B + λ[A,B].
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Ausgewertet in λ = 1 erhalten wir also

eABe−A = B + [A,B].

d) Wir werten f(λ) noch einmal im Punkt λ = −1 aus. Wir erhalten

e−ABeA = B − [A,B] = B + [B,A]

Bezeichne S ≡ e−A, dann ist S−1 = eA. Wir haben

SBS−1 = B + [B,A].

Auf beide Seiten wenden wir jetzt wieder das Exponential an. Dann haben wir

eSBS
−1

= SeBS−1 = e−AeBeA und eB+[B,A] = eBe[B,A]

Also
e−AeBeA = eBe[B,A] oder eBeA = eAeBe[B,A]

Aufgabe 10 (*) Betrachte einen Hilbertraum der von den Eigenkets |1〉 , |2〉 , |3〉 , ...
von A aufgespannt wird. Die entsprechenden Eigenwerte lauten a1, a2, a3, ....
Beweise, dass ∏

n

(A− an)

der Nulloperator ist.

Lösung:
Wir sehen das alle Faktoren in dem Produkt miteinander kommutieren. Anwenden
von ∏

n

(A− an)

auf einen beliebigen Eigenket |k〉 von A liefert 0 (wende zuerst den Faktor A− ak auf
|k〉 an). Jeder Vektor |x〉 kann als Linearkombination |x〉 =

∑∞
n=1 cn |n〉 von Eigenkets

dargestellt werden. Also wird auch |x〉 auf Null abgebildet.

8



Thema des Tages
Tag X (Theoretische Physik III)

9. September 2013
Seite 9

Aufgabe 11 (*)

a) Die normierte Wellenfunktion von einem Teilchen im 1-dimensionalen Ortsraum
lautet

Ψ(x) =
γ

2
eγ|x|

Berechne die Wellenfunktion Φ(p) im Impulsraum.

b) Die normierte Wellenfunktion eines Teilchens im 1-dimensionalen Ortsraum
lautet

Ψ(x) =
1

2a
θ(a− |x|)

Berechne die Wellenfunktion Φ(p) im Impulsraum.

c) Die normierte Wellenfunktion eines Teilchens im 1-dimensionalen Impulsraum
lautet

Φ(p) =
b

π

1

p2 + b2
.

Berechne die Wellenfunktion im Ortsraum.

Lösung:

a)

Φ(p) =
1√
2π~

γ

2

ˆ
dx e−ipx/~e−γ|x| =

1√
2π~

γ

2

[ˆ 0

−∞
dx e(γ−ip/~)x +

ˆ ∞
0

dx e(−γ−ip/~)x

]
=

1√
2π~

γ

2

[
1

γ − ip/~
− 1

−γ − ip/~

]
=

1√
2π~

γ

2

[
γ + ip/~ + γ − ip/~

γ2 + p2/~2

]
=

1√
2π~

γ2

γ2 + p2/~2

Aufgabe 12 (*) Eine Observable A besitzt die zwei normierten Eigenzustände ψ1

und ψ2, mit den Eigenwerten a1 und a2. Die Observable B besitzt die normierten Eigen-
zustände φ1 und φ2 mit den Eigenwerten b1 und b2. Für die Eigenzustände gilt

ψ1 = (3φ1 + 4φ2)/5, ψ2 = (4φ1 − 3φ2)/5

a) Observable A wird gemessen und man erhält den Wert a1. Was ist der Zustand
des Systems direkt nach der Messung?

b) Im Anschluss wird B gemessen. Was sind die möglichen Ergebnisse und mit
welcher Wahrscheinlickeit treten sie auf?

c) Direkt nach der Messung von B wird wieder A gemessen. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit erhalten wir wieder a1?
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Lösung:

a) Nach den Axiomen der QM be�ndet sich das System direkt nach der Messung
im Eigenzustand vom zugehörigen Eigenwert, also in ψ1.

b) Das System be�ndet sich im Zustand ψ1 = (3φ1 + 4φ2)/5. In dem Moment wo B
gemessen wir kollabiert es in einen Eigenzustand von B. Die Wahrscheinlichkeit
welchen Wert unsere Messung liefert ist genau das Betragsquadrat von dem Fak-
tor des zugehörigen Eigenzustands in der Linearkombination. Die Wahrschein-

lichkeit b1 zu messen ist also
(

3
5

)2
und die Wahrscheinlichkeit b2 zu messen

(
4
5

)2
.

c) Drücken wir die Eigenfunktionen von B in den Eigenfunktionen von A aus erhal-
ten wir

φ1 = (3ψ1 + 4ψ2)/5, φ2 = (4ψ1 − 3ψ2)/5.

Falls das System sich also in φ1 be�ndet beträgt die Wahrscheinlichkeit a1 zu

messen
(

3
5

)2
. Falls es sich in φ2 be�ndet beträgt die Wahrscheinlichkeit a1 zu

messen
(

4
5

)2
.

Aus b) wissen wir:

Das System be�ndet sich mit Wahrscheinlichkeit
(

3
5

)2
im Zustand φ1 und mit

Wahrscheinlichkeit
(

4
5

)2
in φ2. Multiplizieren der entsprechenden Wahrschein-

lichkeiten liefert für die Gesamtwahrscheinlichkeit a1 zu messen(
3

5

)2(
3

5

)2

+

(
4

5

)2(
4

5

)2

=
337

625
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