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1 Kurze Fragen [20 Punkte]

Beantworten Sie folgende Fragen. Fiir jede richtige Antwort gibt es einen Punkt. Fiir jede falsche
Antwort gibt es einen Minuspunkt. Wird keine Antwort gegeben so wird diese Frage nicht be-
wertet. Es konnen auch mehrere Antworten richtig sein. Die Gesamtzahl der Punkte dieser Auf-
gabe kann nicht negativ sein.

1. Geben Sie die drei Newton’schen Axiome an: [3 Punkte]

e 1. Newton-Axion: Es gibt Bezugssysteme (Inertialsysteme), in denen sich ein Mas-
senpunkt im kréftefreien Raum mit konstanter Geschwindigkeit bewegt F=V-=
const. < d=F=0.

e 2.Newton-Axiom: Die Anderung des Impulses (der ,, BewegunsgroBe ) ist der Ein-
wirkung einer Kraft proportional und geschieht in Richtung der Kraft: F=%

e 3.Newton-Axiom: Kriifte treten immer paarweise auf. Ubt ein Korper A auf einen

anderen Korper B eine Kraft aus (actio), so wirkt eine glelch groBe aber entgegen-
gerichtete Kraft von Korper B auf Korper A (reactio): F AB = =-F BA-

2. Gegeben sei ein Teilchen der (konstanten) Masse m im konservativen Kraftfeld F. Welche
der folgenden Aussagen sind richtig? [4 Punkte]

e Flisstsich allgemein schreiben als Gradient eines zeitabhidngigen Potentials F(n =
—gradU(7,t). (falsch)

e Die verrichtete Arbeit hangt nur vom Anfangs- und Endpunkt der Bahnkurve ab.
(wahr)

e rotF = 0 ist eine notwendige Bedingung, damit F konservativ ist.  (wahr)

e Die Gesamtenergie E = T + U ist eine Erhaltungsgrofe.  (wahr)

3. Gegeben sei ein abgeschlossenes System, bestehend aus n Punktteilchen mit Massen
my, ..., my, das durch ein explizit zeitabhéngiges Potential U(#, ..., 7, t) beschrieben wird.
Welche der folgenden Aussagen sind korrekt? [3 Punkte]

e Die Gesamtenergie ist eine Erhaltungsgrofle.  (falsch)

e Ist das Potential invariant unter Veschiebungen um beliebige Vektoren @y, ..., d,, also
U@, ....7,t) = UF + a, ..., Py + dy, 1) dann ist der Gesamtimpuls P = )7, m;7;
erhalten. (wahr)

e Ist das Potential invariant unter Drehungen, so ist der Gesamtdrehimpuls L=
>, mi7; X 7; eine Erhaltungsgroe.  (wahr)

4. Betrachten Sie ein System von n Massenpunkten. m holonome Zwangsbedingungen seien
durch m unabhiingige Gleichungen der Form g;(7, ..., ;) (fiir i € {1,...,m}) definiert.
Welche der folgenden Aussagen gelten? [3 Punkte]

e Die Dynamik des Systems wird durch 3n Lagrange-Gleichungen 1.Art beschrieben.
(wahr)

e Das System wird durch n-m verallgemeinerte Koordinaten beschrieben.  (falsch)
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e Fiir ein System mit Potentialkréften, in dem keine Zwangsbedingungen wirken,
sind die Euler-Lagrange-Gleichungen 2.Art dquivalent zu den Newton’schen Be-
wegungsgleichungen. (wahr)

5. Gegeben sei ein System mit Potentialkréiften, das durch die Lagrangefunktion L(q, ;1) =
T — U beschrieben werde. g = {q1, ..., g»} und ¢ = {41, ..., ¢,} bezeichnen verallgemeinerte
Koordinaten bzw. Geschwindigkeiten. Welche Aussagen sind korrekt? [4 Punkte]

e Wenn L nicht explizit von ¢, abhingt, dann ist der generalisierte Impuls (% eine
Erhaltungsgrofle.  (falsch)

o L ist bis auf eine Konstante eindeutig festgelegt.  (falsch)

e Fiir eine Zentralkraft F = —r%ér, istU = V(r) = 2}: — — -, wobei [ den Drehimpuls

des Systems, &, den radialen Einheitsvektor bezeichnen und @ > 0.  (falsch)
e Die Euler-Lagrange-Gleichungen 2. Art fiir L folgen aus dem Hamilton’schen Ex-
tremalprinzip fiir die Wirkung.  (wahr)

6. Betrachten Sie die Bewegung eins starren Korpers dessen Trigheitstensor I beziiglich
eines im Schwerpunkt des starren Korpers fest verankerten Koordinatensystems gegeben
sei. Welcher der folgenden Aussagen sind richtig? [3 Punkte]

o [ verhilt sich unter Drehungen R, mit 7’ = RF, wie ein Tensor 2.Stufe, d,h, I’ = RIRT
(R ist die zu R transponierte Matrix).  (wahr)

e Die kinetische Energie des starren Korpers setzt sich zusammen aus der kinetischen
Energie der Schwerpunktstranslation und der Energie der Rotation um eine Achse
durch den Schwerpunkt.  (wahr)

e Der starre Korper hat 10 Freiheitsgrade.  (falsch)

2 Fallendes Seil [16 Punkte]

Ein kurzes Seil der Linge L und der Masse m liege auf einem Tisch der Héhe & > L und
werde an einem Ende festgehalten (u := 7). Ein Stiick / (0 < [ < L) des Seils hiinge lose liber
die Tischkante. Es wirke nur die Gravitationskraft auf das Seil, Sie konnen also Reibungs- und
Luftwiderstand vernachlédssigen. Zum Zeitpunkt # = O werde das Seil losgelassen.
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1. Bestimmen Sie die Kriftebilanz des Systems. Wie lautet also die Bewegungsgleichung
fiir das Seil(ende)?
Hinweise: Wihlen Sie das Koordinatensystem wie in obenstehender Abbildung angege-
ben. Vernachldssigen Sie die Kriimmung des Seils an der Tischkante. Beachten Sie, dass
die fiir die Bewegungsgleichung relevante Masse zeitabhéngig ist. [3 Punkte]

2. Losen Sie nun die Bewegungsgleichung vollstidndig unter Einbeziehung der gegebenen
Anfangsbedingungen. Wann erreicht das Seilende die Tischkante? Welche Geschwindig-
keit hat dann das Seilende? [5 Punkte]

3. Wann und mit welcher Geschwindigkeit erreichen Seilanfang und -ende den Boden?
[2 Punkte]

4. Auf dem Boden steht eine Waage, auf die das Seil féllt. Gehen Sie davon aus, dass das Seil
vollkommen inelastisch ist und dass keinerlei Wechselwirkung zwischen den einzelnen
Gliedern des Seils auftritt. Bestimmen Sie unter diesen Annahmen das Gewicht G = G(t),
dass die Waage anzeigt, als Funktion der Zeit. [6 Punkte]

Losung:

1. Wir fassen die Aufgabe zuerst als eindimensionales Problem in x-Richtung auf. Solange
das Seil mit der Liange —x < 0 auf dem Tisch liegt, wirkt die Schwerkraft nur auf das
Stiick mit Lange L — (—x) = L + x, also:

F=+u(L+x)g ()

Beschleunigt wird aber stets die Gesamtmasse m = Lu, sodass aus dem zweiten New-
ton’schen Axiom folgt:

ma=F £ Luk = u(L + x)g 2)

Die Bewegungsgleichung fiir das Seilende x lautet damit:

X=%x+g 3)

2. Die Losung dieser inhomogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung ergibt sich als
Summe der homogenen Gleichung, ¥ = %x, plus einer speziellen Losung von Gleichung
(3). Die Losung der homogenen Gleichung ergibt sich mithilfe des Ansatzes X, (f) =
el zu:

Xhom(®) = are” VE 4 ape V0 )

Eine spezielle Losung errit man einfach. xp..(#) = —L = const., sodass wir die allgemeine
Losung schreiben konnen als:

x(t) = aje” Vi ase Vi_rp S
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Die vollstindige Losung errechnet sich schlieBlich noch unter Einbeziehung der Anfangs-
bedingungen x(t = 0) = —(L—1) und x(¢ = 0) = 0. Die zweite Bedingung fiihrt zu | = a5,
die erste damit zu 2y = [. Mithilfe von coshx = %(ex+e"‘) lautet die vollstidndige Losung:

x(t) = lcosh ( \/%t) -L (6)

Das Seilende erreicht die Tischkante, wenn x(¢ = #;) = 0 gilt, also:

/ / L
lCOSh( 51‘) -L=0 - H = §arcosh(_) (7)
L L l

Dann hat das Seilende die Geschwindigkeit:

Vi =%(1) = l\/%sinh(\/%t) = l\/%\/COShz(\/%tl)_ l=
N T
_ZN/E. (7) “lENeT

3. Nun betrachten wir die Bewegung auf der y-Achse. Nachdem wir von einem inelastischen
Seil mit keinerlei Wechselwirkung unter den einzelnen Gleidern (Bestandteilen) des Seils
ausgehen konnen, fillt jedes Glied mit Masse dm = udy frei zu Boden. Da das Seil (und
damit jedes seiner Glieder) zum Zeitpunkt #; die Geschwindigkeit v; hat, ergibt sich fiir
die Geschwindigkeit des Seils fiir # > #; (Bezugsrichtung nach unten):

(®)

V=g
yzg(t_tl)+vl (9)
1
y= Eg(t_ )2 +vit—1)+yo
Dabei ist yg € {0, L} die Position des Seilgliedes im Zeitpunkt #;. D. h. der Seilanfang

entspricht yo = L, das Seilende yoy = 0. Ein beliebiges Seilstiick trifft auf den Boden wenn
y = h gilt. Fiir den Seilanfang (yy = L) ist dies der Fall fiir ¢ = #,, gegeben durch:

,lv% +2gh—L)—v;

1
zg(tz—t1)2+v1(t2—t1)—(h—yo):0 = h=n+ 2 (10)

Die zugehorige Geschwindigkeit, v, = y(t,), ergibt sich mit Gleichung (9):

n:Jﬁ+@m—u (11)

Analog ergeben sich Auftreffzeitpunkt und - geschwindigkeit, 73 bzw. v3, des Seilendes
mit yg zu
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V2 +2gh— v
=1t + Nt - und vz = ,/v% +2gh (12)

8

Alternativ kann die Geschwindigkeit, mit der der Seilanfang auf den Boden prallt, aus
dem Energiesatz erhalten werden, wenn man beachtet, dass der Seilanfang in ¢ = #; sich
auf einer Hohe 4 — L {iber dem Boden befindet:

1 1
Edmv% +dmgh—L) = Edmv% = = 1/\/% +2g(h—1L) (13)

Der Seilanfang erreicht nach Gleichung (9) den Boden zum Zeitpunkt:
h=0H+—— (14)

mit den entsprechenden Ausdriicken aus den Gleichungen (7), (8) und (13). Das Seilende
fillt zum Zeitpunkt r = #; mit der Geschwindigkeit v, aus der Hohe 4 zu Boden und
erreicht ihn mit der Geschwindigkeit v3; der Energiesatz ergibt wiederum:

1 1
Edmv% +dmgh = Edmv% = V3 = ,/v% +2gh (15)

Das geschieht zum Zeitpunkt:
3=t + —— (16)

4. Das Gewicht G, das die Waage auf dem Boden anzeigt, setzt sich zusammen aus der
Gewichtskraft des Seilstiicks Fyg.; = Fs.i(t), das bereits auf der Waage liegt, plus der
Kraft F), = F,(t), die durch den Impulsiibertrag eines Seilgliedes der Masse dm = udy und
der Geschwindigkeit v € {v,, v3} auf die Waage iibertragen wird. Um F's,;; zu berechnen,
bestimmen wir die Linge des Seils, s = s(f), das zum Zeitpunkt ¢ € {t,,#3} am Boden
liegt. Dazu verwenden wir Gleichung (9), um den Auftreffzeitpunkt, #(y) eines beliebigen
Seilgliedes, dm = udy, das sich in ¢t = #; bei y(¢;) = yo € {0, L} befindet, zu berechnen:
Dafiir gilt:

1
Yto) =h Eg(f(YO) — 112 +vi(t(vo) —t1) = (h—yo) = 0 (17

also

\JV128(h = yo) = vi

t—t1)+v)? =2
1) = 1y + und yo(ny = SLZ M7
g 2g

(18)

Wenn das Seilglied aus der Hohe y, angekommen ist, liegt bereits ein Seilstiick der Linge
s = L — yo auf der Waage. Die Gewichtskraft dieses Seilstiicks in Abhingigkeit von der
Zeit t € {1y, 13} ist dann:

. gt —t)+v)? =12
2g

Fse(t) = ps(t)g = ug [L —h (19)
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Die Kraft F), erhilt man aus dem zweiten Newton’schen Axiom, wenn man als Impuls
eines Seilstiicks dm = udy direkt iiber Boden dp = dmv = udyv annimmt und davon
ausgeht, dass dieses auf v = 0 abgebremst wird. Also:

dp d
Fy(r) = d—’t’ = u%v = v = ulg(t — 1) +vi (20)

Im Zeitintervall ¢ € {t,, t3} zeigt die Waage demnach folgendes Gewicht an:

(g(r— 1) +v)? —vi

5 +u(gt—1n)+v)?  (21)
8

G(t) = Fsei(t) + Fp(t) = ug |L - h +

Im Zeitintervall ¢ = 1, zeigt die Waage G(t;) = ,uv% = uv% + 2u(h — L)g, zam Zeitpunkt
G(13) = uLg + v = mg + pvi2uhg. Fiir t > 13 zeigt die Waage dann natiirlich G(¢) = mg
an.

3 GrobBvaters ideale Uhr [15 Punkte]

Ein Massenpunkt gleitet reibungsfrei im homogenen Schwerefeld der Erde auf einer Zykloide,
die durch x = a(¢ — sind), y = a(l + cos?) gegeben ist, wobei 0 < ¥ < 2x (siche Abbildung).
Es wirken keine weiteren Krifte.

Hinweis: sin?(2) = (1 — cos®), 1+ cos? = 2cos*(%)

2a

1. Berechnen Sie die kinetische und potentielle Energie des Teilchens als Funktion einer
geeigneten verallgemeinerten (zyklischen) Koordinate. Stellen Sie die Lagrange-Funktion
auf. [4 Punkte]

2. Leiten Sie daraus die Bewegungsgleichung her. [3 Punkte]

3. Berechnen Sie die Losungen der Bewegungsgleichung fiir allgemeine Anfangsbedingun-
gen. Wodurch zeichnet sich dieses Systems aus? [6 Punkte]
Hinweis: Fiihren Sie die Funktion u(:}) = cos(%) ein.

4. Wie lange braucht der Massenpunkt, um aus der Ruhelage von einem Punkt (x(¢), y(9)),
wobei 0 < &y < m, bis zum Minimum der Zykloide zu gelangen? Was fillt Thnen auf?
[2 Punkte]
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Losung:

1. Aufgrund der Parametrisierung der Zykloide, x = a( — sini), y = a(l + cos?}), bietet sich
9 als verallgemeinerte Koordinate an. Die kinetische Energie ist:

1 1 .
T = zm(xz +3%) = Ema2192[(1 — cos? + sin*9] =

| . 9 22)
= 2ma2192§(1 —cos) = 2ma’ 9 sin® (5)
die potentielle Energie:
2 [0
U = mgy = mga(l + cos®) = 2mgacos 5 (23)
Damit ist die Lagrangefunktion:
20229 2 (0
L=T-U =2ma ¥ sin 5| 2mgacos 5 24)
2. Die Bewegungs- oder Euler-Lagrange-Gleichung ist:
d (0L oL
(=== 25
dt (aﬂ) o (25)
Wir berechnen die einzelnen Beitrige:
d (0L d . 9
—|=| = = [4md*dsin®*| = || =
dt\od) dt 2
? 9 ) (26)
_ 25 2(V) L 92en [V oY
=4ma [19sm (2) + 0 sm(z)ws(2)]
oL . 9 9 ? )
— =2mad*Psin| = —|+2 — | sin| = 2
39 maﬁszn(z)cos(2)+ mgacos(z)szn(Z) 27
Daraus erhalten wir die Bewegungsgleichung:
. 9 . P ?
2aidsin| = 2cos|=| - —|= 2
aﬁszn(2)+aﬂ cos(z) gcos(z) 0 (28)

3. Diese Gleichung kann analytisch gelost werden, indem man die Substitution u(¢#) =
cos (g) durchfiihrt. Die Ableitungen von u ergeben zunéchst

- 2:'—_§' Q:—_g Q_ﬁ_z g
u=cos ) u= 2Sli’l 3 u= 2Sll1 ) 4C0S )

Offensichtlich reduziert sich die Euler-Lagrange-Gleichung (28) auf:
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i+ Su=0 (29)
4da

Damit beschreibt die reduzierte Bewegung einen perfekten harmonischen Oszillator. Die
allgemeine Losung ist einfach:

u(t) = ulcos(\/%t) + uzsin(1 /%t) (30)

Invertierung ergibt:

9(t) = 2arccos |ujcos ‘lit + up sin Jit
4a 4a

u—cos& Uy = — L—Iﬁsin@

1= > | 2 = 2 0 >

wobei wir als Anfangsbedingung 9(t = 0) = % und (¢ = 0) = 9 angenommen haben.

€1V

Bemerkung: Besonders einfach ist die Losung, wenn 9 = 0 gesetzt wird. Dann ist 9(f) =
\/gt. Fiir die Beschleunigung erhélt man ?(t) = (X(@®),y1) =g (sin ( \/gt) ,—COS ( \/gt))

Man erkennt also, dass A(f) # —g@,. Das liegt daran, dass eine Zwangskraft 7= (Z:,Zy)
auftritt, die das Teilchen auf der Brachistochrone hilt. Wire die Brachistochronenbahn
nicht vorhanden, wiirde die Kraft G = (0, —mg) auf die Masse wirken. Hier muss jedoch

zusitzlich die Zwangskraft 7 = mg (sin ( \/gt) ,1—cos ( \/gt)) wirken, die sicherstellt,

dass die Masse in jedem Punkt der Bahn nur von der Hangabtriebskraft mP parallel zur
Bahn beschleunigt wird. Die Zwangskraft ist dann entgegengesetzt zur Normalkraft der
Masse beziiglich der Bahn. Insgesamt gilt damit F = m# = G + Z. Z muss von der
Bahn aufgebracht werden. Diese Zwangskraft kann auch mithilfe der Euler-Lagrange-
Gleichungen 1.Art hergeleitet werden.

4. Um die Zeit T zu bestimmen, die der Massenpunkt benotigt, um von einem beliebigen
Anfangspunkt (x(9¢), y(9p)) mit x(t = 0) = 0 und y(+ = 0) = 0 zum Minimum der
Zykloide zu gelangen, bemerken wir zuerst folgende Punkte:

Wegen x = a(l — cos)® = 0, y = —asindd = 0 folgt auch J(t = 0) = &y = 0. Die
Bahnkurve fiir diesen speziellen Fall ist dann:

3 th | 8
(t) = 2arccos [cos (?) cos ( E[)] (32)

Das Minimum der Zykloide entspricht offenbar ¢ = . Die Laufzeit T ist damit bestimmt

aus:
NT) = < cos @ cos 1/iT :cos(z)zo(:)diT:E (33)
2 4a 2 4a 2

wobei berticksichtigt wurde, dass 0 < 9y < « gilt (also cos (%) # 0),und T als Zeit des
ersten Minimumsdurchgangs aufgefasst wird. SchlieBlich erhalten wir:
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TZ,T\/E (34)
g

was erstaunlicherweise unabhingig vom Startpunkt ist. Die Zykloide ist eine sogenannte
Tautochchrone, was genau die Eigenschaft beschreibt, dass eine Masse, die sich auf einer
Zykloide bewegt, immer dieselbe Zeit braucht, um am Minimum anzugelangen.

4 Wettlauf von Kugel und Zylinder [15 Punkte]

Eine homogene Kugel und ein homogener Zylinder mit gleicher Masse M und gleichem Radius
R rollen ohne zu gleiten im homogenen Schwerefeld der Erde (g > 0) eine schiefe Ebene mit
Neigungswinkel « hinab. Es wirken keine weiteren Krifte.

1. Berechnen Sie die Triagheitsmomenten /x und I; von Kugel bzw. Zylinder beziiglich der
Rotationsachse der Rollbewegung (d.h. fiir die Kugel beziiglich der Rotation um einen
Durchmesser und fiir den Zylinder beziiglich einer Rotation um seine Langsachse). Zeigen
Sie, dass mit homogenen Massenverteilungen gilt: [6 Punkte]

2 1
Iy = gMRz, I; = EMR2 (35)

2. Stellen Sie fiir beide Korper die jeweiligen Lagrangefunktion in der generalisierten Koor-
dinate ¢ auf. [6 Punkte]

3. Leiten Sie die Bewegungsgleichungen ab. Welcher Korper ist schneller unten, wenn beide
vom gleichen Ort aus der Ruhe losgelassen werden? [3 Punkte]
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Losung:

1. In dem angegebenen Koordinatensystem sind die Trigheitsmomente beziiglich einer Ach-
se parallel zur z-Achse (aus der Zeichenebene heraus) durch den Schwerpunkt gesucht.
Fiir den Vollzylinder ergibt sich bei einer Gesamtmasse M = pzR>mh (mit der homoge-
nen Dichte p; und der Hohe h des Zylinders) unter Verwendung von Zylinderkoordinaten:

h
IZ=sz
0

1 1
= pz2rh fp3dp = ERzszzﬂh = EMR2
0

2r R

f [x(p, ¢.2)* + ¥(p. ¢, 2)* Ipdpdepdz =
0
R

0 (36)

Die Masse der Vollkugel ist Mgy = pg 43—”R3, wobei pg die homogene Dichte angibt. In
Kugelkoordinaten ergibt sich:

2 ® R
Ix = px f f f[x(r, 9, 0)* + y(r, 3, ©)* 1 sinddrdddy =
0 0 37)

Vg

0

R

4.3 41 5 2,

= pg2r rsin”ddrdd = pg2n—-—-R’ = —MR
0 0

35 5

2. Um die Lagrangefunktion fiir die beiden Systeme herzuleiten, bemerken wir zunéchst,
dass sich die kinetische Energie T jeweils zusammensetzt aus der kinetischen Energie der
Translationsbewegung des Schwerpunkts und der Energie fiir Roationen um den Schwer-
punkt S. Wir beschreiben zunichst die Bewegung des Schwerpunkts. Nachdem sowohl
die Kugel als auch der Zylinder ohne zu gleiten die schiefe Ebene nach unten rollen, gilt
in dem angegebenen Koordinaten die Rollbedingung:

xs =Ry (38)
Diese Beziehung driickt gerade aus, dass der abgerollte Mantel der zuriickgelegten Strecke

auf der Ebene entspricht. Offenbar gilt weiter yg = R = const. Damit bewegt sich der
Schwerpunkt mit der Geschwindigkeit:

= fCS R(,O
V== 39
()= () ®
Nachdem sich alle Punkte der Korper mit derselben Winkelgeschwindigkeit um parallele
Achsen bewegen, ist:

w="_y (40)
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Hier haben wir die Winkelgeschwindigkeit beziiglich der sogenannten momentanen Dreh-
achse berechnet. Dabei handelt es sich um die Achse, um die der starre Korper in einem
festem Zeitpunkt eine reine Rotation ausfiihrt. In dem vorliegenden Beispiel ist dies gera-
de die Beriihrungsachse von Korper und schiefer Ebene.

Bemerkung: Die Wahl der Beriihrungsachse als momentaner Drehachse ist dquivalent zur
Rollbedingung; diese Wahl stellt sicher, dass der Korper in der Tat rollt und nicht rutscht
(reines Abrollen um die Beriihrungsachse). Wiirde man eine andere Achse als momentane
Drehachse wihlen, so wiirde der Korper auf der schiefen Ebene zusitzlich rutschen. Das
kann man sich anhand von zwei Extremfillen klarmachen: Ist die momentane Drehachse
im Unendlichen, so entspricht dies dem Fall des Rutschens ohne zu rollen. Verlduft die
momentane Drehachse durch das Zentrum des Korpers, so handelt es sich um eine reine
Rotation, ohne Bewegung des Schwerpunkts, gleich einem durchdrehenden Reifen. Die
Wabhl der Beriihrungsachse als momentane Drehachse ist also in der Tat dquivalent zur
Rollbedingung.

Mit der kinetischen Energie der Schwerpunktsbewegung (Mg = Mz = M,Rx = Rz = R):

1. 1
Tirans = EMVZ = EMR%Z (41)

und der Rotationsenergie um den Schwerpunkt:

1

Trot,i = )

1
Lw? = 3 g (42)

(i € {K, Z}), lautet die kinetische Energie fiir Kugel bzw. Zylinder:

1 1 7
Tx = Tirans + Trot,K = E R2¢2 + Ell((pz = E Rz(,bz
43)

1 1 3
T7 = Thans + Trorz = = R2.2+—I == R2'2
Z 1 t,Z ) (% ) zQ 1 @

Wir legen den Nullpunkt der potentiellen Energie in (0, R) des angegebenen Koordinaten-
systems. Dann ist die Lageenergie fiir beide Korper jeweils gegeben durch:

U = -Mgxsinae = —MgRypsina (44)

Die Lagrange-Funktion fiir Kugel bzw. Kegel ist damit:

7
Ly =Tx-U= EMRZ(p2 + MgRysina

3 (43)
L;=T;,-U= Zmthpz + MgRysina
3. Die Euler-Lagrange-Gleichungen ergeben fiir die Kugel:
5 gsina
p == 46
$=-"7R (46)

und fiir den Zylinder:
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. 2gsina
YT37R

(47)

Offenbar ist die (konstante) Beschleunigung fiir die Kugel, ax = Ry = % gsina, grofler
als die Beschleunigung fiir den Zylinder, az = Rp = % gsina, sodass die Kugel schneller
unten ankommen wird als der Zylinder.

S Gekoppelte Pendel [15 Punkte]

Zwei gleiche Pendel (Masse m, Lange 1) sind durch eine masselose, ideale Feder (Federkonstan-
te f) verbunden und bewegen sich im homogenen Schwerefeld der Erde. Die Ruheldnge a der
Feder ist gleich dem Abstand der Pendel in der Ruhelage (siehe Abbildung). Es wirken keine
weiteren Krifte. Man kann annehmen, dass bei kleinen Auslenkungen o, @, das von der Feder
erzeugte Potential nur vom horizontalen Abstand der Pendel abhéngt.

1. Formulieren Sie im Falle kleiner Auslenkungen @ und @, die Lagrangefunktion und die
Bewegungsgleichungen. [4 Punkte]

2. Welche Eigenfrequenzen und Normalschwingungen (Eigenvektoren) hat das System? In-
terpretieren Sie Ihre Ergebnisse. [4 Punkte]

3. Berechnen Sie «;(?) und a,(?) fiir die Anfangsbedingungen a;(0) = @;(0) = @& (0) =
0; a2(0) = ap. [4 Punkte]

4. Betrachten Sie das System im Limes schwacher Kopplung, d.h. [f <« mg und diskutieren
Sie das Ergebnis. [3 Punkte]
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Losung:

1. Zunichst wollen wir fiir das Pendel die Auslenkung 7 = (x;,v:)7, i € {1,2} durch die
generalisierten Koordinaten @; und a, ausdriicken. Setzt man den Ursprung jeweils in
den Aufhingepunkt der Pendel, dann gilt 7 = (Isina;, —lcosa;). Daraus erhilt man dann
auch unmittelbar die Geschwindigkeiten der beiden Pendel f’, = (lajcosa;, la;sina;) bzw.
deren Quadrate 7 2 = Pat(i e {1,2)).

Daraus erhalten wir zunéchst ganz allgemein die kinetische Energie:
L 1 2, .2 )
T(qy,a,) = Eml (a7 + @3) (48)

Die potentielle Energie setzt sich aus dem Potential der Feder:

Up = %f(JQ ~x)? = %f(SinOlz — sina)? “9)

und der Lageenergie:

U = mg(y1 + y2) = mgl(—cosa; — cosay) = —mgl(cosa; + cosay) 50)

zusammen also:

1
Ulay,ap) = Up(ay, az) + Ug(ay, az) = zmﬁ(cﬁ + a/g) —mgl(cosay + cosay)  (51)

Nun wenden wir die Kleinwinkelnidherung an, um die Bewegungsgleichungen aufzustel-
len. Fiir den Sinus gilt dann sine = @+O(c) und fiir den Kosinus cosa = 1-1a?+0(a*).
Setzt man dies in (48) und (51) ein, so erhélt man, nach Vernachlédssigung konstanter Ter-
me, die Lagrangefunktion:

1 1 1
L=T-U-= zmﬂ(aﬁ +dd) - 5 fP(ar —a))* - Emgl(a% +ad) (52)

Die Bewegungsgleichungen erhalten wir aus den Euler-Lagrange-Gleichungen von (52):

d ( 0L oL

a (_w] ) ~ G = mlin = [P (@~ @)+ mglar = 0

d { 0L oL 43
a (_6%) ~ o =l P2 =)+ mglay = 0

Dies kann noch vereinfacht werden zu:

. f 8
a = E(QZ_QI)_ 7o
54
. f 8 o9
= —=(2 —a1) — ~a
m [
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Um die Bewegungsgleichungen (54) zu 16sen, schrieben wir das System (54) in Matrix-
schreibweise; sei dazu @ := (@1, a»)”. Damit lauten die Bewegungsgleichungen (54):

- Ly L
&:—(m_il i-:_ng)d/)E—A& (55)
m m 1
wobei wir die Matrix:
Ly S
A:: (m_il i_;_né) (56)
m m 1
eingefiihrt haben. Um (55) zu 16sen verweden wir den Ansatz @ = de'’, wobei @ € C?
und w € R zu bestimmen sind. Sofort berechnet man @ = —w?d@e’ und in (55) eingesetzt
ergibt:
Ad = *d (57)

2. Um die Eigenfrequenzen w zu bestimmen, muss man also die Eigenwerte der Matrix A
berechnen; diese Eigenwerte entsprechen den Quadraten der Eigenfrequenzen. Wir erhal-
ten:

Lys_ 2 _r 2 2
O=d€l(A—a)2']l)=m+lfw r oo 2=(£+——w2) —(i) (58)
—m o + 7w m m
Die Eigenfrequenzen sind dann unmittelbar:
o= 8 und  wr= 2l 48 (59)
l m 1

Die zugehéorigen Eigenriume E(w?) (und damit Eigenvektoren) sind:

- 1
E(w}) = Kern(A — w? - 1) = Kernné (_11 11) = <% (i»

E(w3) = Kern(A — w3 - 1) = Kern% (j j) = <% (_11)>

(60)

Die Eigenschwingungen entsprechen den Eigenvektoren, hier haben wir als Reprisentan-

V2 V2

Die erste Eigenfrequenz w; entspricht also der Frequenz eines harmonischen Fadenpen-
dels; in diesem Fall entspricht es zwei in Phase schwingenden Pendeln (——), beschrie-
ben durch den Eigenvektor @;; dann ndmlich wird die Feder in der Mitte nicht gedehnt
und wirkt sich nicht aus. Die Eigenfrequenz w, entspricht hingegen den Pendeln, wenn
sie in Gegenphase schwingen (Eigenvektor d@,, —« ); dann hat man eine Uberlagerung
der Fadenpendel und der Schwingung, die durch die Feder bewirkt wird; der Faktor 2
stammt von der Symmetrie der Anordnung.

tend; = = (i und @, = L (_11) gewihlt.

Technische Universitit Miinchen 15 Fakultit fiir Physik



Ferienkurs: Mechanik =~ Merlin Mitschek, Verena Walbrecht 13.09.2013

3. Die vollstindige Losung des Schwingungsprobelms (55) erhdlt man am einfachsten da-
durch, indem man zu Normalkoordinaten &, & libergeht. Dazu diagonalisieren wir zunichst
die Matrix A durch Multiplikation mit:

L L1 1 e L1
Sl._$(1 _1) = S=( 1)T_$(1 _1) (61)

(Die Invertierung von S~! erfolgte durch Transponieren, da S~! eine orthogonale Ma-
trix ist, d. h. die Spalten sind orthonormale Vektoren, d; - d@; = &;; fiir i, j € {1,2}.) Die
Diagonalmatrix ist:

D=SAS"' = diag(%,Z% + é;) (62)

Definieren wir nun die Normalkoordinaten als:

E=(&.6) =5a (63)

dann lautet die Bewegungsgleichung (55):
i=-S'DS@ e £=-DE (64)

Damit sind die Gleichungen fiir £; und &, entkoppelt:

& =-wit, &=-w& (65)

Die Losungen konnen sofort angegeben werden:

&1(t) = cicos(wit) + dy sin(wi 1)

. (66)
& (1) = crcos(wat) + da sin(wort)
Mit @(r) = S _lg-?(t) ergibt sich die vollstindige Losung:
I 1 (1
a0 = — (l)gw) + 5 (_l)fz(t) (67)

Aus dieser Darstellung wird noch einmal klar, warum bereits die Eigenvektoren von A als
Eigenschwingungen oder Eigenmoden bezeichnet werden: Sie geben namlich die relati-
ven Amplituden von unabhingigen Schwingungen an.

Setzt man die Anfangsbedingungen a;(0) = @1(0) = &(0) = 0, @»(0) = @ in Gleichung
(66) ein, so erhilt man das Gleichungssystem:

cir+c=0
wid; + wrdr =0

c1— e = V2aq
widy — wydy =0

(68)
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woraus unmittelbar ¢; = f—%,cz = —”7% und d; = d, = 0 folgt. Die vollstindige Losung
ist dann unter Verwendung des zweiten Summensatzes:

+ i
aq(t) = ajo(cos(a)lt) — cos(wyt)) = —apsin (w1 5 @2 t) sin (wl @2 t)

g w1 + wy w] — Wy (69)
a (1) = j(cos(a)lt) + cos(wyt)) = aocos( > t) COS( 5 t)
4. Fiir schwache Kopplung % < "7’ kann die zweite Eigenfrequenz entwickelt werden:
%—1'zi§<<1 (70)
w1 ml

In diesem Fall treten sogenannte Schwebungen auf, bei denen die Schwingungen mit Fre-
quenz 32 durch eine langsam variierende Schwingung mit Frequenz |“'£“2| moduliert
wird. In der untenstehenden Abbildung ist eine typische Schwebung exemplarisch fiir a;

gezeigt ( ‘:7: = 1.1 ). Als Schwebungsfrequenz wird w; = |w; — wy| definiert (und nicht

|%| da in der Regel Intensititen gemessen werden, die mit der doppelten Frequenz
variieren.)

0.5

-0.5

wy !

Schwebungen spielen in der Signalverarbeitung und auch in der Musik eine grof3e Rolle.
So werden z. B. Schwebungen verwendet, um Musikinstrumente zu stimmen.
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