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1 Schriager Wurf

Ein Massepunkt der Masse m werde mit der Anfangsgeschwindigkeit

7O = 02, 0,v)" )

im homogenen Schwerefeld der Erde vom Koordinatenursprung aus abgeworfen.
1. Stellen Sie die Bewegungsgleichungen fiir den Massepunkt auf und bestimmen Sie die
Bahnkurve #(7).

2. Eliminieren Sie ¢ aus der x— und z—Komponente der Bahnkurve und diskutieren Sie die
Spur z(x).

3. Beriicksichtigen Sie ab jetzt die zusitzliche Bedingung, dass der Massepunkt im Punkt
P = (x1,0, z1) auftreffen soll.

4. Bestimmen Sie die Flugzeit des Massepunktes in Abhéngigkeit des Betrags der Anfangs-
geschwindigkeit v® = |#”| und des Abwurfwinkels y©.

5. Wie hingt die anfingliche, kinetische Energie 7® des Massepunktes vom Abwurfwinkel
© ab? Fiir welchen Abwurfwinkel ist 7® minimal?

Losung:

1. Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus dem Newtonschen Gesetz:

0 mx
0 |=F=mad=|my ()
—-mg mzZ
Diese werden gelost durch:
X0 4 v&o) t v;o)t
A= YO+t |= { 0 ] 3)
20O~ 1g2) WPt - Ler?

2. Eliminieren von ¢ aus:

x(t) = vio)t

“4)

z(t) = vio)t - gt

liefert die Spur:

Technische Universitit Miinchen 2 Fakultit fiir Physik



Ferienkurs: Mechanik =~ Merlin Mitschek, Verena Walbrecht 10.09.2013

(0)

=% 8
W e v

Die Spur stellt eine nach unten gedffnete Parabel dar.

3. Die Bedingung z(x;) = z; eliminiert einen der beiden freien Paramter vfco) und vgo). Auflosen

der Bedingung gibt:

1 X X 1 1
©) _ () 1 1 0)y2
\ -y — 4+ — —(v - —97
o 27 21 21 4(Z) 281

b0 = 2o, 1en
z X " 7 V;o)

(6)

woraus man sieht, dass die kinetische Energie, die beim Abwurf in der vertikalen Bewe-
gung steckt, mindestens gleich der potentiellen Energie an P; sein muss, um iiberhaupt
eine Losung zu haben. Der Abwurfwinkel ergibt sich zu:

0
) Vg) a1 gx
tanf™’ = - 1t5 0
ve M 20)?

(N

4. Die Flugzeit 1, ergibt sich aus der Bewegung in x-Richtung, falls x; > 0:

X1 X1

[l = —— = —
VO veosy®

®)

5. Die anfingliche kinetische Energie ist:

0
7O _ lmvz _ (Vgc))2 3 1 mgxi

2 T 2cos2y 4 singcosy — Leosty

©))

Die stationédren Punkte erhalten wir aus den Nullstellen der Ableitung:

dT©®  mgx, tan’y — 2% tany - 1

dy 4 (simgy — )ZC—‘Icost,b)2
0 = tan*y - 2Z—1tam// -1 (10)
X1

Fiir z; = 0 ist der energieeffizienteste Abwurfwinkel 45°.
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2 Eisenbahn

Ein Zug der Masse m = 5,0 - 10°kg mit 16 Achsen fihrt mit einer Geschwindigkeit von 200’%
von Miinchen (48° nordliche Breite) auf gerader Strecke in Richtung Norden.

1. Berechnen Sie die Coriolisbeschleunigung, die der Zug erfiahrt und vergleichen Sie den
Betrag mit der Erdbeschleunigung g.

2. Mit welcher Kraft wird ein linkes bzw. ein rechtes Rad des Zuges gegen die Schiene
gedriickt?

3. Was édndert sich bei einer Fahrt in Richung Stiden, Osten oder Westen?

Losung:

Wir wihlen die Achsen des mitbewegten kartesischen Koordinatensystems Y’ so, dass z’ 1dngs
des Schwerefeldes nach oben weist, x” in Richtung Osten und y’ nach Norden. In der Darstellung
aus Y, lautet die Winkelgeschwindigkeit der rotierenden Erde:

Q' = (0, Qcosy, Qsing)” (an

wobei ihr Betrag Q = i—”h ist. Die Corioliskraft ist fiir eine allgemeine Geschwindigkeit v’

gegeben durch:

Vi 0 vy Sing — v.cosy
F.=2mi" X Q' =2m|v}|x|Qcosp|=2mQ —V,sing (12)
v, Qsing Vi.cosg

Bei horizontaler Bewegung (v, = 0) mit Betrag v = [i7| ergibt sich eine Coriolisbeschleunigung
in der x’-y’-Ebene deren Betrag:

ap = 2vQsing = 6,0 - 10—3:"—2 =6,1-10"%g (13)

unabhingig von der Richtung der Bewegung ist (Zahlenwerte entsprechend der Daten des Zu-
ges). Die Coriolisbeschleunigung weist auf der Nordhalbkugel stets in Bewegungsrichtung nach
rechts. Die rechts liegenden Réder werden daher mit einer Kraft von:

Fp= %ah -1,9-10°N (14)

gegen die Schiene gedriickt.
Die im Falle einer Ost-West-Bewegung auftretende vertikale Komponente der Coriolisbeschleu-
nigung:
’ —3m -4
a, = 2v.Qcosp = 5,4 - 10 = =5,5-10"g (15)
s
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entspricht einer Verinderung des Gesamtgewichtes um +2,7 - 10>kg bzw. einer Kraft auf jedes
Rad um +1,7 - 10°N (gegeniiber 3, 1 - 103N Gewicht) und ist regelmiBig gegeniiber der Erdbe-
schleunigung g vernachléssigbar.

Zum Vergleich berechnen wir noch die Zentrifugalkraft:

F! = —Rgm@ x (&' x &) = RemQ*cosgé, (16)

wobei &, = cosgé, — singé) der radiale Einheitsvektor der Zylinderkoordinaten ist. Die Zentri-
fugalbeschleunigung ergibt sich zu:

0 0 0
d, = ReQ*cosp| —sing|=|-1,7- 10‘2% =|-1,7-1073¢ (17)
cosgp 1,5- 10_2;% 1,5- 10_3g

3 Drei Flugzeuge

Drei baugleiche Flugzeuge starten gleichzeitig an den Eckpunkten eines gleichseitigen Dreiecks
mit Seitenldnge [, dessen Mittelpunkt im Koordinatenursprung liegt. Sie fliegen mit einer Ge-
schwindigkeit konstanten Betrags v stets in Richtung des im Uhrzeigersinn nédchsten Flugzeugs.
Berechnen Sie die Zeit bis zum Zusammenstof3 der drei Flugzeuge.

X
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Losung:

Die Seitenldnge des gleichseitigen Dreiecks zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei /. Der Koordinatenursprung
liege in der Ebene der Flugzeuge und falle mit dem Mittelpunkt des Dreiecks zusammen.

Die Position des ersten Flugzeugs (die Rechnung gilt natiirlich analog fiir jedes der Flugzeuge)
sei bezeichnet durch 7). Es gilt:

HO) = r(0) = 2lcos™ = -1
[A0)] = r(0) = 3lc0s6 = NG (18)

Aus Symmetriegriinden sind die Absténde der Flugzeuge untereinander auch zu spéteren Zeiten
stets gleich, d. h. die Flugzeuge befinden sich stets auf den Eckpunkten eines gleichseitigen
Dreiecks, dessen Mittelpunkt im Koordinatenursprung liegt. Aus dieser Geometrie folgt fiir den
Winkel zwischen Geschwindigkeit ¥(¢) und Ortsvektor #():

4W&ﬂﬁﬁ=wﬂ=w®)=ﬂ—% 19)

Es gilt:

7F-v=rr
d .,
rvcosy = Ea(r - P
rvcosy = Ldr
2 dt (20)
rvcosy = r@
dt

Damit ergibt sich fiir die Zeit bist zum ZusammenstoB g

2

r(ts) =0 - ts —5

2y

Ergidnzung: Um Die Bahnkurve zu erhalten, zerlegen wir die Geschwindigkeit in Komponenten
parallel und senkrecht zu 7. Die senkrechte Komponente, die sich aus der Geometrie zu:

V.| = vsing = ; (22)

ergibt, bestimmt die momentane Winkelgeschwindigkeit:
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Vi
wi = (23)
Wir parametrisieren die Bewegung durch Zylinderkoordinaten:
7 = (r(t)cose(t), —r(1)sing(1), 0)" (24
Den momentanen Drehwinkel erhalten wir damit durch Integration:
t t
’ ’ v 1 ’
o) = pO) + | w()dt =¢O0)+ 5 | ———ar' =
2) L _ By
0 0 V3 2 (25)
1 . r0)
=¢0)+ —In—-
N

Daraus lesen wir ab, dass die Bahnkurve eine logarithmische Spirale darstellt. Es gilt:

(1) = r(0)e” V3(e(r)-¢(0))

(26)

Bei jeder Umdrehung verringert sich der Abstand zum Zentrum mit dem Faktor:

e 7V3 ~1,88.107°

27)

Die Losung ist skaleninvariant weshalb auf Achsenbeschriftung verzichtet werden kann.
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4 Foucaultsches Pendel

Betrachten Sie ein mathematisches Pendel der Linge [ < Rg und Masse m auf der mit kon-
stanter Winkelgeschwindigkeit Q rotierenden Erde. Vernachldssigen Sie die Rotation der Erde
um die Sonne. Die z’-Achse des mitbewegten Koordinatensystems verbinde Erdmittelpunkt und
Aufhingepunkt bei geographischer Breite ¢. Die x’-Achse verlaufe lings des Breitengrades und
die y’-Achse ldngs des Lingengrades am Authingepunkt.

1. Stellen Sie die Bewegungsgleichungen fiir das Pendel auf. Begriinden Sie, dass die verti-
kale Bewegung sowie die Zentrifugalterme vernachléssigt werden konnen.

2. Fiihren Sie die komplexe Koordinate Z' = x’ + iy’ ein und 16sen Sie die Bewegungs-
gleichungen mit den Anfangsbedingungen x’(0) = a, ¥'(0) = 0 und x'(0) = y’(0) = 0.
Interpretieren Sie das Ergebnis.

Losung:

1. Ineinem Inertialsystem ist die Bewegungsgleichung eines ebenen Pendels gegeben durch:

b= —“;-’simp (28)

dabei kann fiir kleine Auslenkungen die Niherung x ~ lp ~ Ising verwendet werden,
sodass wir erhalten:

i= —§x (29)
Entsprechend der Eisenbahnaufgabe wirkt im rotierenden Bezugssystem auf der Erde
zusitzlich noch die Zentrifugalbeschleunigung:

0
a, =|-1,7-1073¢ (30)
1,5-1073g

Diese ist im Labor und unabhingig von der Bewegung des Testteilchens, sie kann da-
her als Korrektur des Schwerefeldes betrachtet werden. Die Korrektur ist aber sowohl
in Betrag (die effektive Beschleunigung ist 0,998 g) als auch Richtung (der Cosinus ist
0,9999986) vernachlissigbar. Daher ist nur die Corioliskraft:

Fl. = 2mQ

—Vy Sing
Vy COSP

€1V

Vy Sing — vy cosqﬁ]

zu beriicksichtigen. Bei kleinen Auslenkungen des Pendels ist v, < vy, vy und somit
vernachldssigbar. Die Beschleunigung in z’-Richtung ist vernachldssigbar, da sie ledig-
lich mit wechselndem Vorzeichen gegen und mit der Zwangskraft wirkt und somit keine
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oder nur vernachléssigbaren Effekt auf die Bewegung hat. Wir erhalten daher als Bewe-
gungsgleichungen:

¥ = —%x’ + 20 sing (32)

i = —§y' — 204 sing (33)
2. Die Bewegungsgleichung fiir die komplexe Koordinate Z = x’ + iy’ ist:
7+ %z +2QsingiZ = 0 (34)

Dies ist eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms ergeben sich zu:

100

A2+ 22Qsing + 2 =0

: =
(35)
A= —iQsing + i , /% + Q2sing

Wir definieren noch wy = /$Q2sin?¢. Es gilt wy ~ %, falls Q% < £ oder am Aquator

(¢ = 0). Wir erhalten damit ein Fundamentalsystem fiir die Losungen der Bewegungs-
gleichung:

{exp(—iQsingt + iwot), exp(—iQsingt — iwot)} 36)
oder alternativ:

{ e—iQsin¢t

sinwot, e ¥ o swot) 37)

Die allgemeine Losung ist daher:

Z(@t) = g iQsingt c1sinwyt + cocoswyt (38)
Drehung mit Frequenz Qsing Ellipse

dabei ist:

cr=Xxp+iyo=a
Vox — YoQsing . Voy — XoQsing .aQsing (39)
i =—i
wo wo wo

Cy) =
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5 Gedampfter, harmonischer Oszillator

Betrachten Sie einen gedimpften, harmonischen Oszillator mit Masse m. Die Eigenfrequenz des
ungeddmpften Oszillators sei wy und die Dampfunskonstante sei x. Die Bewegungsgleichung
lautet:

X + 26k + wjx = 0 (40)

1. Losen Sie die Bewegungsgleichung (40) fiir den Fall wy > « mit Anfangsbedingungen
x(0) = x(0)vy liber den Standardansatz x(¢) = exp(At).

2. Ermitteln Sie die Losung fiir den Fall wy = « als Grenfall von 1.

3. Sei nun w = «. Berechnen Sie fiir den Fall xo = 0 den Zeitpunkt #;, bei dem die maximale
Auslenkung, also der Umkehrpunkt, erreicht wird.

Losung:

1. Mit dem Ansatz x(¢) = exp(Ar) erhalten wir das charakteristische Polynom der Differen-
tialgleichung (40):

A +2%A+ 0> =0

41
Ao = =Kk £104f §—K2

Mit w = ,/w(z) — k2 erhalten wir ein Fundamentalsystem fiir die Losungen der Bewe-
gungsgleichung:

{exp(—«t + iwt), exp(—kt — iwt)} 42)

oder alternativ:

{e ™ sinwt, e M coswt) (43)

Die allgemeine Losung ist daher:

x(1) = e (c; sinwt + ¢, cos wt)

. ut . (44)
X(1) = e ((—wcey — key)sinwt + (wey — kep)coswt)
Die Anfangsbedingungen liefern daher:
1
c1 = —(vo + KkXo) €2 = X (45)
w
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2. Im Fall wg = « ist w = 0 und damit die beiden Losungen aus 1. nicht mehr linear un-
abhingig. Da A = —« nun doppelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, erhal-
ten wir als ein Fundamentalsystem:

—Kt

{e7™, te™") (46)

Die allgemeine Losung ist daher:

Kt

x(t) = (c1t + cr)e”

. u (47)
X(t) = (¢1 — 1kt — c2K)e
Die Anfangsbedingungen liefern daher erneut:
Cc1 = Vo + KXo ) = Xo (48)
Diese Losung ergibt sich auch durch Grenzwertbetrachtung. Fiir o — 0 gilt:
inwt
lim — = lim coswr = 1 (49)
w—0 w w—0
Damit erhalten wir direkt aus der Losung aus Teil 1:
+
lim =™ (M sinwt + xocosu)t)
w—0 w (50)
= e ((vo + kxp)t + Xxp)
3. Seinun xp = 0. Am Umkehrpunkt bei ¢ ist ein lokales Maximum, sodass gilt:
0 = &(11) = (vo — vokt; e ™"
1 ShH

Hh =—
K
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