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Abbildung 1: Punktladungen

1 Aufgaben zur Elektrostatik

Aufgabe 1

Gegeben seien drei Ladungen q; = ¢q, g2 = —g und g3 = g, die sich an den Punkten
r; = (1,0), 1, = (—1,0) und r3 = (0, 1) befinden und beweglich sind.

(a) Bestimmen Sie das Potential V(r), das durch diese drei Ladungen erzeugt wird.

(b) Berechnen Sie die Kraft, die auf die Ladung q; ausgetibt wird.

Lésung zu Aufgabe 1

(a) Jede elektrische Ladung erzeugt ein elektrisches Feld, das sich mit den anderen
zu einem Gesamtfeld linear tiberlagert. Das Integral ist durchldssig fiir lineare
Operationen, weswegen fiir das Potential gilt

1[51 (—9) q]

Cdmeg |r—1|  |r—1|  |r—r

V(r)

(b) Die Lorentzkraft reduziert sich in der Elektrostatik auf F = gE, wobei fiir E gilt
E= —VV. Auf die Ladung gq; wirkt die Kraft der Ladungen g, und g3. Wieder

gilt Superposition, weswegen

_ L (=AY L (V21
e emn = g |G 0) 5% ()] ot (2

Aufgabe 2

Zwolf identische Punktladungen 44 > 0 sind dquidistant auf einem Kreis mit Radius

R positioniert. Im Mittelpunkt des Kreises befindet sich eine Ladung +Q > 0.

(a) Bestimmen Sie die Grofie und Richtung der Kraft, die auf die Ladung +Q wirkt.
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Abbildung 2: Anordnung der Ladungen

(b) Nun wird die Punktladung, die sich bei 3 Uhr befindet, entfernt. Geben Sie die
Grofie und Richtung der Kraft, die auf die Ladung +Q wirkt, an.

LGésung zu Aufgabe 2

(a) Da die abstofiende Kraft, die die Ladung im Mittelpunkt von irgendeiner anderen
Ladung auf dem Kreis spiirt, identisch ist mit der abstoflenden Kraft der Ladung

auf der Gegenseite, ist die Gesamtkraft im Mittelpunkt 0.

(b) Wenn diese Ladung entfernt wird, wird auch die Ladung auf der anderen Seite
nicht mehr kompensiert, wodurch die Ladung im Mittelpunkt eine Kraft nach

rechts mit dem Betrag

1 9Q

- 47T€0 R?

erfahrt.

Aufgabe 3

(a) Betrachten Sie eine Ladung g, die im Ursprung sitzt. Bestimmen Sie mithilfe
des Satzes von Gaufs das elektrische Feld E. Warum ist es ein sinnvoller Ansatz

E = E - e, zu wihlen?
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(b) Eine homogen geladene Kugel mit Radius R und der Gesamtladung g sitzt im
Ursprung. Bestimmen Sie das elektrische Feld zunéchst fiir > R. Was stellen Sie
im Hinblick auf die vorherige Aufgabe fest? Berechnen sie nun das elektrische
Feld fiir r < R.

(c) Zwei konzentrische Kugeln mit Ladung +4q und —q und den Radien R; und R»
(R1 < Rp) bilden einen Kugelkondensator. Berechnen Sie dessen Kapazitit [Sie

konnen die Losung der Teilaufgabe (a) recyceln].
(d) Zeigen Sie:
M=pxE=rxF

(Einzeiler)

Losung zu Aufgabe 3
(@) Der Ansatz ist bereits angegeben mit
E=E-e

Aus der entsprechenden Maxwellgleichung

V- -E= L
€0
erhilt man mittels Satz von Gaufs
/VEcPr: " E-dA
K oK

einen Ausdruck fiir E(r). Mit dem Ansatz kann man insbesondere ausnutzen,
dass dA || e, also dAe, - e, = dA gilt.

E-dA= [ E-dA- e,e,:/ E.dA
oK oK

Man integriert tiber die Kugeloberﬂéche (K Kugelvolumen, 0K Rand der Kugel).

27 7T
/ E-dA:/ dq)/ dér? - sin - E(r)
9K 0 0

Insgesamt erhdlt man

/hd(l’/ -sin@ - E( )—4nr2E(r):i:>E(r): q

€ 47rer?

eingesetzt in den Ansatz liefert

E(r) = —

— e
drregr? "
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(b)

(©)

Wieder Satz von Gaufs. Fiir die linke Seite gilt jetzt, dass tiber eine gaufs’sche
Kugel integriert wird, deren Radius r > R ist. Am Ergebnis aus (a) dndert sich

also nichts auf der linken Seite. Fiir die Ladungsverteilung gilt formal:

q
37 r S R
p(f) _ {4/371’R

0, sonst

Wihrend auf der linken Seite der Maxwellgleichung mit dem Satz von Gauf3

integriert wird, wird die Ladungsverteilung tiber das gesamte Volumen integriert.
r>R 27 T
p(r)dV:/ dr/ dgo/ dor?sing . 2
K € 0 0 0 €0
Fiir die Integration tiber den Radius muss der Sprung der Ladungsverteilung bei

R berticksichtigt werden. Das bedeutet

R 27T T r 27 7T
/ dr/ dq)/ der?sin 6 - m +/ dr/ dq)/ dor?sin@ - @
0 0 0 €0 R 0 0 €0

Der zweite Summand verschwindet, weil die Ladungsverteilung in diesem Inte-
grationsbereich Null ist. Fiir die innere Kugel erhdlt man das Ergebnis %, womit

das Endergebnis exakt das Ergebnis aus (a) ist.

E(r) = 1 e,

 4megr?

Betrachtet man nun das elektrische Feld fiir r < R, so dndert sich die Integrati-

onsgrenze des Radius auf der rechten Seite:

r 27 0
2ging. PU) _4 3P 4 5 4
/Odr/o dq)/o doér- sin @ - —Sm’ 60—37(1’ 1/37R%

Der Ansatz fiir das elektrische Feld liefert schliefSlich

__ 1
E(r) = Tl r-e,
Die Kapazitit eines Kondensators ist
q
C=-
u

Dazu wird die Spannung U, also die Potentialdifferenz zwischen den beiden

Kugeln benétigt. Per definitionem erhélt man diese

U= —[®(Ry) — D(Ry)] = RRZ Edr



1 Aufgaben zur Elektrostatik

Das elektrische Feld ist bereits aus der vorherigen Aufgabe bekannt. Zudem gilt

dr || e,. Einsetzen liefert

1]R2 g Ry—Ry

u=["Edr= 1
"k T ne [_r r, 4me RiR,

womit sich fiir die Kapazitat

q RiRo
C= =4
L]/47‘L’€0 R2 — R1 €0 Rz — R1

(d) Es handelt sich tatsdchlich um einen Einzeiler:

M=pxE=gq-rxE=rx(qE) =rxF

Aufgabe 4

Betrachten Sie einen Plattenkondensator mit Flache A = L - a, dessen Platten den

Abstand d besitzen und die Ladung Q tragen.

Abbildung 3: Dielektrikum in Plattenkondensator

(a) Berechnen Sie die Kapazitit dieses Kondensators via Satz von Gaufd zunéchst
ohne Berticksichtigung des Dielektrikums. Argumentieren Sie iiber den Satz
von Gaufs, warum nur die Plattenflichen bei der Gaufs’schen Box berticksichtigt
werden miissen. Hinweis: Betrachten Sie die E-Felder der Kondensatorplatten

zundchst getrennt und beriicksichtigen Sie dann die Superposition.

(b) Nun wird wie in Abbildung 3 gezeigt, ein Dielektrikum mit relativer Dielektrizi-
tatskonstante €, in den Kondensator geschoben. Berechnen Sie die Kapazitit des

Kondensators in Abhdngigkeit von x. Sie diirfen alle bekannte Formeln recyceln.

LGésung zu Aufgabe 4

(a) Zur Berechnung benotigt man die Spannung, also tiberlegt man sich zunéchst, in

welche Richtung das elektrische Feld zeigt. Wenn man die z-Achse senkrecht auf
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(b)

die Kondensatorplatten stellt, gilt E = E - e,. Mit dem Satz von Gaufs erhdlt man

das E-Feld, das von der positiv geladenen Kondensatorplatte erzeugt wird.

/ E.da= 2
dy=A €0

Es gilt dA || e; — dA - e, = dA. Also:

Q Q
2:aL-E== —E=
¢ €0 2-aleg

Fiir die zweite Kondensatorplatte kann man eine dhnliche Uberlegung anstellen,
findet aber letztlich, dass der Betrach E’ des zweiten Feldes gerade E ist. Insgesamt
ergibt sich fiir das elektrische Feld:

Q
2-aleg
Bei der Gaufd’schen Box wird nur die Oberflache berticksichtigt. Relevant fiir das
elektrisch eFeld sind aber nur die Flachen, bei denen das Produkt dA - e, # 0

ist, also nur die Normalenvektoren auf den Kondensatoroberflichen, nicht auf

Egs = E+E =

den Seiten der Box. Diese stehen senkrecht auf dem elektrischen Feld, womit das

Skalarprodukt Null ist und sie keinen Beitrag liefern. Fiir die Spannung gilt

d
u— / E.dz= -2 .
0 aLegy
und somit fiir die Kapazitat
_aLeyg  Aeg
€= d d

In diesem Fall handelt es sich wie in der Vorlesung besprochen um die Parallel-

schaltung zweier Kondensatoren, also gilt fiir die Kapazitat
C=C+Cp

Cy ist fast das Ergebnis aus der vorherigen Aufgabe. Es dndert sich nur die Flache:

a(L — x)eg
Cp= =20
0 d
Fiir Cp muss man e, berticksichtigen.
xa
Cp = —
D = €o€r p
Insgesamt also
C= %(L—x%—erx)
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H}
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Abbildung 4: Aufbau zu Aufgabe 4

Aufgabe 5

Die Abbildung zeigt zwei in Reihe geschaltete Kondensatoren. Das mittlere Bauteil der

Lange b ist in horizontaler Richtung beweglich.
(a) Berechnen Sie die Gesamtkapazitdt C der Anordnung.
(b) Wie hdngt C von der horizontalen Position des mittleren Bauteils ab?
(c) Wie andert sich die Gesamtkapazitit, wenn die Anordnung in Ol getaucht wird,

das eine Dielektrizitatskonstante x hat?

Losung zu Aufgabe 5

(a) Es handelt sich um eine Reihenschaltung von zwei Kondensatoren, mit den

Plattenabstanden d; und d,. Damit gilt

1_1.1
cC G G
_ €4
G = 7
dy=a—-b—d

Entsprechende Gleichungen erhélt man fiir d,. Damit ergibt sich

Cdi+dy  a—b

1
E a €0A €0A

(b) C hangt nicht von der vertikalen Position ab.

(c) C' =«C
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Abbildung 5: Zylinderkondensator

Aufgabe 6

Betrachten Sie einen Zylinderkondensator wie in Abbildung 5. Berechnen Sie dessen
Kapazitat, davon ausgehend, dass er die Ladung Q trage. Wie grofs ist die Kapazitat,

wenn der Zwischenraum mit einem Dielektrikum e, gefiillt ist?

Lésung zu Aufgabe 6

Wieder wie in den vorherigen Aufgaben: Berechnung des elektrischen Felds zwischen
den beiden Zylindern. Der Ansatz ist dieses mal E = E - e,. Fiir den Satz von Gauf
betrachtet man wieder nur die Oberfliche des Zylinders, wobei die Deckel jeweils
keinen Beitrag liefern (senkrecht zum E-Feld). Also:
E-dA:27rrl-E:9—>E:L
EYA €0 27meprl
Die Spannung zwischen dufSerem und innerem Zylinder wie gewohnt

R BQ Q
R ' R, 27tegrl 27epl

R
[Inr] R,

Fiir die Kapazitat folgt:

1
C= 27‘[1601 R,

Rq
Aufgabe 7

Berechnen Sie den Energiegehalt eines Plattenkondensators mit Plattenabstand d

(a) indem Sie annehmen, dass der Kondensator zunidchst ungeladen ist und die
Ladungen von der einen Seite der Platte mittels anliegender Spannung U auf die

andere gebracht werden, bis die Ladung des Kondensators Q betragt.

(b) indem Sie annehmen, dass der Kondensator mit der Ladung Q geladen ist und

Sie die Energie des elekrischen Felds des Kondensators bestimmen.
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Lésung zu Aufgabe 7

(a) Jede Ladung, die iibertragen wird, entspricht der Energie dWy,; = U - dg. Insge-
samt ergibt sich daher

Q Q 2
. q Q1 .5
Wiot ——/0 u-dg ——/0 —dg = = 2CU

(b) Fiir das elektrische Feld in einem Plattenkondensator gilt als Zusammenhang mit

der Spannung

d
uz/ Edx=E-d
0

anders geschrieben

u u-c
E = — =
d €0 A
Fiir die Energiedichte gilt
1, 11U
We) = EEOE = Eeg A2

Die gespeicherte Energie ist

1uc?, 1
Aufgabe 8

Es sei ein Spannungsnetzwerk wie in Abbildung 6 gegeben. Bestimmen Sie das Potential
am Punkt PfurU; =6V, U, =4V, R=10Q.

Abbildung 6: Spannungsnetzwerk
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Lésung zu Aufgabe 8

Zunidchst werden die Stromrichtungen durch die Widerstiande festgelegt. Hierzu Abbil-
dung 6. Der Punkt, an dem das Potential berechnet werden soll, befindet sich hinter
dem ersten Widerstand und vor dem ersten Knoten. Deshalb ist das Potential an diesem
Punkt

UP:ul—Z’R'Il

also der durch den Widerstand 2R hervorgerufenen Spannungsabfall. Die unbekannte

I
 —— 2R

Iz

R

b

N

0

Ui

I|‘+

Abbildung 7: Spannungsnetzwerk Losung

Grofse ist I1. Dazu stellt man ein Gleichungssystem mithilfe der Kirchhoffschen Regeln

auf.
Uy —2RI; — RI3 =0 (1)
— Uy — Rl — RI; = 0 )
L+L—-—I3=0 3)

Beispielsweise Gleichung 3 nach I3 auflosen und in Gleichungen 1, 2 einsetzen.
Uy — 3R —RI =0 4)
—Uy; —2RI, —RL =0 5)

Jetzt nach 2RI; auflésen und in die Gleichung fiir den Punkt P einsetzen liefert:

2
Up = Ui — 5 (2U1 + ) = ~04V

10
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Abbildung 8: Konzentrische Leiter

Aufgabe 9

Betrachten Sie zwei konzentrische Leiter, die wie in Abbildung 8 angeordnet sind und
in entgegengesetzter Richtung vom Strom I durchflossen werden. Bestimmen Sie den

Betrag der Stromdichte j in den Bereichen 0 < r < oo.

Losung zu Aufgabe 9

Mit Verwendung von

I:/j-dA
A

kann man die entsprechenden Bereiche bestimmen. fiir r < rq ist die Stromdichte Null
(es fliefst kein Strom). Fiir das innere Rohr ldsst sich berechnen, dass

27 r1+d 7’2 r1+d
= [ ae [ e g 7] =l ar )
0 r1

r
Nach der Stromdichte auflosen, ergibt
I
Cal(n+d?-n]
Analoge Argumentation fiir das dufsere Rohr.

I
t[(r+d)? —13]

j:

Aufgabe 10

Gegeben sei ein zylinderformiger ohmscher Leiter mit dem Radius R und der Lange L.
An diesen ist tiber die ideal leitende Deck- und Bodenfldche eine Spannungsquelle der
Spannung U angeschlossen (vgl. Abbildung 9). Im Leiter verteilt flief3t der elektrische
Strom entgegen der z-Richtung. Der Betrag der Stromdichte j(r) = —j(r) - e, im Leiter
lautet in Zylinderkoordinaten j(r) = jo(2 — (%)2)

11
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Abbildung 9: Zylinderférmiger ohmscher Leiter
(a) Das elektrische Feld im Inneren des Zylinders sei konstant. Bestimmen Sie die
Richtung von E.
(b) Berechnen Sie den Strom I, der durch die gesamte Anordnung flieft.
(c) Wie grofs ist die im Leiter abfallende Leistung P?

(d) Berechnen Sie Beitrag und Richtung der Driftgeschwindigkeit.

Losung zu Aufgabe 10
(a) Aus

U:/Eds

folgt, dass das elektrische Feld in negative z-Richtung zeigen muss, also E =
—E -e,.

(b) Wieder wie in der vorherigen Aufgabe, erhdlt man unter Berticksichtigung der

r-Abhdngigkeit der Stromdichte:

I:/Oznd(p/ORdr-r-j(r):/OZHd(p/ORdrr-jg- <2— <;>2>

Auswertung des Integrals liefert

[— 3nR?
= > Jo
(c) Die Leistung ist
2
P=U-I=U 3nR - jo
2
(d)
vp=5 . FE=_-%5 F.e
mE e

12
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