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1 Einleitung

1.1 Worum geht’s?

Am Beginn des Studiums der Mathematik stehen traditionell zwei Vorlesungen, die Analysis und die Lineare
Algebra

Analysis

Der zentrale Begriff der Analysis ist der Grenzwert. Er erlaubt den Ubergang von der Sekante zur Tangente,
vom Differenzenquotienten zur Ableitung, von der Summe zum Integral. Darauf baut die Differential- und Inte-
gralrechnung auf. Mit Hilfe von Differential- oder Integralgleichungen lassen sich Naturvorginge hervorragend
modellieren.

Lineare Algebra

Die lineare Algebra ist, wie der Name bereits sagt, ein Teilgebiet der Algebra'.

In der Algebra geht es um die grundlegenden Strukturen, wie Gruppen, Ringe und Kérper, die Grundrechenarten
in diesen Strukturen, und die Auflésung der in diesem Zusammenhang entstehenden Gleichungen. In der linearen
Algebra betrachtet man vorerst nur den einfachsten Fall linearer Gleichungen, in denen die zu berechnenden
Unbestimmten nur linear vorkommen.

e Das Studium linearer Gleichungen zeigt, dass deren Lésungsmengen selbst auch wieder mathematische
Struktur besitzen, was auf die Begriffe Vektorraum fiihrt.

e Die Untersuchung von Vektorrdumen und Abbildungen zwischen diesen zeigt, dass diese neuen Begriffe
weit iiber das Losen von Gleichungssystemen hinaus eine zentrale Bedeutung in vielen mathematischen
Disziplinen haben.

e Bei vielen Naturgesetzen ist die Linearitdt grundlegende Eigenschaft (siehe einleitende Beispiele, erstes
Ubungsblatt etc.)

e Von Haus aus nichtlineare Probleme werden oft im ersten Schritt linearisiert und kénnen so mit Linearer
Algebra behandelt werden

e Viele numerische Verfahren beruhen ebenfalls auf linearer Approximation, lineare Optimierung ist weit-
gehend eine Anwendung der linearen Algebra

e Somit ist die Lineare Algebra fiir die Physik ein selbstversténdliches Werkzeug zur Mathematisierung der
Theorie

e Wihrend in der Schule meist Geometrie sehr aus der Anschauung heraus betrieben wird, wird in der
Wissenschaft deduktiv vorgegangen, d.h. die untersuchten Strukturen werden aziomatisch beschrieben und
Folgerungen daraus werden untersucht.

e Ein Aziom (von griech. axiomata=Grundsatz oder Forderung) nennt man eine Aussage, die grundlegend
ist und deshalb nicht innerhalb ihres Systems begriindet werden kann bzw. muss. Sie dient als Grundlage
fiir eine deduktive Theorie und kann deshalb nicht selber durch diese Theorie begriindet werden. Wenn
eine Theorie aus begriindeten Sétzen bestehen soll, so muss es notwendigerweise solche Axiome geben,
denn sonst wiirde die Argumentation nie enden: Jeder Satz, den ich zur Begriindung anfiihrte, bediirfte
wieder einer Begriindung usw. Daher ist ein Axiom etwas ganz anderes als eine Vermutung.

Beispiel 1.1.1. ,Jede natiirliche Zahl n hat einen Nachfolger n + 1 ist ein Aziom der Arithmetik.

e Fin Aziomensystem fiir eine mathematische Theorie muss widerspruchsfrei sein, d.h. aus ihm darf nicht
gleichseitig ein Satz und sein logisches Gegenteil ableitbar sein.

e Weiterhin muss ein Axiomensystem wvollstandig sein, d.h. alle Sitze der Theorie miissen aus ihm logisch
abzuleiten sein.

e Aus 6konomischen Griinden fordert man auferdem meist die Unabhdngigkeit von Axiomensystem, d.h.
keines der Axiome soll aus den anderen herleitbar sein.

I Das Wort Algebra kommt aus dem Arabischen. Es geht zuriick auf ein Werk des Muhammad ibn Musa al-Chwarismi (aus der
Region slidostlich des Kaspischen Meeres, heute Usbekistan), 780 bis ca. 850 n.Chr, der zur Zeit des Kalifen al-Ma’mun (813-833)
in Bagdad arbeitete. Er verfasste ein Lehrbuch mit Titel ,al-jabr wa-lmuqabala® (frei {ibersetzt: ,Regeln der Wiedereinsetzung und
Reduktion®). Hier geht es um die Umformung und L&sung von linearen und quadratischen Gleichungen. Das Wort al-jabr (hier
als ,Wiedereinsetzung® {ibersetzt) hat sich bis heute als ,,Algebra® erhalten. Aus dem Namen des Autors al-Chwarismi wurde dann
iibrigens unser Algorithmus als Begriff fiir ,exaktes Rechenverfahren®.

1






2 Lineare Gleichungssysteme

2.1 Grundlagen
Beispiel 2.1.1.

)10
Wasserrohre sind in den Punkten A, B, C und
20 A Z 5 D wie skizziert verbunden. Bei A, B und D wird
Wasser eingeleitet mit 20——, 10—~ und 20—,
$ T \g 1"4 man min man
20 ! Der Fluss in Litern pro Minute in den anderen
- R ;; C e Rohren wird mit r1,...,r5 benannt (Richtung be-

liebig festgelegt).

Abbildung 1: Verbundene Wasserrohre
Da Wasser inkompressibel ist, fihrt dies auf 4 Gleichungen in den 5 Unbekannten r1,...,75:

A:ri+ro=20

B:ro+10=ry < ro—ry=-—10
C:rg+ry—r5=0
D:r1+20=r3 <= r1 —r3=-20

Im vorliegenden Fall wird man wohl recht schnell die Lésung ry = 0, ro = 20, r3 = 20, r4 = 30 und r; = 50

sehen, es stellen sich aber die Fragen,
e wie man diese systematisch berechnen kann,
e 0b es noch mehr (oder auch mal keine) Lésungen gibt
o und wie die Losungen solch eines Systems allgemein aussehen.

Definition 2.1.2. FEin System von Gleichungen der Gestalt

anr, + aprs + ... + apm, = b
as1x1 + agxs + ... + aspxrn, = by
. (2.1)
am1T1 + amars + ...+ amaTn = by
heifst lineares Gleichungssystem (LGS). Dabei sind x1, ..., x, die zu berechnenden Unbestimmten, die Koeffizi-

enten a;; mit 1 <i <m und 1 < j <n und die auf der rechten Seite stehenden b; mit 1 < i < m entstammen
einem zugrunde gelegten Korper K. Mit Hilfe des Summenzeichens kann man auch kompakter

n
E Qi Zbi fU’I"LZ 1,...,m
j=1

schreiben.

e Ein Korper ist dabei eine mathematische Struktur, die bendtigt wird, um die entsprechenden Rechenope-
rationen zur Aufstellung und Losung eines LGS auszufiihren. Fiir den Anfang sei K = R.

e Man ist an der Losungsmenge des LGS interessiert, d.h. an

L:={(z1,...,2,) € K" mit (2.1)}.

e Diese Losungsmenge kann natiirlich auch leer sein.

e Nachdem in vielen Anwendungen solche lineare Gleichungssysteme durchaus auch mal mit hunderten (oder
viel mehr) von Variablen und Gleichungen auftreten und man dann solche Arbeiten gerne dem Computer
iiberlasst, muss man also einen effektiven Algorithmus formulieren, um damit noch zurecht zu kommen.

e Zur Losung des LGS nimmt man Aquivalenzumformungen vor, d.h. Umformungen, die die Losungsmenge
des Systems nicht verédndern.

e Diese erkennt man daran, dass sie sich ohne Informationsverlust wieder vollstindig riickgingig machen
lassen



e Das sind genau die folgenden Umformungen:

(i) Vertauschen zweier Gleichungen,
(ii) Beidseitige Multiplikation einer Gleichung mit einer Zahl # 0,

(iii) Addition eines beliebigen Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen Gleichung.

2.2 Losungsstrategie

e Wenn in (2.1) die Unbestimmte x; iberhaupt vorkommt, so ist einer der Koeflizienten aj1,...,am1 # 0.

e Ist a;; = 0 und ap # 0, so tauscht man im ersten Schritt die 1-te und die ¢-te Gleichung (Umformung
vom Typ (i)).

e Dies fiihrt auf

1-te Zeile —  apx1 + aproy + ... +  apmr, = by
f-te Zeile — apxs + ... + apr, = b
Am1T1 + ama®2 + ...+ AmaTn = by

e Um kein Durcheinander mit den Indizes zu bekommen, geht man weiterhin von der Gestalt (2.1) der
Gleichung aus und nimmt an, dass gleich so nummeriert wurde, dass a1; # 0 ist.

e Wegen a1 # 0 darf man die erste Gleichung durch a1; dividieren (Umformung (ii)). Alle anderen Glei-
chungen bleiben gleich:

) ajg A1in , by
T + a2 + ...+ ary T o
a1r1 -+ agexs + ... 4+  agprn, = b
Am1T1 + amaxr2 + ... +  AmnTn, = bm

e Nun verwendet man mehrere Umformungen vom Typ (iii), um mit Hilfe der ersten Gleichung die Variable
21 aus den anderen Gleichungen zu eliminieren. Dazu geht man so vor:

— Subtrahiere das as;-fache der 1.Zeile von der 2.Zeile

Subtrahiere das asi-fache der 1.Zeile von der 3.Zeile

— Subtrahiere das a,,1-fache der 1.Zeile von der m.Zeile

e Dies fiihrt auf die folgende Gestalt des LGS:

x1 4+ dxe + ...+ dzn = Y
/ . !, _ /
a5y + ... + as,m, = Dby (2.9)
I, I — /
T2+ oo+ QT = bm
4 ! __ a2 i __ ay /o b1 I _ ai2 ! _ ass ! b1
mit 19 = L’ ey G, = Tl?’ bl = o unda22 = a/22_a21'rll, Q93 = agg_azl'a, ...7b2 —bQ_G/Ql'Tn

Uusw.

Beispiel 2.2.1 (Fortsetzung von 2.1.1). Das LGS im Beispiel mit den Wasserrohren sieht etwas schéner ge-
schrieben und in abgednderter Reihenfolge so aus:

o+ 7 = 20
T1 — T3 = 720
T2 — T4 = —10

ry + 4 — r5 = 0



Da links oben schon ry steht, ist in den Schritten 1 und 2 nichts zu tun. Fiir Schritt 2 subtrahiert man die
1.Gleichung von der 2.Gleichung:

Lo+ T = 20
— ) — T3 = 740

) - T4 = -10

rg + 14 — T = 0

e Ab jetzt lasst man die 1.Gleichung des LGS (und damit die 1.Variable r1) 2.2 unverdndert und rechnet
sinngemifs mit dem Teilsystem aus Gleichungen 2 bis m genauso weiter.

o Aus
abors +  absrs + ...+  abyx, = b
anors + asxs + ... 4+ a,,r. = b,
e wird (falls x5 iiberhaupt vorkommt, sonst analog mit x3)

X9 + absxs + ... + ajx, = b

" " — /!
ansts + ... + ap.r, = b,

e Damit hat man bisher insgesamt

x1 + djpre 4+ djszs + ...+ dize, = b
xe + absxs + ... + afx, = b

" 1 11

apsrs + ... 4+ ap.Tn = b,

e Setzt man dieses Verfahren entsprechend fort, so kommt man auf eine Stufenform (wird noch genau
definiert) aus der man dann sehr schén das Ergebnis ablesen kann.

Beispiel 2.2.2 (Fortsetzung von 2.2.1).

o+ T = 20
— T9 — T3 = —40

) — T = —10

rg 4+ r4 — 5 = 0

Nachdem die 1.Variable r1 nur noch in der 1.Gleichung vorkommt, wendet man sich jetzt der ndchsten Variablen
ro zu. Diese kommt in der 2.Zeile auch vor (muss also nicht hochgetauscht werden). Da der Koeffizient von
ro in der 2.Gleichung —1 ist, multipliziert man diese mit —1. Wahlweise kénnte man auch die 2. und die 3.
Gleichung vertauschen:

o o+ T = 20
ro + T3 = 40
T2 — T4 = —10
rs + rg - rs = 0
Nun subtrahiert man die 2.Gleichung von der 3.Gleichung und erhdlt:
L T = 20
ro + T3 = 40
— rs — T4 = *50
rs + ry — 5 = 0

Entsprechend geht es nun mit rs in der 8.Gleichung weiter, d.h. man multipliziert mit —1 und subtrahiert dann
die 3.Gleichung von der 4.Gleichung:

rn + 1o = 20
ro + T3 = 40

rs + T4 = 50

- s = —50

Damit sind die beschriebenen Eliminationsschritte erledigt, die angekiindigte Stufenform ist erreicht. An der letz-
ten Zeile kann man immerhin schon mal ablesen, dass r5 nur die eindeutige Lisung 50 besitzt. Die Interpretation
der anderen Zeilen gestaltet sich dagegen etwas schwieriger.
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2.3 Matrixschreibweise

Definition 2.3.1. Ein rechteckiges Zahlenschema aus m mal n Elementen eines Korpers K heifst m x n-Matriz.
Man schreibt

ai;p a2 QA1in

a1 a9292 e agn X
A= . e K ,

Am1 Am2 . Amn

oder kurz A = (a;j)1<i<m (oder nur (a;;), wenn m und n klar sind).
1<j<n
K™ st die Menge aller m x n-Matrizen mit Eintragen aus K (oft auch My, »,(K)).
Definition 2.3.2. Das LGS (2.1) schreibt man abkirzend als Az = b. Dabei heifst A = (ai;)1<i<m € K™*"
iss

<j<n
die Koeffizientenmatriz, © = (2;)1<j<n € K™ der Vektor aus den Unbekannten und b = (b;)i<i<m € K™ die
rechte Seite oder Inhomogenitit. Das LGS heiffit homogen, wenn by = by = --- = by, = 0 ist (kurz b = 0),

sonst inhomogen. Besonders dkonomisch fir das Lésen des LGS (2.1) ist die Schreibweise mit der erweiterten
Koeffizientenmatriz (Alb) € K™>(n+1),

Beispiel 2.3.3 (Fortsetzung von 2.2.2). Das Wasserrohr-Beispiel ist ein inhomogenes LGS Ar = b mit

110 0 0 20
10 -1 0 o as .| =20 .
A=10o1 o -1 o |ERT0=] 49 | ER,
00 1 1 -1 0
11 0 0 0] 20 :1
. o 2
T NSO R ) PR [
00 1 1 -1 0 :4

2.4 Elementare Zeilenumformungen und Zeilenstufenform

e Mit der erweiterten Koeffizientenmatrix kann man nun genauso rechnen, wie mit dem damit verbundenen
LGS.

e Die drei bereits formulierten erlaubten Umformungen werden deshalb jetzt nochmal fiir (erweiterte) Ko-
effizientenmatrizen notiert.

o Elementare Zeilenumformungen
Die Losungsmenge eines LGS &ndert sich nicht, wenn man an der erweiterten Koeffizientenmatrix die
folgenden Umformungen in beliebiger Reihenfolge ausfiihrt:
(I) Vertauschen zweier Zeilen
(IT) Multiplikation einer Zeile mit einer Konstanten o € K \ {0}
(III) Addition des a-fachen einer Zeile, o € K beliebig, zu einer anderen.

e Mit diesen elementaren Zeilenumformungen kann man nun nach dem zuvor Gesagten jede Matrix (erweitert
oder nicht) in Stufenform bringen.

Definition 2.4.1. FEine m x n-Matriz A € K™*™ heifit in Zeilenstufenform (oder Staffelform), wenn sie von
folgender Gestalt ist:

1 T
J1 J2 J3 J4 95

Dabei sind die Elemente an den mit e markierten Stellen (diese heiflen Pivotelemente, die zugehdrigen Spalten
Pivotspalten) ungleich Null und unterhalb der Treppenlinie stehen ausschliefflich Nullen.
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Definition 2.4.2. FEs sei K ein Kdrper. Eine Matriz A € K™*™ heifit in Zeilenstufenform, wenn sie entweder
gleich der Nullmatriz O = (0)1<i<., ist oder wenn gilt

1<j<n
(1) Es gibt eine Zahl v (den Rang von A, i.Z. Rang(A) = r) mit 1 < r < m, so dass in den Zeilen mit den
Indizes 1,...,r jeweils nicht nur Nullen und in den Zeilen mit den Indizes v + 1,...,m ausschlieflich

Nullen stehen.

(2) Fiir jeden Zeilenindex i mit 1 < i < r sei j; der kleinste Index jener Spalte, in der ein Element ungleich
Null steht, d.h. j; = min{j| a;; # 0} (also 1 < j; < n). Fir diese Indizes gilt die Stufenbedingung
J1<Jo<...<Jp.

e Es empfiehlt sich, die elementaren Zeilenumformungen auf dem Weg zur Zeilenstufenform jeweils mitzu-
schreiben.

e Notiert man etwa Zy « Zs — 477, so heifit das: ,Die neue zweite Zeile (Z3) sei die alte zweite Zeile minus
das 4-fache der ersten Zeile®, d.h. es handelt sich um eine elementare Zeilenumformung vom Typ (iii).

e Fiir den Ubergang von einer Koeffizientenmatrix zur nichsten schreibt man meistens — oder ~» (jedenfalls
nicht =!).

Beispiel 2.4.3 (Fortsetzung von 2.3.3).

1 1 0 0 0 20 1 1 0 0 0 20

1 0 -1 0 0 | —20 Zy—Za=7 0 -1 -1 0 0 | —40 Zs—Z3+2
01 0 -1 0 |-10 0 1 0 -1 0 |-10

0 0 1 1 -1 0 0 0 1 1 -1 0

1 1 0 0 0 20 1 1 0 0 0 20

0o -1 -1 0 0 | —40 Za—Za+7s 0o -1 -1 0 0 | —40

0O 0 -1 -1 0 |-50 0O 0 -1 -1 0 |-50

0 0 1 1 -1 0 0 0 0 0 —1|-50

2.5 Von der Zeilenstufenform zur Lésung

Beispiel 2.5.1. Es sei

100 00056

Aus dieser Zeilenstufenform liest man m =4, n = 8 und r = Rang(A) = 3 bzw. Rang(Alc) = 4 ab.

Das Gleichungssystem Ax = c ist nicht losbar, denn seine vierte Gleichung lautet Ox1 + ...+ 0xzg = 9, d.h. sie

ist durch keine Belegung der x; erfillbar, denn 0 -x = 0 fiir alle x in jedem Kdrper.

Dies sieht man sofort aus der Zeilenstufenform an b1 = by # 0 bzw. Rang(A|c) > Rang(A4). 21.10.10

100 00056

0

FEsistm =4, n =8, r = Rang(A) = 3 = Rang(A|b), d.h. es ergibt sich nicht wie im letzten Beispiel ein direkter
Widerspruch.

Das LGS ist ldsbar, man kann jeweils nach den Pivotelementen auflésen.

Pivotspalten sind j1 =1, jo =4 und j3 = 8.

Die zugehérigen Variablen x1, x4, xg nennt man auch gebundene Variable, wihrend die restlichen Variablen xo,
x3, Ts, Tg und x7 so genannte freie Variable sind.

Aus der Zeilenstufenform ergibt sich (von unten nach oben)

Beispiel 2.5.2. Es sei (Alp) =

rg = 3
_ 2 3 4 —
Ty = 2 — fmy — T — FT7 — Xg =
— 2 3 4
= —1 — 3135 — gIG — g$7
r, = 18 - 51’7 — 61‘8 = —51’7



baw.  wy o= (-1) + (“Zws) + (=fmg) + (—imr)

Ausfiihrlich ist das

Ts5
Te
Z7
g

xrg = 3

T2
T3

Il
T
=
+
|
(o1
)
ot
S~—
+
—
|
S
8
=)
S~—
+
—~
|
(<41
8
)

Ts

£

Dies kann man auch spaltenweise zusammenfassen

Ublicherweise benennt man die verbleibenden Variablen um

Z1
X2

mit A\; € K. (hier z.B. K =Q). Man schreibt deshalb auch

Z1
T2
zs3
Ty
x5
Te
Z7
xg

e Den Prozess elementarer Zeilenumformungen bis hin zur Zei-
lenstufenform nennt man meist Vorwdrtselimination

e den Vorgang des Ablesens und Einsetzens von der letzten
Gleichung bis hin zur ersten Rickwdrtssubstitution

e und beides zusammen wird meist Gaufi-Algorithmus (nach
Johann Carl Friedrich Gaufs (1777-1855) zur Losung linearer

0 0 0 0 0 -5
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
-1 0 0 _2 _3 _4
= 0 + X2 0 + x3 0 + x5 15 + xg 05 + x7 05
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -5
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
-1 0 0 _2 _3 _4
= 0 + A\ 0 + Ao 0 + A3 15 + M\ 05 + A5 05
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
3 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 -5

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

-1 0 0 _2 _3 _4

=0 |+Q|o|+Q|o|+Q| F|+Q| [+ ¥

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

3 0 0 0 0 0

Gleichungssysteme genannt.

Abbildung 2: Carl Friedrich Gauft

Beispiel 2.5.3 (Fortsetzung von 2.4.3). In 2.4.3 ist die Zeilenstufenform

1 0o 0 O 20
-1 -1 0 0 |—40
0 -1 -1 0 |-50
0o 0 0 -—-1|-50

OO O
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berechnet worden. Es ist m =4, n = 5.
Wegen Rang(A) = 4 = Rang(A|b) ist das LGS lsbar.
Man liest ab
7’5:5077"3:5071"4,7’2:4077’3,7"1 :2077"2.

Riickwdrtssubstitution liefert

r5 =50, 113 =50 —rg, ro =40 — (50 — ry) = =10+ 74,
1 =20 — 19 = 20 — (—10 4+ 74) = 30 — 14,

oder mit \ :=ry € R zusammen

T1 30 -1
T —10 1
T3 = 50 + Al —1
T4 0 1
5 50 0

Fiir A = 30 erhdlt man z.B. die bereits in 2.1.1 erwdhnte Lésung ry = 0, ro = 20, r3 = 20, ry = 30 und r1 = 50.
Da A € R unendlich viele Werte annehmen kann, gibt es neben dieser Liosung unendlich viele andere Lésungen
dieses LGS.

e Fiir einige Anwendungen ist es sinnvoll, nach der Vorwértselimination noch eine Rickwdartselimination
durchzufiihren, d.h. dafiir zu sorgen, dass auch in den Spalten iiber den Pivotelementen nur Nullen stehen.

e Dies erreicht man durch elementare Zeilenumformungen startend mit dem letzten Pivotelement a,. ;,, ohne
die bisher erreichte Stufenform zu zerstéren

e Die Matrix aus 2.5.2 ldsst sich z.B. so noch weiter vereinfachen, indem man mit der 4 in der 8.Spalte die
5 und die 6 dariiber eliminiert

e Das Endprodukt nach abgeschlossener Riickwértselimination heifft auch reduzierte Zeilenstufenform der
Matrix

Beispiel 2.5.4 (Fortsetzung von 2.5.3). In 2.4.3 ist die Zeilenstufenform

1 1 0O 0 O 20
0 -1 -1 0 0 |—-40
0o 0 -1 -1 0 |-=50
o 0 0 0 -—-1|-50

berechnet worden. Mit weiteren elementaren Zeilenumformungen erreicht man die reduzierte Zeilenstufenform:

0 0 1 0 30
-1 0 1 0 10
0 -1 -1 0 |-=50
0 0 0 —1|-50

1 0 0 0 20
-1 0 1 0 10 Z1—Z1+2
-1 -1 0 | =50
0 0 0 —1|-50

Zz<—Z2—Z3
~y

oS oo
an}
o O O

An der reduzierten Zeilenstufenform kann man das Ergebnis ohne Riickwdrtssubstitution direkt ablesen!

2.6 Rang, Losbarkeit und Struktur

Satz 2.6.1. Ein homogenes LGS Ax = 0 ist immer lGsbar.

Es hat zumindest immer die so genannte triviale Losung x = (0,...,0).

Ein inhomogenes LGS kann dagegen unlésbar sein, und zwar genau dann, wenn der Rang der erweiterten Matriz
(A|b) grofser als der Rang der Matriz A ist, i.Z. Ax =0b ist nicht loshar <= Rang(A|b) > Rang(A)

Beweis: Die Aussage iiber das homogene LGS ist durch Einsetzen zu iiberpriifen.

Es gilt fiir alle A und b, dass Rang(A|b) > Rang(A) := r. Ist Rang(A|b) > Rang(A), so liest man an der
r + 1-ten Zeile der Zeilenstufenform einen Widerspruch ab (vgl. 2.5.1), d.h. das LGS ist nicht 16sbar.

Ist Rang(A|b) = Rang(A), so kann man sofort ein Ergebnis ablesen (vgl. 2.5.2), d.h. im Widerspruch zur
Annahme ist das LGS l6sbar. O


http://de.wikipedia.org/wiki/Trivial

Satz 2.6.2. Gilt fiir das homogene LGS Ax =0 < Z?Zl a;;x; =0,i=1,...,m die Bedingung m <n, d.h.
gibt es weniger Gleichungen als Unbekannte, so gibt es eine Lisung mit mindestens n — m freien Parametern.
Lisst sich die Anzahl der Gleichungen mittels elementarer Zeilenumformungen auf eine Zeilenstufenform mit
Rang(A) = r < m Gleichungen umformen, so ist die Anzahl der Parameter im Ergebnis gleich n — r.

Beweis: Die Anzahl der Stufen in einer Zeilenstufenform, und somit auch die Anzahl der Pivotelemente, in einer
m X n-Matrix ist Rang(A) = r < m. Somit gibt es n —r > n — m Spalten ohne Pivotelemente, zu denen die
Variablen frei gewdhlt werden koénnen. O

Folgerung 2.6.3. Aus den beiden vorhergehenden Sdtzen fasst man die folgenden Losungskriterien fir ein LGS
Ar =b — Zaijxj =b,i=1,...,m
j=1

zusammen.

Ax =b hat
Rang(A)<Rang(A|b) <= keine Lisung
r =Rang(A)=Rang(A|b)<n <=  eine n — r-parametrige Lisung
r =Rang(A)=Rang(A|b)=n <= eine eindeutige Lisung

Der letzte Fall ist wegen v < min{m,n} nur maéglich, wenn r = n < m ist, d.h. wenn A eine so genannte
quadratische Matriz mit m = n ist oder mehr Zeilen als Spalten hat.

Satz 2.6.4. Es seien K ein Korper, A = (a;;) € K™ und 0 # b = (b1,...,bn) € K™. Dann gilt fir die
Lésungen des inhomogenen LGS Ax = b und des zugehorigen homogenen LGS Az = 0:

Spezielle Losung Allgemeine Lisung _ Allgemeine Losung
des inhomogenen LGS ' des homogenen LGS~ des inhomogenen LGS

Beweis: Es sei (y1,...,yn) € K™ eine spezielle Losung des inhomogenen LGS, d.h.
n
Z&i]‘yj :bi,iz 1,...,m.
j=1
Ist (z1,...,2,) € K™ eine beliebige Losung des inhomogenen LGS, also
Zaiij Zbi,i: 1,...,m,
j=1

SO fOlgt Z?zlaij(yj—zj):O,izl,...,m,
d.h. (y1 — 21,...,Yn — 2n) € K™ ist eine Losung der homogenen Gleichung. Ist dagegen (wy,...,w,) € K"
eine beliebige Losung des homogenen LGS, also

n
Zaijwj :O, 1= 1,...,m,
j=1
so ist (w1 + Y1,..., Wy + yn) € K™ eine Losung des inhomogenen LGS, denn

n n n
Zaij(wj+yj) :Zaijwj+2aijyj =04+b;=b;,i=1,...,m.
j=1 j=1 j=1
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3 Naive Mengenlehre

3.1 Grundbegriffe
Georg Cantor (1845-1918) gab die folgende

Definition 3.1.1. Fine Menge ist jede Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten unse-
rer Anschauung oder unseres Denkens — welche die Elemente dieser Menge genannt werden — zu einem Ganzen.

e Das Wort ,,Definition sollte hier in Anfiihrungszeichen stehen, da der zu erkldrende Begriff mittels weiterer
undefinierte Begriffe erldutert wird. Eine echte Definition dagegen darf nur bereits definierte Begriffe zu
Grunde legt.

e Der so eingefiihrte Mengenbegriff fiihrt schnell zu Unklarheiten und logischen Widerspriichen.

e Spéiter wurde von Ernst Zermelo (1871-1958) und Adolf Fraenkel (1891-1965) eine axiomatische Begriin-
dung der Mengenlehre geliefert, die bisher noch zu keinen Widerspriichen gefiihrt hat (siehe etwa
http://mathworld.wolfram.com /Zermelo-Fraenkel Axioms.html)

e Dies soll hier nicht weiter vertieft werden. Mit einigen Vorsichtsmafnahmen kann man ganz gut mit der
Cantorschen Auffassung leben.

Eine Menge M wird meist auf eine der 3 folgenden Arten gegeben:

(1) Durch eine unmissverstindliche verbale Formulierung:
Beispiel: M sei die Menge der im WS 2010/2011 an der TU Miinchen eingeschriebenen Studenten.

(2) Durch Aufzdihlen (falls moglich, bei R geht das z.B. nicht!) der Elemente ay,as, ... der Menge M.
Schreibweise: M = {a1,aq, ...}

(3) Durch eine charakteristische Eigenschaft E fiir die Objekte aus der Grundmenge G, die genau den Ele-
menten von M zukommt:
Schreibweise: M := {z| x € G erfillt E} oder M := {x € G| z erfiillt E}.
Beispiel: M := {x € N| 3 teilt z}.

Nach Bertrand Russel (1872-1970) ist das folgende Beispiel (das so genannte Russelsche Paradozon) benannt

o Es sei
M :={z| x ist eine Menge und =z ¢ z}

d.h. die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten. Das ist eine Menge nach der Cantorschen
»Definition®.

e Aber es gilt:
MeM=M¢M M¢M=MeM.

e Die Bezeichnung ,Paradoxon ist also etwas irrefiihrend, denn es handelt sich um einen dicken logischen
Widerspruch! Deshalb wurde die Zermelo-Fraenkel-Theorie notig.

3.2 Beziehungen zwischen Mengen

Definition 3.2.1. Es seien A und B Mengen. A heifst Teilmenge von B oder B Obermenge von A, in Zeichen
A C B, wenn gilt
ACB:< firadlexecAgygiltxzecB.

A und B heiflen gleich, i.Z. A = B, wenn gilt
A=B:«<— ACBund BCA.
e Das Zeichen : <= steht abkiirzend fiir ,wird definiert als...“

e Mit Hilfe von so genannten Quantoren und Junktoren (s. entsprechender Abschnitt) lassen sich solche
Aussagen kompakter, aber auch erst mal schwieriger lesbar, notieren.
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e Vorsicht: Verschiedene Schreibweisen je nach Autor:
bei vielen (bei mir auch): AC B < ACB
bei anderen: ACB < ACBANA#B
Ich schreibe, falls ich einmal A # B habe, zur Vermeidung von Verwechslungen:
ACB < ACBAA#B.

Definition 3.2.2. Fir eine endliche Menge M bezeichnet man die Anzahl der Elemente mit |M|. |M| heifst
die Mdchtigkeit oder Kardinalitdt von M. Fir Mengen mit einer nicht endlichen Anzahl von Elementen schreibt
man | M| = co.

e Diese Definition ist noch recht schwammig und kann erst mit Hilfe von Abbildungen genauer gefasst
werden.

e Der Begriff der Kardinalitit 14sst sich so verfeinern, dass man noch verschiedene ,,Typen von Unendlich®
unterscheiden kann, etwa |N| = |Q| oder |N| # |R|. Das wird hier aber nicht vertieft.

12



4 Aussagen

4.1 Junktoren und Wahrheitstafeln

Definition 4.1.1. Eine Aussage ist ein Element der Menge {wahr, falsch} (auch {w, f}, {true, false} oder
{1, 0} etc. geschrieben).
Eine Aussageform ist eine Abbildung einer (oft nicht explizit angegebenen) Menge in diese zweielementige Menge.

Beispiel 4.1.2. Die Aussage ,,Die Quersumme von 28 ist durch 3 teilbar® ist falsch.

Die Aussage ,Die Quersumme von 27 ist durch 3 teilbar ist wahr.

A(z) :=,Die Quersumme von x ist durch 3 teilbar® ist eine Aussageform, die z.B. fir x = 28 eine falsche, fir
x = 27 eine wahre Aussage liefert.

Sind A und B zwei Aussagen, so lassen sich mittels so genannter Junktoren (=Verbinder) neue Aussagen
zusammenstellen:

Junktor Bedeutung Zeichen

Negation nicht A -A
Konjugation A und B ANB
Disjunktion A oder B AV B
Implikation wenn A, dann B A= B
Aquivalenz | A genau dann, wenn B | A <= B

Die Wahrheitswerte der so zusammengesetzten Aussagen werden mit Hilfe einer Wahrheitstabelle angegeben,
in der zu jeder wahr-falsch-Kombination der beteiligten Aussagen der Wahrheitswert der zusammengesetzten
Aussage angegeben wird.

Definition 4.1.3.

A|B|-A|ANB|AVB|A=B|A < B
wlw| f w w w w
w| f| f f w f f
flw]| w f w w f
flflw f f w w

Definition 4.1.4. Bei einer Implikation A = B heifit A Voraussetzung und B Behauptung. Ist die Implikation
wahr, so nennt man A hinreichend fiir B und B notwendig fiir A.

e Uber Wahrheitstafeln kann man (—Ubungen) nun einfache Rechenregeln fiir diese Junktoren beweisen,
z.B.:

e A = B ldsst sich auch durch die davor eingefiihrten Junktoren definieren als =A V B, d.h. man hitte
definieren kdnnen
(A= B) <= (nAVB)

e A < B steht fiir A= B A B = A (letzteres auch als A < B geschrieben), also

(A <= B):<= (A= BAB=A)

Satz 4.1.5 (De Morgansche Regeln). Fiir Aussagen A und B gilt

(-(AAB)) <= (nAV-B) (4.1)
(-(AVB)) < (mAA-B) (4.2)
Beweis:
A|B|-A|AAB|—-(AAB)|-B|-AV-B
wlw]| f w f f !
w| f| f f w w w O
Jlw] w f w f w
flflw f w w w
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4.2 Quantoren

Aus Aussageformen kann man durch so genannte Quantoren Aussagen machen.

Definition 4.2.1. Der fiir alle“-Quantor V:

w falls f ¢ A(M),

(Vo € M: Ale)) = {f falls f € A(M).

Beispiel 4.2.2. Es sei A(x) die Aussageform ,Die Quersumme der Zahl x ist durch 3 teilbar* und M die Menge
aller Vielfachen von 3. Dann ist A(x) fir alle x € M wahr, d.h. A(M) = {w}. Die Aussage Vx € M : A(x) (in
Worten: ,Fir alle Vielfachen von 3 gilt, dass ihre Quersumme durch 3 teilbar ist“), ist also wahr.

Fir die Grundmenge M = {27,28,29} ist dagegen A(M) = {w, f} (namlich wahr fir 27 und falsch fir 28, 29),
also die Aussage Vx € M : A(x) falsch.

Definition 4.2.3. Der ,es ezistiert“-Quantor 3:

w  falls w e A(M),

(e € M: Al)) = {f falls w ¢ A(M).

Beispiel 4.2.4. Fir die Grundmenge M = {27,28,29} und die Aussageform A(z) ,Die Quersumme der Zahl
x st durch 3 teilbar® ist A(M) = {w, f}, also die Aussage Ix € M : A(z) wahr.

Dieses Beispiel zeigt insbesondere, dass das mathematische ,es gibt ein“ bedeutet ,es gibt mindestens ein“.
Mochte man ausdriicken, dass es genau ein Element mit der angegebenen Eigenschaft gibt, so versieht man den
Existenzquantor 3 mit einer kleinen tiefgestellten 1:

Beispiel 4.2.5. 3 p prim: 19 < p < 28.
Folgerung 4.2.6. Aus der Definition der beiden Quantoren folgt:

(Ve e M: Ax)) = (Fx € M : -A(x))
—(Fz e M: A(z)) = (Vz e M : ~A(x))
Beispiel 4.2.7. Die Verneinung der (falschen) Aussage
SFir alle v € {27,28,29} ist die Quersumme durch 3 teilbar®
ist die (wahre) Aussage
»Es gibt ein x € {27,28,29}, dessen Quersumme nicht durch 3 teilbar ist“
Die Verneinung der (falschen) Aussage
»Fs gibt eine natirliche Zahl n mit n < —4%

ist die (wahre) Aussage
LFir alle natiirlichen Zahlen n ist n > —4“

Satz 4.2.8.
(A = B) < (—\B = —|A)

Beweis: mit einfacher Tabelle wie zuvor oder so:

(A= B) < (WAVB) < (mAV-B) <

< (-—BV-A) g (= ( V(—4)) =
<= (B = -A)

4.3 Beweistechniken

e Die folgenden Beweistechniken werden unterschieden:

(1) Direkter Beweis: A = B (modus ponens),
(2) Indirekter Beweis: =B = —A (modus tollens),
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(3) Widerspruchsbeweis: —A ist falsch, also gilt A,
(4) vollstandige Induktion,

(5) Konstruktiver Beweis (bei Existenzaussagen).

e Eine axiomatische Definition der natiirlichen Zahlen ist nach Giuseppe Peano (1858-1932) benannt, der
diese Axiome aufbauend auf Arbeiten von Richard Dedekind (1831-1916) erstmals formuliert und benutzt
hat:

e Fines der Peano-Axiome ist das so genannte Induktionsprinzip, mit dem die Induktion begriindet wird:

Satz 4.3.1. Es sei A(n) eine Aussage tber alle natirlichen Zahlen n > a, wobei a eine fest gewdhlte natirliche
Zahl sei. A(n) ist fir alle n > a richtig, wenn die folgenden 2 Bedingungen erfillt sind:

(I) A(a) ist richtig.
(L) Aus der Annahme der Giltigkeit von A(n) fir alle n mit a < n < k folgt stets die Giltigkeit von A(k+1).

e Das Prinzip der vollstdndigen Induktion findet Anwendung, wenn Behauptungen des Typs ,Fiir allen € N
gilt ...“ bewiesen werden.

e Genauso wie bei der Begriindung der vollstdndigen Induktion kann man aber auch vorgehen, um mathe-
matische Objekte O(n) rekursiv zu definieren:

e Man gibt O(a),...,0(b) an und ein Verfahren, wie man jeweils O(n) aus den O(k) mit k < n erhilt.
Wegen des eben gezeigten Prinzips der vollstindigen Induktion ist damit O(n) fiir alle natiirlichen Zahlen
n > a definiert.
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5 Rechnen mit Mengen

5.1 Grundlagen

e Im Folgenden seien A und B zwei Mengen. Die eingefiihrten Operationen zwi-
schen diesen Mengen werden verdeutlicht durch so genannte Venn-Diagramme
(nach John Venn (1834-1923)), die auch eulersche Kreise genannt werden (nach
Leonhard Euler (1701-1783)).

e Diese Darstellung kann beim Nachweis von Rechengesetzen etwas die Vorstellung
unterstiitzen, nicht aber den formalen Beweis ersetzen, der mit Hilfe der einge- Abbildung 3:
filhrten Junktoren oder mit Wahrheitstabellen gefiihrt wird! Venn-Diagramm

e Mit den eingefiihrten Quantoren kdnnte man 3.2.1 jetzt auch in der folgenden Form schreiben:

ACB:<—= VzcA : : zxeB,
A=B:«<— ACBABCA.

e Daraus folgt

A#B < ~(A=B) « ~(ACBABCA)£2
e ~(ACB)v-(BCA) LY
< (Jze€Ad:2¢B)vV(IreB :x¢ A Abbildung 4:
Ungleiche
Mengen

e Einige wichtige Mengen, die im folgenden Stoff noch mit sehr viel mehr mathematischem Leben gefiillt
werden, sind

N:={1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen,
Ny :={0,1,2,...} Menge der natirlichen Zahlen und 0,
Z:={0,-1,1,—-2,2,...} Menge der ganzen Zahlen,

Q:={zx|3JacZIbeN : z= %} Menge der rationalen Zahlen,

R :={z| « ist eine Dezimalbruch (endlich oder unendlich)}
Menge der reellen Zahlen,

C:={z]FacRIER : z=a+i-bAi*=—1}
Menge der komplexen Zahlen,

0:={x|x#x} leere Menge.

e Jede Menge enthilt zwei triviale Teilmengen, ndmlich die leere Menge und sich selbst.

e Man beachte:

{a} ¢ {a}, {a} C{a}, a €{a}, {a} # {{a}}.
e C bzw. C sind transitiv:
ACBABCC=ACC bzw. ACBABCC=ACC
Definition 5.1.1. Es sei A eine Menge. Die Menge
P(A) :={M| M C A}
aller Teilmengen von A heifst Potenzmenge von A.

Beispiel 5.1.2. A ={0,1} = PB(A4) = {0,{0},{1},{0,1}}.
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5.2 Operationen

Definition 5.2.1.

Der Durchschnitt oder einfach Schnitt zweier Mengen A und B ist

ANB:={z|x€ ANz € B} B

Abbildung 5:
Mengendurchschnitt

Definition 5.2.2.

Der Vereinigung zweier Mengen A und B ist

AUB:={z|x€ AVz e B} B

Abbildung 6:
Mengenvereinigung

Definition 5.2.3.

Die Differenz der beiden Mengen A und B ist

A\B:={xz|z€ ANz & B} B

Abbildung 7:
Mengendifferenz

Definition 5.2.4.

Ist A Teilmenge einer Menge G (oft Grundmenge genannt), also A C G, so nennt man
die Differenz G\ A auch das Komplement von A in G, in Zeichen:

A=G\A={z€G|z¢A}.

Oft findet man auch die Schreibweise CA fiir A. Abbildung 8:
Mengenkomplement

Definition 5.2.5.

Die symmetrische Differenz der beiden Mengen A und B ist

AAB:=(A\B)U(B\ A) B
Abbildung 9:
Symmetrische
Differenz

e Die Mengenoperationen kann man auch mit Hilfe von Wahrheitstabellen recht kompakt darstellen: Man
untersucht die Wahrheitswerte der Aussage x € M.

xeM M
e Statt w schreibt man kiirzer | w |und kann so alle Operationen in einer Tabelle darstellen:
f f
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Satz 5.2.6.

Satz 5.2.7.

Satz 5.2.8.

Satz 5.2.9.

A|B|ANB|AUB | A\B| AAB
Firp f f f f
w | f f w w w
w | w w w / f

Fiir beliebige Teilmengen A, B und C eines Grundbereichs G gilt:

(ANB)NC =ANn(BNC)
(AUB)UC =AU (BUC) ; Assoziativgesetze
(AAB)AC =AA(BAC)

Fiir beliebige Teilmengen A, B und C eines Grundbereichs G gilt:

ANB=BnNA
AUB=BUA }; Kommutativgesetze
AAB =BAA

Fiir beliebige Teilmengen A, B und C eines Grundbereichs G gilt:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

Distributi t
Au(BmC):(AuB)m(AuC)} wirbntngeseize

Fiir beliebige Teilmengen A, B und C eines Grundbereichs G gilt:

AUA=A
ANA=A% Idempotenzgesetze
C(CA) =A=4

Satz 5.2.10. Fiir beliebige Teilmengen A, B und C eines Grundbereichs G gilt:

(A\B)NnC=(AnC)\(BN(C)
A\ (BNC)=(A\B)U(A\C)
(A\B)UB=AUB

A\ (BUC)=(A\B)Nn(A\C)

Rechengesetze fiir Mengendifferenzen

Satz 5.2.11. Fir beliebige Teilmengen A, B und C eines Grundbereichs G gilt:

C(ANnB)=ANnB=AuB=C(0AuUCB

- De Morgansche Regeln
B(AUB):AUB:AHB:CAHCB} g g

Praktisch alle aufgezdhlten Rechengesetze lassen sich durch einfaches Nachrechnen iiber Junktoren bewei-

sen oder mit Hilfe einer geeigneten Wahrheitstabelle.

Einige Rechengesetze werden in den Ubungen gezeigt.

5.3 Das kartesische Produkt

Es seien A und B nichtleere Mengen, a,a’ € A und b,b’ € B.
Man kiirzt ab (a,b) := {{a},{a,b}}.

e Mit Hilfe der Axiome der Mengenlehre (Zermelo-Fraenkel) kann man dann zeigen: (a,b) = (a/,V) <—
a=ad ANb=.

Das neu definierte Objekt (a,b) nennt man ein geordnetes Paar, denn im Gegensatz zu Mengen ({a,b} =

{b,a}) kommt es hier auf die Reihenfolge an ((a,b) # (b, a)).

Da wir nicht in die axiomatische Mengenlehre einsteigen wollen, sollte man diese Definition eines geord-

neten Paares gleich wieder vergessen.
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e Mit der folgenden etwas schwammigen Definition kann man ganz gut zurecht kommen; es ist aber gut zu
wissen, dass sich das auch axiomatisch korrekt einfiihren l&sst.

Definition 5.3.1. Es seien A und B nichtleere Mengen, a,a’ € A und b,b' € B. Ein geordnetes Paar oder Tupel
von Elementen a € A und b € B wird (a,b) geschrieben. Zwei solche Tupel heiffen gleich, wenn sie elementweise
ibereinstimmen, i.Z.

(a,b) = (d',b) <= a=d ANb=1V".

Definition 5.3.2. Es seien A und B nichtleere Mengen. Die Menge aller geordneten Paare (a,b) mit a € A
und b € B heif§t kartesisches Produkt oder Kreuzprodukt der Mengen A und B, i.Z.

Ax B:={(a,b)| a€ ANbe B}.

Definition 5.3.3. Es seien Ay, As,... A, mit n € N und n > 2 nichtleere Mengen. Man betrachtet n-Tupel
(a1,az2,...,a,) von Elementen a; € A; firi=1,...,n. Zwei solche n-Tupel heiffen gleich, wenn sie elementweise
ibereinstimmen, i.Z.

(a1,az,...,a,) = (a},db,...,a)) <= a; =a, Vie{l,2,...,n}

Definition 5.3.4. Die Menge aller geordneten n-Tupel (a1, as, ..., a,) heifit n-faches kartesisches Produkt oder
n-faches Kreuzprodukt der Mengen Ay, As, ..., A,, i.7.

A x Ag x ---x A, ::{(al,az,...,an)| aieANz’G{l,Q,...,n}}.

e Bei n-fachen kartesischen Produkten einer Menge mit sich selbst benutzt man auch die Potenzschreibweise,
also
A" = AXx---x A.
\W—J

n-mal

e Die Schreibweise R? fiir alle 3-Tupel reeller Zahlen ist ja bereits aus der Schule bekannt.

e Eine n x 1-Matrixe K™*! oder eine 1 x n-Matrixe K'*" kénnen prinzipiell mit einem n-Tupel des K"
identifiziert werden.

e Fiir das spétere Rechnen mit Matrizen kommt es aber auf die Schreibweise als Spalte oder als Zeile an.
Beispiel 5.3.5. Fir A ={1,2,3} und B = {a,b} ist

Ax B ={(1,a),(1,b),(2,a),(2,0),(3,a),(3,0)},
B? :{(a’ a)v (a’ b)) (b’ CL), (bv b)} .

Satz 5.3.6. Sind Aq, Ao, ... A, nichtleere endliche Mengen, so gilt
|A1 X Ag X -+ X Ap| = |Ax| - |Ag| -+ |An] -

Beweis: durch einfaches Abzihlen. O
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6 Relationen und Funktionen

6.1 Binare Relationen

Definition 6.1.1. Es seien k € N und Ay, ..., Ay Mengen. Eine Teilmenge R C Ay X --- X Ay heifit k-stellige
(oder k-ndre) Relation auf Ay X --- x Ay.

Da diese Definition ziemlich abstrakt ist, schreibt man bei den am h#ufigsten verwendeten bindren Relationen
oft statt (a,b) € R lieber aRb (lies: a steht in Relation zu b) und verwendet fiir R meist ein spezielles Zeichen
(etwa =, >, <, || etc.)

Beispiel 6.1.2. Fir A= A; = A; = {1,2,3} ist z.B.

R= {(1’ 1)7 (Qa 2)’ (37 3)}

eine bindre Relation. Da zwei Elemente a,b € A offenbar genau dann in Relation stehen, wenn sie gleich sind,
schreibt man statt (a,b) € R oder aRb in diesem Fall wohl suggestiver gleich a = b.

Beispiel 6.1.3. Fir A= A; = Ay = A3 ={1,2,3,4,5,6} ist
R:={(a,bc) € A’| a® +b* = *} = {(3,4,5), (4,3,5)}
die terndre Relation, die gerade die pythagoreischen Tripel enthdlt.

Definition 6.1.4. Es sei A eine Menge und R C A? eine bindre Relation. Es werden die folgenden Zusatzbe-
zeichnungen fiir R vereinbart:

reflexiv:<= Ya € A: (a,a) € R
< VYac€A: (a,a) ¢ R
symmetrisch : <= VYa,b€ A: (a,b) € R= (b,a) € R
e
<
<~

irreflexiv : ,
(a,b b,a)
Va,be A: (a,b) € R= (b,a) ¢ RVa=5b
(a,b b, a)
(

antisymmetrisch :
Va,be A: (a,b) € R= (b,a) ¢ R
Va,b,c€ A: (a,b) € RA (b,c) € R= (a,c) €R

asymmetrisch, :

transitiv :

25.10.10

6.2 Besondere binare Relationen

Definition 6.2.1. FEine bindre Relation R C A% heifit

reflexive teilweise Ordnung auf A <= R ist reflexiv, transitiv,
und antisymmetrisch,

irreflezive teilweise Ordnung auf A :<= R ist irrefleriv und transitiv,
Aquivalenzrelation auf A : <= R ist refleziv, transitiv

und symmetrisch.

Beispiel 6.2.2. Die teilweise reflexive Ordnung auf A ist eine Verallgemeinerungen der iblichen <-Beziehungen
(etwa mit A =N):

a<a Yae A d.h. < ist reflexiv
a<b=[bLaVa=1] Ya,b€ A d.h. < ist antisymmetrisch
a<bAb<c=a<c Va,bce A d.h. < isttransitiv

Beispiel 6.2.3. Die teilweise irreflexive Ordnung auf A ist eine Verallgemeinerungen der iblichen <-Beziehungen
(etwa mit A =N):
a<bAb<c=a<c Vabce A d.h. < isttransitiv,
a<b=a#b VNabeA dh < istirreflexiv.
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Beispiel 6.2.4. Es sei M := {a,b} und A :=B(M). Die Relation R =C, oder ausfihrlich
R={X,Y)e A?| X CY},

auf A ist eine reflexive Halbordnung.
Ausgeschrieben sieht R so aus:

R={(0,0),(0,{a}), (®,{b}), (0, {a,b}), {a},{a}),
({a},{a,b}), ({0}, {b}), ({0}, {a, b}), ({a, b}, {a, b}), } -

)

{a, b}

1N

b
Dies kann man auch graphisch iiber ein Pfeil- C {a} {0} 3
diagramm veranschaulichen. Dabei steht je-

weils — fiir R:

0

)

Abbildung 10: Diagramm der Relation C

e Da insbesondere das bekannte Gleichheitszeichen fiir eine Menge A von Zahlen die drei Eigenschaften
reflexiv, symmetrisch und transitiv hat, also eine Aquivalenzrelation ist, kann man Aquivalenzrelationen
als Verallgemeinerungen des Gleichheitszeichens auffassen.

o Auf jeder Menge A kann man stets die folgenden zwei trivialen Aquivalenzrelationen definieren:

Ry :={(a,a)| a € A},
Ry =AxA

Definition 6.2.5. Es sei a € A und R eine Aquivalenzrelation auf A. Die Menge
[algr :={be€ A] (a,b) € R}
(oder kurz [a] geschrieben, wenn R klar ist) heift Aquivalenzklasse von a beziglich R.

Beispiel 6.2.6. Fir die beiden trivialen Aquivalenzrelationen gilt
[alr, = {a}, [a]r, = AVa € A.
Satz 6.2.7. Es sei R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A. Dann gilt

(1) Jlalr =4,

ac€A
(2) Fiir alle a,b € A ist [alg = [b]r < (a,b) € R,
(8) Fiir alle a,b € A ist [alr N [b]lr =0V [a]gr = [b]r-

Beweis: (1) ,,C¢ ist klar laut Definition 6.2.5.

(1) ,,2* Wegen aRa Ya € A gilt a € [a]g Va € A und somit die Behauptung.

(2) ,, =" Ist [a]r = [b]R, so ist wegen b € [b]g auch b € [a]g und somit (a,b) € R.

(2) ,<"“: Nun sei (a,b) € R und ¢ € [b]g. Dann ist (b,¢) € R. Zusammen mit (a,b) € R und der Transitivitat
von R folgt (a,c) € R, und damit ¢ € [a]g, d.h. [b]g C [a]r.

Da R symmetrisch ist, ist auch (b,a) € R und man folgert vollig analog, dass [a]r C [b]r ist, also insgesamt die
Gleichheit der beiden Mengen.

(3) Angenommen, es existieren a,b € A mit [a]g N [b]g # 0 und [a|g # [b]r. dann gibt es ein ¢ aus dem Schnitt
von [a]g und [b]g und fir dieses ¢ gilt (a,c¢) € R und (b,¢) € R bzw. (wegen der Symmetrie) (¢,b) € R.

Dann folgt wegen der Transitivitét (a,b) € R, was aber nach (2) [a]gr = [b] g zur Folge hat, also einen Widerspruch
zur Annahme. O
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Definition 6.2.8. Es sei A eine nichtleere Menge. Ein P C B(A) \ {0} heift Partition von A, wenn gilt

A=) Xx A (6.1)
XepP
VX,YEP: X#Y =XNY =0 (6.2)

Oft findet man fiir Partitionen auch die abkiirzende, an (6.1) angelehnte, Schreibweise mit einem Punkt tiber
dem Vereinigungszeichen als Hinweis auf (6.2):

ae (U x
XeP

(lies: A ist die disjunkte Vereinigung der Mengen X € P).

6.3 Restklassen

e Oft ist es sinnvoll, jeweils eine ganze Aquivalenzklasse als ein einziges Objekt zu betrachten und nur mit
einem besonders einfachen Vertreter aus jeder Aquivalenzklasse zu arbeiten.

e Dazu definiert man

Definition 6.3.1. Es sei R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A. Die Menge

A/R:={lalr| a € A}

heifit Faktormenge von A nach R.

6.4 Abbildungen

Definition 6.4.1. Es seien A und B Mengen. Eine bindre Relation f C A x B heifit Abbildung oder Funktion
von A nach B, wenn gilt

(1) Fir jedes a € A gibt es ein b € B mit (a,b) € f,
(2) Ist (a,b1) € f und (a,bs) € f so ist by = bs.

e Die Menge D(f) := A ist der so genannte Definitionsbereich der Abbildung f.

e Fiir (a,b) € f schreibt man im Fall einer Abbildung f(a) = b, denn durch (1) wird garantiert, dass es
zu jedem a € A mindestens ein b € B mit (a,b) € f gibt. Wegen (2) ist dies sogar eindeutig, d.h. die
Schreibweise f(a) kann auch keine Verwirrung stiften.

e Die Menge B heifst Bildbereich und

W(f):={beB|Ja€ A: (a,b) € f}

der Wertebereich von f.

Abbildung 11: Abbildung f von A in B
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Definition 6.4.2. Eine Funktion [ heifit injektiv, wenn aus f(a1) = b und f(az) = b stets folgt, dass a; = as
18t.

Abbildung 12: Injektive Abbildung

Definition 6.4.3. Eine Funktion f heifit surjektiv, wenn
W(f)={beB|3acA: (a,b)e f} =B

15t.

Abbildung 13: Surjektive Abbildung

Definition 6.4.4. Eine Funktion f heifit bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

(F==

Abbildung 14: Bijektive Abbildung

e Interpretiert man eine Abbildung geméf ihrer urspriinglichen Definition als Menge von Tupeln, so nennt
man diese auch den Graphen der Abbildung.

e Handelt es sich um eine Abbildung R — R oder von Teilmengen, so kann man diese Tupel in einem
entsprechend gewéhlten kartesischen Koordinatensystem visualisieren.

e Aus der Definition der Abbildung folgt, dass jeder Schnitt parallel zur y-Achse den Graphen einer Abbil-
dung hochstens einmal schneiden kann.

Beispiel 6.4.5.
Die Abbildung

e 2
IE {1:1; p
—R
ist weder injektiv, noch surjektiv.
Der zugehdorige Wertebereich ist
Abbildung 15:
W(f) =Ry U{0} ={r eR|z >0} Graph von f
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Beispiel 6.4.6.
Die Abbildung

T
I
R—R )
ist bijektiv (also W(f) =R). Abbildung 16:
Graph von f
Beispiel 6.4.7.

Die Abbildung

Tz —x
f:
R—R

ist surjektiv (also W(f) =R), nicht aber injektiv oder bijektiv. Abbildung 17:
Graph von f

Beispiel 6.4.8.
Die Abbildung
Iy x +— e® = exp(x)
"IR—R

1st ingektiv, nicht aber surjektiv, mit :
Abbildung 18:
Graph von f

W(f)=Ry ={zeR|z>0}
Definition 6.4.9. Ist f : M — N eine Abbildung und U C M, so heifst
fU)={f@)|z U} N
die Bildmenge von U unter der Abbildung f. Insbesondere ist f(M) = W (f).

e Fiir alle M17M2 - M gllt f(Ml @) Mg) = f(Ml) @] f(Mg)

e Es gilt dagegen nicht allgemein das Entsprechende fiir N, sondern nur f(M; N Ms) C f(My) N f(Ma).

\

Abbildung 19: Beispiel fiir f(M; N Mz) C f(M1) N f(Ma)

Definition 6.4.10. Fir zwei Abbildungen f: M — N und g : N — R heifit

Jm = g(f(m))
90f.{M_>R

die Produktabbildung oder Komposition von f und g. Man beachte die Reihenfolge der Ausfihrung von rechts
nach links go f(m) = g(f(m)), d.h. erst f, dann g!

Definition 6.4.11. Eine bijektive Abbildung

f:{M—>N

mrn
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kann man umkehren, d.h es gibt die so genannte inverse Abbildung

f_lz{N—>M

J(m) > m

Es gilt
frof=idy, fof ' =idn.
wobei id die identische Abbildung auf der jeweiligen Menge bedeutet, also idpy(m) =m Ym € M.

e Ist die Abbildung f : M — N injektiv, so ist f : M — f(M) mit f(m) = f(m) fiir alle m € M sogar
bijektiv und somit invertierbar, d.h. injektive Abbildungen kann man auf Threm Bild umkehren.

Definition 6.4.12. Die Einschrankung oder Restriktion einer Abbildung f : M — N auf eine Teilmenge U C M

ist die Abbildung
U—N
flo {u - f(u)

Definition 6.4.13. Es sei f : M — N eine Abbildung und P C N. Das Urbild von P unter der Abbildung f
ist die Menge
J7UP) = {me M| f(m) € P}.

e Man beachte, dass bei dieser Schreibweise das Symbol f~! verwendet wird, obwohl f nicht notwendig
bijektiv ist, also moglicherweise gar keine Umkehrabbildung besitzt.

e Der Unterschied wird durch die Schreibweise deutlich, etwa bei f~!(a) und f~!({a}).

e Mit Hilfe bijektiver Abbildungen kann man jetzt noch genauere Aussagen iiber die Méachtigkeit von Mengen
machen:

Definition 6.4.14. Fine Menge N hat die Machtigkeit oder Kardinalitit n € N, i.Z. |[N| = n, wenn es eine
Bijektion
f:A{L...,n} = N
gibt. Allgemeiner haben zwei beliebige Mengen M und N die gleiche Machtigkeit, falls es eine Bijektion
fM—N

gibt.
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7 Gruppen

7.1 Grundbegriffe

Definition 7.1.1. Eine nichtleere Menge G zusammen mit einer Abbildung o : G x G — G heifst Gruppe, wenn
sie die folgenden Eigenschaften hat >

(1) Ya,b,c€ G : ao(boc)=(aob)oc Assoziativitit

(2) 3e€ GVa € G : eoa=a Neutrales Element

(8) Vae GIa’ € G : a oa = e Inverses Element

Man schreibt oft (G, o), um diesen Zusammenhang zwischen Menge und Abbildung auszudricken. Wenn o aus
dem Zusammenhang klar ist, spricht man aber auch einfach von der Gruppe G. Wegen o : G x G — G nennt
man o eine innere Verknipfung von G.

(G, 0) heifst abelsch oder kommutativ, wenn gilt

(4) Ya,b€ G : aocb=boa Kommutativitit

Beispiel 7.1.2. (Z,+) ist eine abelsche Gruppe, (N,+) oder (Ng,+) dagegen nicht.

Beispiel 7.1.3. (Q,+) ist eine abelsche Gruppe, aber auch (Q\ {0},-).
Das Gleiche gilt auch bei den anderen bekannten Korpern, wie R oder C. Mehr dazu im Abschnitt iber Korper.

Beispiel 7.1.4. Im endlichen Fall kann man die Wirkung einer inneren Verknipfung auf einer Menge mit Hilfe
einer Verknipfungstafel darstellen. So ist z.B. ({—1,1},-) eine endliche (multiplikative) kommutative Gruppe
mit der Verkniipfungstafel

1 -1

e Praktisch fiir das Verstdndnis von Verkniipfungstafeln ist der folgende kleine Satz, der hier ohne Beweis
angegeben wird:

Satz 7.1.5. Die Verkniipfungstafel einer endlichen Menge mit einer assoziativen inneren Verkniipfung ist genau
dann eine Gruppentafel, wenn in jeder Zeile und jeder Spalte der Tafel jedes Element der Menge hichstens einmal
vorkommt.

Satz 7.1.6. Es sei (G, o) eine nicht notwendig abelsche Gruppe. Dann gilt:

(1) Fiir jedes neutrale Element e € G gilt aoce =a Va € G,
d.h. jedes linksneutrale Element e ist auch rechtsneutral. Deshalb spricht man auch einfach von einem neutralen
Element.

(2) Aus @’ o a = e folgt jeweils auch aoa’ =e,
d.h. jedes linksinverse Element a’ ist auch rechtsinvers. Deshalb spricht man auch einfach von einem inversen
Element.

(3) FEs gibt genau ein neutrales Element e € G.
Bereits aus x oa = a oder aox = a fir ein a € G folgt x = e.

(4) Zu jedem a € G gibt es genau ein inverses Element o' € G.
Deshalb st es maoglich, diesem Inversen ein eigenes Symbol zu geben: in additiven Gruppen schreibt man —a, sonst
meist o~ .
e Die Beweise kann man fast in jedem Buch iiber Algebra oder Lineare Algebra nachlesen oder als einfache
Ubung selber machen.

e Hier wird nur als Beispiel fiir die Vorgehensweise Punkt (2) des Satzes bewiesen. Uber den Gleichheitszei-
chen werden die Nummern der verwendeten Axiome vermerkt.

?Das Symbol o ist hier beliebig gewihlt und hat nicht unbedingt etwas mit der Komposition von Abbildungen zu tun
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Beweis: Nach (3) gibt es zu jedem a € G ein ¢’ € G mit @’ ca = e. Zu diesem o’ € G gibt es nach dem gleichen
Axiom ein o’ € G mit @’ o a’ = e. Damit gilt nun

aoal(i)eo (aoa/)(i)( //oal)o (aoa/) —

/3)

(—i)a”O(a’oa)oaza”oeoa’:a”O(eoa’):

(:2)61” ° a'@e

O

e Fasst man die urspriingliche Definition der Gruppe und den soeben zitierten Satz zusammen, so erhilt
man:

Satz 7.1.7. Eine Menge G zusammen mit einer Abbildung o : G X G — G ist genau dann eine Gruppe, wenn
sie die folgenden Figenschaften hat

(1) Ya,b,c€ G : aoc(boc)=(aob)oc Assoziativitit

(2) Jie€ GYa € G : eoca=aoe=a Neutrales Element

(3) VaeG FhateG: atoa=aoca ! =e Inverses Element
26.10.10

e Die Tatsache, dass sich das neutrale Element und das Inverse jeweils so schon abelsch verhalten, darf
aber nicht dazu verleiten, das fiir alle Element anzunehmen. Bei nicht-abelschen Gruppen gilt immer noch
aob #boa fiir die meisten a,b € G.

e Fiir das Rechnen in Gruppen sind die folgenden Regeln niitzlich:
Satz 7.1.8. Es sei (G,0) eine nicht notwendig abelsche Gruppe. Dann gilt:
(1) Ya € G : (ail)fl =a.
(2) Ya,be G : (aob) ' =bLloa !
(8) Ya,be G F1x € G: xzoa=Dh.
(4) Ya,be G Fye G : aoy=h.
e Die Beweise sind einfache Ubungen unter Verwendung der Gruppengesetze.

e So folgt etwa die erste Behauptung aus der Eindeutigkeit des inversen Elements:
(ail) ~"ist das Inverse von a~'. Von a~! kennt man aber schon das Inverse a, also sind die beiden gleich.

e Die Punkte (3) und (4) ermoglichen das eindeutige Losen von Gleichungen {iber Gruppen.

7.2 Die Symmetrische Gruppe

e Ist X eine Menge und A(X) die Menge aller Abbildungen ¢ : X — X, so ist die Komposition o eine innere
Verknipfung von A(X).

Es gibt ein neutrales Element, ndmlich idx.

Die Komposition o ist assoziativ. Dazu ist nichts zu zeigen, denn o ist gerade so definiert:

(folgoh))(z)=f(geh)(z)= flg(h(z)))
=(fog)(h(x)) = ((fog)oh)(x) Va

Trotzdem ist (A(X), o) keine Gruppe, denn es sind ja nicht alle Abbildungen invertierbar!

Ist dagegen X eine Menge und S(X) die Menge aller bijektiven Abbildungen ¢ : X — X, so ist (S(X),0)
nach 7.1.8(2) und dem soeben Gesagten eine Gruppe, denn jetzt sind ja alle Elemente invertierbar.

Definition 7.2.1. Es sei X eine Menge und S(X) die Menge aller bijektiven Abbildungen ¢ : X — X. (5(X),0)
heifit die Gruppe der Permutationen von X oder die symmetrische Gruppe von X .
Im wichtigen Spezialfall X = {1,2,...,n} schreibt man statt S({1,2,...,n}) kirzer S,.

28



e Statt der iiblichen Schreibweise fiir Relationen {(1,¢(1)),...,(n,¢(n))} hat sich im Fall von Elementen
der S, die folgende Schreibweise eingebiirgert:

o=ty ot = o)

Beispiel 7.2.2. Mit Hilfe dieser Schreibweise kann man z.B. die Komposition von Abbildungen schnell berechnen
oder die Inverse sofort angeben:

)
)

e Fiir endliches X ist [S(X)| = |X|! (mit n! := []}_, k, lies: ,,n Fakultit‘, Beweis mit Induktion.)

12 3\ (123
23 1)°Y7 (3 2 1)

indem man beidseitig von links (die Gruppe ist nicht abelsch!) mit dem Inversen (323) von (333) (s. 7.2.2)

smultipliziert:
12 3) (1 23\ (123 (123 (1 2 3
31 2 2 3 1)°Y=\3 1 2 32 1) Y=2 1 3

7.3 Gruppen-Homomorphismen

N\
N =
N WD W
W W = W
N~
o o
A~ N 7N
[NCR ORI
W N =N
—_ W
~~
Il
N
— =
W N NN

Beispiel 7.2.3. In S3 ldst man 2. B.

Definition 7.3.1. FEine Abbildung f : G1 — G2 von der Gruppe (G1,0) in die Gruppe (Ga,e) heifit Homomor-
phismus, wenn gilt

Va,b€ Gy : f(aob) = f(a)e f(b).
Ein surjektiver Homomorphismus heifit Epimorphismus, ein injektiver Monomorphismus und ein bijektiver Iso-
morphismus. Ist Gy = G2, so nennt man einen bijektiven Homomorphismus auch Automorphismus.
Beispiel 7.3.2. Es st f,(x) := n-z fir jedesn € N ein Monomorphismus von (Z,+) in sich, denn fir beliebige
a,beZ gilt
fala+b)=n-(a+b)=n-a+n-b= fu(a)+ fa(b)

e Homomorphismen, die wir hier erstmals fiir Gruppen kennengelernt haben, sind ein wesentliches mathe-
matisches Hilfsmittel.

e Ein Homomorphismus ist generell eine strukturerhaltende Abbildung.

e Neben Gruppen-Homomorphismen werden wir in diesem Kurs vor allem mit Vektorraum-Homomorphismen
zu tun haben.

Definition 7.3.3. Eine Permutation aus S, heiffit Transposition, wenn sie zwei der Zahlen 1, ..., n vertauscht,
die anderen aber elementweise festhdlt.

1 2 3 4 5

Beispiel 7.3.4. <1 9 5 4 3

) € Sy ist eine Transposition.

Satz 7.3.5. Jede Permutation aus S, ldsst sich als Produkt (=Komposition) von Transpositionen schreiben.
Diese Transpositionen und ihre Anzahl m sind nicht eindeutig, wohl aber die Zahl (—1)™.

o Statt eines Beweises wird hier nur ein Beispiel gegeben:
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Beispiel 7.3.6.

1 2 3 4\ (1 2 3 4 . 1 2 3 4
32 4 1) \4 2 3 1 3 2 1 4
(1 2 3 4 o 1 2 3 4 o 1 2 3 4 o 1 2 3 4
T \1 3 2 4 1 2 4 3 2 1 3 4 1 4 3 2
d.h. es handelt sich um ein so genannte gerade Permutation mit m = 2,4,6,..., also (—1)"™ = 1.

28.10.10

Definition 7.3.7. Die folgende Abbildung heifst Signum:

S, —{-1,1}
wen (1) =)
Y= Hi<j %

e Da o eine bijektive Abbildung ist, stehen nicht nur im Nenner von sgn(y) die Differenzen aller verschiede-
nen Zahlen von 1 bis n (jeweils grofiere minus kleinere Zahl), sondern im Zahler stehen genau die gleichen
Differenzen (diese allerdings durch Vertauschungen manchmal auch mit negativem Ergebnis). Deshalb ist
klar, dass sich der auf den ersten Blick kompliziert aussehende Bruch fiir sgn(y) immer vollstandig zu 1
oder —1 kiirzen lésst.

Definition 7.3.8. Es seien i,j,n € N mit 1 <i,j5 <n, ¢ € S,. Ein Tupel (i,7) mit j > i und ©(j) < (i)
heifit Fehlstand der Permutation p.

e Man kann sich die Berechnung von sgn(p) deutlich vereinfachen, wenn man einfach die Fehlstande von ¢
z&hlt, denn genau die fiihren jeweils zu einer Vorzeichenénderung bei sgn(yp):

Folgerung 7.3.9.

sgn(yp) = (_1)# Fehlstinde von o

Beispiel 7.3.10. Fir die Permutation

Die Fehlstinde dieser Permutation sind (1,5), (3,5), (1,4), (3,4), (1,2).
Da die Anzahl dieser Fehlstinde ungerade ist, sieht man auch so: sgn(o) = —1.

Satz 7.3.11. Die Abbildung sgn : S,, — {—1,1} ist ein Gruppenhomomorphismus (fir n > 2 sogar surjektiv,
also Epimorphismus) von (Sp,o) auf ({—1,1},-), d.h. es gilt

Vi, 1p € Sy 1 sgn(p o) =sgn(yp) - sgn(v).

Beweis: . .
Sy T o)) = (pon) () _
sgn(p o) —g T _
(po)(d) = (pov)@) v()—v(E) _
=0 = =
_H (P 33 (z/;( i) ) H 15(]3 : j}(z) = sgn(y) - sgn(1) .
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7.4 Untergruppen

Definition 7.4.1. Eine nichtleere Teilmenge U C G einer Gruppe (G, o), die auch mit der Verknipfung o eine
Gruppe bildet, heifst Untergruppe von G.

Satz 7.4.2. Eine nichtleere Teilmenge U C G ist genau dann eine Untergruppe von (G, o), wenn gilt uov=' €
U Yu,velU.

Beweis: Wenn allgemein uov~! € U ist, so folgt auch uou=! =e € U.

Setzt man in uov~! € U fiir u dieses neutrale Element e ein, so folgt v=! € U fiir jedes v € U.

Fiir w € U ist somit auch w™! € U und deshalb auch uo(w™1)~! = uow € U, d.h. o ist eine innere Verkniipfung
von U.

Diese ist natiirlich assoziativ, da sie auf ganz G assoziativ ist. O

e Wahlweise kann man fiir diesen Untergruppentest auch zeigen:
w,v €U =uovecUundu~t e U.

023631673

ist eine Untergruppe der S3, denn (1 2 3) und (1 2 3) sind invers zueinander und e = <1 2 3> ist

Beispiel 7.4.3.

2 31 3 1 2 1 2 3
das neutrale Element. Somit klappt der Untergruppentest.

Definition 7.4.4. Es sei f : G — G2 ein Homomorphismus von der Gruppe (G1,0) in die Gruppe (Ga,e).
Das Urbild des neutralen Elements es € Ga heifit der Kern des Homomorphismus

Kern(f) := f~"({e2})
Satz 7.4.5. Der Kern eines Homomorphismus f : Gy — Gy ist Untergruppe von G.
Beweis: Es sei e; € G1 das neutrale Element von G;. Wegen
fler) = fleroer) = f(ex) o f(er) = fler) = ez

folgt e; € f~1({e2}). ® Der Kern von f ist also sicher nicht leer.
Sind nun a,b € Kern(f), also f(a) = ez = f(b), so folgt

flaob)= f(a)e f(b) = ez 0es =e3 = aobec Kern(f)

Weiterhin folgt
e2=fler) = flaoa™") = f(a) e f(a™') = ez @ fa™") = fla™)

und somit gilt auch a=* € Kern(f). Der Untergruppentest zeigt also, dass es sich um eine Untergruppe handelt.
O

3Hier sieht man schon einen ersten Hinweis auf die strukturerhaltende Eigenschaft eines Homomorphismus. Das neutrale Element
wird immer auf das neutrale Element abgebildet!
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8 Ringe und Korper
8.1 Grundbegriffe

Definition 8.1.1. FEine Menge R mit zwei inneren Verkniipfungen
+:RxR— R, :RxR—R

heifit Ring, falls gilt
(1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe
(2) Ya,b,ce R: a-(b-c)=(a-b)-c Assoziativitit bzgl. -
(8) Va,bce R: a-(b+c¢)=a-b+a-c und (a+b)-c=a-c+b-c Distributivitit; mit ,Punkt® vor
wotrich®

(4) Wenn zusditzlich gilt
IR VYacR: 1-a=a heiffit R Ring mit Einselement *

(5) Wenn zusdtzlich gilt
Va,b€ R : a-b="b-a heifit R kommutativer Ring ®

Beispiel 8.1.2. (Z,+, ) ist ein kommutativer Ring mit 1.
Beispiel 8.1.3. (nZ,+,-) mit n € Ns ist ein kommutativer Ring ohne 1.

Beispiel 8.1.4. (Q,+,) ist ein kommutativer Ring mit 1.
Das Gleiche gilt auch bei den anderen bekannten Kdorpern, wie R oder C. Mehr dazu im Abschnitt iber Kérper.

Satz 8.1.5. Es sei R ein Ring. Fir alle a,b € R gilt
(1) 0-a=a-0=0
(2) (=a)-b=a-(=b)=—(a-b)

Beweis: (1) 0-a=(040)-a=0-a+0-a=0-a=0
a-0=a-(0+0)=a-0+a-0=a-0=0

(2) a-0=a-b—b)=a-(b+(-b)=a-b+a-(-b)= —(a-b) =a-(—b) und analog fir (—a) - b.

Definition 8.1.6. FEin kommutativer Ring K mit 1 # 0 heifit Kérper, wenn gilt:
VEe K\{0} H¥eK: k-t=1

e Zusammen mit den Axiomen, die ein kommutativer Ring mit 1 schon erfiillt, heifst das, dass nicht nur
(K, +) eine abelsche Gruppe ist, sondern auch (K \ {0},-). Somit ist auch das zu jedem k € K \ {0}
geforderte multiplikative Inverse eindeutig.

Beispiel 8.1.7. (Z,+, ") ist kein Kérper, denn nur 1 und —1 sind multiplikativ invertierbar.
Beispiel 8.1.8. (Q,+,-) und (R, +, ) sind Korper.

e An der Stelle sollte man sich klarmachen, dass ein Kérper genau das bietet, was man fiir den Gauf-
Algorithmus benétigt:

— Mit den beiden Verkniipfungen ,,+* und ,,- sind elementare Umformungen vom Typ (ii) und (iii) erst
moglich.

— Beidseitige Multiplikation einer Gleichung mit einer Zahl o € K\ {0} ist eine Aquivalenzumformung,
denn dieses « ist invertierbar.

— Insbesondere kann man eine Zeile mit dem Inversen des Pivotelements multiplizieren (bzw. durch
dieses Element teilen), also ein Pivotelement 1 herstellen.

4bzgl. + gibt es auf jeden Fall ein neutrales Element, das mit 0 bezeichnet wird
5die Addition ist in jedem Fall kommutativ!
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8.2 Die komplexen Zahlen
Satz 8.2.1. Der R? mit den beiden folgenden Verkniipfungen ist ein Kérper:

- [R2 xR - R2
i {((a17a2)7(blvb2)) = (a1 + b1, az + bs)
R2 x R? — R?
{((a17a2)7 (b1,b2)) > (a1b1 — agbe, arby + azb)

Beweis: Der R? ist offensichtlich nicht leer und beide Verkniipfungen sind innere Verkniipfungen weil R ein
Korper ist.

Die Addition geschieht einfach elementweise und ist deshalb klarerweise auch assoziativ. Das neutrale Element
der Addition ist (0,0), zu jedem (a,b) € R? gibt es ein inverses Element —(a,b) = (—a, —b)

Auch die etwas ungewohnte Multiplikation ist assoziativ, was man mit etwas Schreibarbeit nachweisen kann:

(ar,az) - ((b1,b2) - (c1,¢2)) =

((a1brcr — arbaca — agbica — agbacy, arbica + arbacy + agbicy — azbacy)) = V(ay,az), (by,b2), (c1,c2) € R
((a1,a2) - (b1,b2)) - (c1,¢c2)
Wegen
(a1,a2) - (b1,b2) = (a1b1 — agba, a1bs + azby) 2
V(a1,az), (b1, by) € R
(bl’bz) : (a17a2) = (blal — baag, bras + b2al) (a1 ag) ( ! 2)
ist die Multiplikation auch kommutativ.

Wegen
(al,ag) . (1,0) = (al,ag) V(al,ag) € RQ

ist (1,0) neutrales Element der Multiplikation.
Wegen

(a1, 0s) - (“1 ‘“2) —(1,0) V(a,as) € B2\ {(0,0)}

3 3 3. 2
ay +ay ay +aj

ist jedes von 0 verschiedene Element (aj,az) € R? invertierbar mit dem inversen Element

(a1,a9)" ! = ! —a2
1,02 =357 35 =3
’ a%+a§’ a%Jra%

Nachdem man auch das Distributivgesetz nachrechnen kann

(a17a2) : ((bl,b2) + (c1,02)) =
(a1 by +a1-c1—ag-by—as-ca,a1-ba+ay-catas-by+az-c1)=V(ag,az), (b1,b2), (c1,¢2) € R?
(a1, az) - (b1,b2) + (a1, az2) - (c1,¢2),

sind somit alle Koérpergesetze nachgeweisen. O

e Der im letzten Satz eingefiihrte Korper hat einige wichtige Eigenschaften und wird deshalb noch etwas
genauer untersucht.

(al,O) + (bl,O) = (a1+b1,0)
* VR (00) - (,0) = (ahy,0)
sieht man, dass es sich mit den Elementen (a,0) mit a € R genauso rechnet, wie mit reellen Zahlen.

e Man schreibt deshalb statt (a,0) einfach a und rechnet wie mit einer reellen Zahl {iblich.

e Insbesondere ist bei dieser Schreibweise 0 das neutrale Element der Addition und 1 das neutrale Element
der Multiplikation.

e Fiir das Element (0,1) € R? gilt (0,1) - (0,1) = (—1,0) = —1, d.h. (0,1) ist eine Losung der (in R nicht
16sbaren) Gleichung 22 = —1.

e Dieses Korperelement bezeichnet man meist mit dem Buchstaben ¢ (E-Techniker schreiben j, weil ¢ schon
der Strom ist) und nennt es die imagindre Einheit.
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e Damit schreibt man statt des Tupels (a,b) € R? auch a + i - b und obige Rechenregeln sehen in dieser
Schreibweise so aus:

(a1+ioa2)+(b1+i«b2) :(a1+b1)+i~(a2+b2)
(a1 +1- 02) . (bl +1- bg) = (a1b1 - agbg) +1- (ale + agbl) 5

e d.h. man behandelt i wie eine Unbestimmte, nutzt aber die Eigenschaft 12 = —1 aus, wenn mal eine grofere
Potenz von i benotigt wird.

Definition 8.2.2.
C:={a+ib| a,beR,i* =1}

heifst Korper der komplexen Zahlen. Fir z = a+ib € C heifft Re(z) := a der Realteil von z und Im(z) := b der Imagindirteil
von z. Skizziert man kompleze Zahlen als Vektoren bzw. Punkte (a,b) in einem kartesischen Koordinatensystem, so nennt
man R? Gaupsche Zahlenebene. Die Linge eines Vektors in der Gaufschen Zahlenebene heifit Betrag der komplezen Zahl,

1.2.
2] = [a + ib| = |(a, )| = V/a? + 7.

Mit Polarkoordinaten (r,¢) von (a,b) in der Zahlenebene gilt
z=a+1ib=r(cos(p) +isin(p)) = rcos(p) + irsin(p) mit r := |z| .

Das Argument von z, arg(z) := @, ist der von der positiven reellen Achse entgegen dem Uhrzeigersinn gemessene Winkel
zu z = (a,b) (0 < < 2n!).

imaginare
Achse

Satz 8.2.3. Die Abbildung
e C—-C
“la+ib—a—ib
ist ein Korperautomorphismus, also bijektiv und es gilt fiir alle z1,z5 € C:
k(zl + ZQ) = k'(Zl) + k'(ZQ) , ]{3(21 . 2’2) = k(Zl) . ]C(ZQ)
Beweis: Einfache Ubung. O

Definition 8.2.4. k(a + ib) = a — ib heifit das konjugiert Komplexe von a + ib.
Man schreibt iblicherweise a + tb = a — ib statt k(a + ib).

e In der Gaufsschen Zahlenebene entspricht die Konjugation einer Spiegelung an der reellen Achse.

e Obige Rechenregeln lauten umgeschrieben und noch erweitert auf die Inversen:
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Folgerung 8.2.5.

21tz = Z1+%22 , 2Z1—% = Z1—22 , zZ = =z

- 21 _ A - 2

Z1 23 = Z1-%Z2 . = = , 2°Z = |z]
2 2

e Besonders niitzlich fiir das Rechnen mit Potenzen komplexer Zahlen ist der folgende Satz, der hier ohne
Beweis (kommt sicher irgendwann in der Analysis) mitgeteilt wird:

Satz 8.2.6. Formel von de Moivre:

Vn e N :  (cos(p)+isin(p))"™ = cos(ny) + isin(ny)
2.11.10

Interessant ist die geometrische Deutung der Multiplikation:

Sind z und 2z’ komplexe Zahlen mit den Polarformen

z=r-(cos(p) + isin(p))
2 =7r"(cos(¢’) +isin(¢’)),

so folgt mit Hilfe der Additionstheoreme

sin(p 4 ¢') = cos(p) sin(¢") + sin(p) cos(¢")
cos(p + ¢') = cos(p) cos(¢') — sin(p) sin(¢’) ,

und damit 2z - 2/ =7 - r'(cos(p + @) + i - sin(p + ')

d.h. eine Multiplikation mit z bewirkt in der Gaufsschen Zahlenebene eine Drehstreckung (Lange mal r,
Winkel plus ¢, siehe auch das MatheVital-Applet dazu).

Satz 8.2.7. Fiir alle z,w € C gilt:
o Re(z) = =

e Im(z) = Z;f

o |w-z[ = |wl [z
o |w+z| <|w|+|z| Dreiecksungleichung

Beweis: Die ersten 3 Punkte sind eine einfache Ubung, der letzte Punkt wird bei der Besprechung der Norm

spiter allgemeiner gezeigt. O

+ Ass. (a+b)+c=a+(b+c) -

= w0 -

U. Komm. a+b=b+a 5 ‘g

E | Newr. 30:0+a=a+0=a | w| g5 | ¥
o g

Q Tnv. J-a:a+(-a)=0 & = ‘:5 5
- @

Distr. (a+b)-c=a-c+b-c g E E‘

g g i

) B-c=a-(b- =

6: Ass. (a-b)-c=a-(b-c) 2 Z

E. Komm. a-b=b-a g

g Neutr. dl:1a=a-1=a

G

X Inv. Jal:q-at=1

Abbildung 20: Algebraische Strukturen
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9 Matrizenrechnung

9.1 Gleichheit, Addition, Vielfache, Transposition

Definition 9.1.1. Es sei K ein Korper. Zwei Matrizen A = (aij)1<i<m € K™*"™ und B = (bi;)1<i<p € KP*1
1<j<n 1<7i<q

heifen gleich, i.Z. A= B, wenn gilt m=p, n=q und a;; =b;j fir 1 <i<mund1 <j <n.

Definition 9.1.2. Es sei K ein Korper. Fir zwei Matrizen

A= (aij)1<i<m, B = (bij)i<i<m € K™*"
125<n 125<n

sei deren Summe A+ B = (ai; + bij)1<i<m € K™ ™.
1<j<n

Definition 9.1.3. Es sei K ein Korper. Fir eine Matriz A = (a;j)i1<i<m € K™*" und einen Skalar \ € K sei
1<j<n

M = )\(aij)lgigm = ()\aij)1§i§m e Kmxn,
1<j<n 1<j<n
Satz 9.1.4. FEs sei K ein Korper. (K™>™ +) ist eine abelsche Gruppe.

Beweis: Die eingefithrte Matrizen-Addition ist einfach die elementweise Addition in K, also sicher eine innere,
assoziative und abelsche Verkniipfung. Die nur mit dem Nullelement des Korpers gefiillte Nullmatriz 0 :=

(0)1<i<m ist das Nullelement von (K™*" +) und zu jedem A = (ai;)i<i<m € K™*" gibt es das inverse
1<j<n 1<i<n
Element —A = (—aij)1<i<m € K™*". O
1<j<n

Definition 9.1.5. Es sei K ein Korper. Fir eine Matriz A = (ai;)1<i<m € K™*™ ist
155<n

tA = (a;J) 1<i<n € Knxm
1<j<m
mit agj =aj; firl <i<nund1l<j<m die so genannte Transponierte von A.
Oft findet man auch die Schreibweise AT statt 'A.
Ausgeschrieben sieht das so aus
t

a1 ai12 . QA1n a1 a1 . Am1
tA ag1 a9 . (0579 a2 as9 e Am2
am1 Am2 ... Amn, A1p A2, ... Amn,

Satz 9.1.6. FEs sei K ein Korper. Fir A,B € K™*" und \ € K gilt
(1) YA+ B)="4A+'B,
(2) '(A-A)=x-"A,
(3) '(14) = A.
Beweis: Einfache Ubung O

Definition 9.1.7. Es sei K ein Korper. Ein A € K™*™ mit ‘A = A heifit symmetrisch.

9.2 Einige besondere Matrizen

e Die folgenden speziellen Matrizen werden immer wieder gebraucht und teilweise mit eigenen Namen ver-
sehen. Dabei sei jeweils K ein Korper.
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e Die Einheitsmatriz

1 0 O 0 O
01 0 0 0
0 0 1 0
1,:=]": .. . o |eKR™™
: . 0
0o o0 0 ... 0 1

l&sst sich auch mit Hilfe des Kronecker-Symbols schreiben

1 i=j
61":: : ]ln: 61 i<n
: {0 i#] Phgs

e Die Einsermatrizen

J
l
0 0 O 0
By= .| 1 iferm
0 0 O 0
e Obere Dreiecksmatrizen
* % % *
0 * x ... *
0 0 * e * c Knxn
0 0 0 ... =%

wobei * fiir einen beliebigen Skalar aus K steht. Formal kann man schreiben (a;;)1<i<n € K™*™ mit
15j3n
a”:()furz>]

e Echte obere Dreiecksmatrizen

0 = *
0 0 x ... =*
0 O O * GKan
: Lox
0O 0 0 ... 0

wobei * fiir einen beliebigen Skalar aus K steht, oder (a;;)1<i<n € K™*™ mit a,;; = 0 fiir ¢ > j.
155<n

e Die Nullmatrix

0 0 0 0
0 0 0 0
o=1000 0| ¢ gmxn
0 0 0 0
e Untere Dreiecksmatrizen
* 0 0 0
* * 0 0
* ok ok 0 e Knxn
0
* k% *

wobei * fiir einen beliebigen Skalar aus K steht, oder (a;;)1<i<n € K™*™ mit a,;; = 0 fiir i < j.
1<j<n
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o Echte untere Dreiecksmatrizen

0 0 O 0
* 0 0 0
k k O 0 eKnxn
* x x ... 0

wobei * fiir einen beliebigen Skalar aus K steht, oder (a;;)1<i<n € K™*™ mit a,;; = 0 fiir ¢ < j.
155<n
9.3 Multiplikation

Definition 9.3.1. Es sei K ein Kdrper. Fir A = (ai;)1<i<m € K™*", B = (bji)1<j<n € K™ sei
1<5<n 1<k<p

n

mxp - .
i<m € K77 mit ¢, := E aijbji .
k<p

j=1
e Es wird also nach dem Schema ,,Zeile - Spalte gerechnet:

b11 e blk . blp
bor ... bop ... by
bnl b'nk bnp
aix  ai2 A1n
a1 a2 ... Qip —  Cik
Am1 Am2 . Amn,
. .. . . t .
o Insbesondere gilt fiir eine n x 1-Matrix z = (xl . a:n) (bzw. einen Spaltenvektor aus K™)
a1 ai9 e A1n
T1 1171 + -+ Q1ply
a1 a2 e agn
A-x= =
Tn Am1T1 + -+ Gpn®n
Am1 Am2 e Amn,

n
> ayz;
j=1

n
> amj;
j=1

e Damit ist nachtréglich auch die Schreibweise Ax = b fiir lineare Gleichungssysteme klar.
o Ist w=(x; ... m,) eine 1 x n-Matrix (=Zeilenvektor), so gilt

- B=(zibii + - A+ xnbnr oo, @by + oo Tpbny)

= (ijbjl gy Z.’ﬂjbﬂ,)
j=1 j=1

e Es sei speziell © = e; = (d;5)1<;<n (Kronecker-Symbol) einer der so genannten kanonischen Einheitsvekto-
ren, d.h. ein Vektor mit O in allen Positionen und nur einer 1 an der i-ten Stelle.

o A-e; liefert dann gerade die i-te Spalte von A.
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e Entsprechend liefert {¢;) - B die i-te Zeile von B.

e Sind z1,..., 2, € K'*™ die Zeilen von A, so kann man damit schreiben
z1 z1-B
A-B= B= :
Zm Zm - B
e Sind s1,...,5, € K™*! die Spalten von B, so kann man damit schreiben
A-B:A-(51 sp):(A~sl A~sp).

Satz 9.3.2. Fir A, A1, Ao € K™*" «a € K, B, By, By € K"*P und C € KP*? gilt:
(1) (A1 4+ A2) - B= Ay - B+ Ay - B (1. Distributivgesetz),
(2) A-(B1+ Bs) =A-By+ A- By (2. Distributivgesetz),
(8) a-(A-B)=(a-A) B=A(a-B),
(4) (A-B)-C=A-(B-C) (Assoziativgesetz),
(5) {A-B)="B-'A.

Beweis: All diese Gesetze werden durch Einsetzen in die Definition der Matrizenmultiplikation und Verwendung
der entsprechenden Rechengesetze im zugrunde liegenden Kérper K bewiesen. Hier wird nur das 1. Distributiv-

. . . 1 2
gesetz (1) als Beispiel gezeigt.  Dazu seien A; = (agj)), Ag = (agj)) und B = (b;;):

n

(A1 + 42) - B = (al}) +a)- (b)) = | (0l +aD)os. | =

ij ij
j=1

n

= (Z ((J,E]l)bjk + ag)b]k) =

=
Dby |+ | Do al g | =
Jj=1

) (b)) + (a)) - (biy) =
=A,-B+Ay,-B

—

Speziell fir K™*™ sind + und - also innere, assoziative Verkniipfungen.

Die Nullmatrix 0 und die Einheitsmatrix 1,, sind neutrale Elemente der Addition und der Multiplikation.

Nach dem letzten Satz gelten die Distributivgesetze.

1 1y/0 0y (1 0 y 0 0y (0 0\(/1 1
2 2/\1 0) \2 0 1 1) \1 0/\2 2/”
d.h. die Multiplikation ist nicht kommutativ.
11 1 -1y _ (0 0
2 2)\-1 1) \0 0
d.h. das Matrizenprodukt ist nicht nullteilerfrei.

Satz 9.3.3. (K"*", +,) ist ein nicht-kommutativer Ring mit Einselement.
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9.4

Inverse Matrizen

Die Komposition von Abbildungen einer Menge X in sich zwar eine innere, assoziative Verkniipfung mit
neutralem Element idx, die Menge A(X) all dieser Abbildungen ist aber iiblicherweise keine Gruppe, weil
nicht alle Abbildungen invertierbar sind (s. S.28)

Nun sei X = K™ und F' die Menge aller Abbildungen der Gestalt

K" — K"
o

T — Ax

mit einer festen (n x n)-Matrix A € K"*".
Mit den Rechenregeln fiir das Matrizenprodukt folgt

fao fa(x) = fa(fB(x)) = fa(Bz) = A(Bz) = (AB)z,
d.h. die Abbildung f4 o fp ist wieder in F'.

Die Hintereinanderausfiihrung solcher Abbildungen wird gerade durch das Matrizenprodukt beschrieben.
Wegen idg» = fy, liegt auch das neutrale Element in F.

Es sind nicht alle Abbildungen dieses Typs invertierbar (s. etwa das vorangegangene Beispiel mit den
Nullteilern)

Es ist also (F, o) keine Gruppe.

Deshalb betrachtet man die Menge aller invertierbaren Abbildungen aus F'. Diese bildet mit der Kompo-
sition eine Gruppe
GL(n,K) :={fa| fa ist invertierbar},

die so genannte allgemeine lineare Gruppe (englisch: General Linear Group)

Eine Abbildung f4 € F ist genau dann invertierbar, also in GL(n, K), wenn es ein B € K™*™ bzw. ein
fB € F mit

faofp(x)=A(Bzr)=(AB)r =2 Vre K" <
fAOfB:idKn < AB:]].n

gibt. Die Matrix B heifit die zu A inverse Matriz, i.Z. B = A~

Da f4 und A eineindeutig durcheinander festgelegt sind, kann man auch
GL(n,K):={A e K™"™| A ist invertierbar},

schreiben.

Statt invertierbar sagt man auch reguldr, eine nicht invertierbare Matrix heifit auch singuldr.

Beispiel 9.4.1. Es ist

(1 })EGL(Q,R)7 denn

GG m=6D) -6 )

Beispiel 9.4.2. Es ist

(_IZ 11’) also
i 1\ 1/—i 1
(1 z) i) ( 1 —i) € GL(2,C)

Satz 9.4.3. Es sei K ein Kérper und n € N. Fiir beliebige A, B € GL(n, K) und C,D € K"™*" gilt:
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(1) AA~' = A=A =1,

(2) AC=1,=C=A"1, DA=1,=D=A"",

(3) (A7) =4,

(4) (AB)™' = B7'A™Y,

(5) X, Y € K"™P = AX =Y hat die eindeutige Lisung X = A~'Y.

Beweis: Da GL(n, K) eine muliplikative nichtabelsche Gruppe ist, sind die hier aufgelisteten Eigenschaften
direkte Folgerungen der Gruppendefinition 7.1.1 und der Sétze 7.1.6 und 7.1.8. Nur der letzte Punkt erweitert

7.1.6(4) etwas, da X,Y nicht zwingend quadratische Matrizen sind. Es ist durch Einsetzen klar, dass
X = A7'Y eine Losung ist. Ist X' € K™ P eine weitere Losung, so ist 0 = AX — AX' = A(X — X').
Multiplikation mit A~! von links liefert dann X = X", O

Satz 9.4.4. Es sei K ein Kiorper und n € N. Hat A € K" " eine Nullzeile oder -spalte, so ist A nicht
invertierbar.

Beweis: TIst die i-te Spalte von A eine Nullspalte, so ist fiir jede Matrix B € K™*" die i-te Spalte von BA eine
Nullspalte, also kann nicht BA = 1,, ein. Entsprechend ist die j-te Zeile von AB eine Nullzeile, wenn die j-te
Zeile von A verschwindet. O

e Fiir eine invertierbare Matrix A € GL(n, K) gibt es A~! € GL(n, K) mit A- A~! = 1,,.

Fasst man diese Matrizengleichung spaltenweise auf, so sieht man, dass es sich um n LGSe handelt:

A - (i-te Spalte von A™!) = i-te Spalte von 1, =¢; firi =1,...,7n.

Wegen A € GL(n, K) sind diese n LGSe jeweils eindeutig lsbar.

Wegen der jeweils gleichen Koeflizientenmatrix dieser n LGSe kann man diese aber simultan l6sen:

Rechenschema:

(A|]ln) R (]ln| \Bi,)
—A-1
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10 Vektorraume
10.1 Grundlagen 4.11.10

Definition 10.1.1. Es seien V # () eine Menge, und K ein Kérper. Ferner seien + : V x V — V eine innere
Verkniipfung in V und - : K xV — V eine auflere Verknipfung von V mit K.V heifit ein K-Vektorraum (oder
linearer Raum), wenn gilt:

Vi) viw=w+vVvweV.

Vo) (v+w)+u=v+(w+u)Vv,w,ueV.

5

) A0eV mit0+v=vVvel.

Vi) VveV IveVmitv+v=0(v=—v).

=

(
(
(Vs
(
(V5) (@+p)-v=a-v+B-vVa,feK, veEV.
(Vs) (af) - v=a-(B-v)Va,B €K, veV.
(V7)) a-(v+w)=a-v+a-wVac K, vyweV.
(V5) 1-v=vVvelV.

e Die Punkte (V1)-(V4) sind die bereits bekannten Axiome einer abelschen Gruppe

e (V5)-(Vg) regeln, dass die Multiplikation mit Skalaren ordentlich mit der Addition in dieser Gruppe zu-
sammenwirkt.

Folgerung 10.1.2. Es sei K ein Korper und V # () eine Menge mit einer inneren Verkniipfung + : V xV — V
und einer dufSeren Verkniipfung - : K x V. — V. V heif§it ein K-Vektorraum, wenn gilt:

(VRy) (V,+) ist ein abelsche Gruppe.
(VRy) Die Multiplikation mit Skalaren ist auf folgende Weise mit (V,+) vertriglich

(a) (a+pB) - v=a-v+p-vVa,feK, veV.
(b) (af) - v=a-(8-v)Vo,B€ K, veV.
(c)a-(v+w)=a-v+a-wVaeK, vvweV.
(d) 1-v=vVvevV.

10.2 Wichtige Beispiele

Beispiel 10.2.1. V = ({0},+) ist mit der Multiplikation mit Skalaren k -0 := 0 fir alle k € K fir jeden
beliebigen Korper K ein Vektorraum, der so genannte nulldimensionale Vektorraum.

Beispiel 10.2.2. Jeder Kérper K ist auch ein K-Vektorraum, wenn man fir die Multiplikation mit Skalaren
einfach die Korpermultiplikation verwendet. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von dem eindimensio-
nalen arithmetischen K-Vektorraum.
Beispiel 10.2.3. Fir jeden Kérper K ist das n-fache kartesische Produkt V = K™ mit der Addition
(V1y.ey0n) + (W1, .. wy) = (V1 + W1y, Uy + W)
und der Multiplikation mit Skalaren
k- (vi,...,0n) = (kvi,..., kvy,)

ein K-Vektorraum. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von dem n-dimensionalen arithmetischen K-
Vektorraum. Dies ist eine Verallgemeinerung des vorhergehenden Beispiels.
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Beispiel 10.2.4. Ist K ein Kdrper, S eine beliebige nichtleere Menge und
Vi=K%={f|S— K}.
Dann ist V. mit den Verkniipfungen

(f+9)(s):
(kf)(s) - =

f(s)+g(s)  VfgeV, seS
k- f(s) VeV, keK, se8§

ein K -Vektorraum.

Beispiel 10.2.5. Vektorraume des Typs 10.2.4 spielen auch in der Analysis eine wichtige Rolle, etwa mit
K =S =R, also V =RE. Statt ganz V betrachtet man dort aber meist geeignete Teilmengen, etwa

{f:R—=R]| f ist stetig}
(oft mit C(R,R) bezeichnet, stetig=Continuous) oder
{f:R—R]| f ist differenzierbar} .
Beispiel 10.2.6. Ist K ein Kdrper und speziell S = Ny, also
V= K% = {f| Ng — K},

so kann man diese Abbildungen auch durch Angabe all ihrer Bilder eindeutig beschreiben, etwa in der Gestalt
(f(0), f(1), f(2), f(3),...). Meist schreibt man stattdessen (ap,a1,asz,as,...) mit f(i) =: a; € K fir i € No.
Die Element von V := Ko heiflen Folgen diber K und bilden mit den in 10.2.4 eingefihrten Abbildungen einen
Vektorraum. In der Folgenschreibweise sehen die Verkniipfungen dann so aus:

(ao,al,aQ,...) + (bo,bl,bg,...) = (a0+b0,a1 —|—b1,a2—|—b2,...),
k(ao,al,ag,ag,. . ) = (k:ao,kal,kag,kag, . )
Vk € K, (ao,al,ag,...),(bo,bl,bg,...) S KMo

Beispiel 10.2.7. Ist K ein Kérper und speziell S = {1,2,...,n} mit n € N, so kann man diese Abbildun-
gen wie im letzten Beispiel wieder durch Angabe all ihrer Bilder eindeutig beschreiben, etwa in der Gestalt
(f(1),..., f(n)). Schreibt man stattdessen wieder (a1, ...,an) mit f(i) = a; € K firie {1,2,...,n}, so sieht
man

K{1,2,...,n} — K",

was nochmals zeigt, dass die Schreibweise K° sehr passend ist.
Satz 10.2.8. Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dann gilt:
(1) 0-v=0VveV.
(2) a-0=0VacK.
(3) a-v=0=a=0Vv=0VaeK,vel.
(4) (o) - v=—a-v=a-(-v)VaeK,veV.
Beweis: Einfache Ubung O

e Auch hier wurden nochmal zur Deutlichkeit die Vektoren fett geschrieben. Die gezeigten Rechenregeln
zeigen aber, dass das nicht notig ist.

e Selbst den Skalar 0 und den Nullvektor muss man nicht durch die Schreibweise unterscheiden, denn es
rechnet sich mit beiden ganz dhnlich und aus dem Zusammenhang ist jeweils klar, was gemeint ist.

e Ab jetzt wird deshalb fiir Vektoren keine besondere Schreibweise mehr verwendet.

Definition 10.2.9. FEs seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und U C V. Die Menge U heifit Untervek-
torraum (oder einfach Unterraum, Teilraum oder auch linearer Teilraum), falls gili:
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(Uh) U#0

(Uz) uryus €U = uy +ugs €U

Us) uelU,ae K=auelU

Folgerung 10.2.10. Damit ist U (mit den gleichen Verknipfungen wie in V') ebenfalls ein Vektorraum, denn
(Us) mit oo = —1 garantiert —u € U und mit (Uz) ist das gerade der Untergruppentest, d.h. (U, +) ist eine Un-

tergruppe von (V,+). Wegen (Us) ist diese Untergruppe auch bzgl. der Multiplikation mit Skalaren abgeschlossen.
Da die Regeln (VRy) in V gelten, gelten sie auch in U.

Beispiel 10.2.11.
U:={(z,22) € R?| x € R} :RG)
ist ein Untervektorraum (UVR) des 2-dimensionalen arithmetischen Vektorraumes R?, denn

U#0,

1 1 1 1

A1 (2>,)\2 (2> clU= )\ <2>—|—/\2 <2> cU wund
1 1

)\(Z)EU:>a)\<2)eU Va eR.

Geometrisch betrachtet, ist das eine Gerade durch den Ursprung.

Beispiel 10.2.12. Die Analysis liefert mit Sdtzen wie ,,Die Summe stetiger Funktionen ist wieder stetig® die
Begrindung, dass die Teilmengen C(R,R) := {f :R = R| f st stetig} oder {f : R — R| f st differenzierbar}
von V = RR (und viele dhnliche Gebilde) Untervektorrdume von V sind.

Satz 10.2.13. Der Durchschnitt beliebig vieler Unterrdume eines Vektorraumes ist ein Unterraum.

Beweis: Es sei U eine Menge von Untervektorrdumen eines Vektorraumes V' und

D:=(U.

veu

Da 0 in jedem Untervektorraum enthalten ist, ist 0 auch in D, also D nicht leer. Fiir a,b € D gilt auch a,b € U
flir alle U € U. Da U ein Teilraum ist, ist auch a +b € U und ka € U fiir jedes k € K, also auch a +b € D und
ka € D fiir jedes k € K. O

Beispiel 10.2.14. Die Vereinigung von Vektorrdumen ist im Allgemeinen kein Vektorraum:

W

: 0
- ()

Abbildung 21: Vereinigung von Vektorrdumen

10.3 Erzeugendensysteme

Definition 10.3.1. FEs seien K ein Kdérper, V ein K-Vektorraum, M CV und
U:={U|U UVRwvon V mit M CU}
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8.11.10

die Menge der Unterrdume von V, die M umfassen. Der von M aufgespannte oder erzeugte Unterraum (auch
lineare Hiille oder Spann genannt) ist definiert als

Lin (M) := (| U.
Ueu
Ist V =Lin (M), so heifst M ein Erzeugendensystem von V. Statt Lin (M) findet man oft auch die Schreibweisen
span(M) oder (M).
e Nach 10.2.13 ist Lin (M) fiir jedes M C V ein Teilraum.
o Direkt aus der Definition folgt, dass Lin (M) der kleinste M umfassende Teilraum von V ist.

e Die Definition eines Erzeugendensystems hat zwar viele Vorteile, ist aber nicht sonderlich geeignet, wenn
man die Elemente aus Lin (M) direkt angeben mdochte. Hierzu ist der folgende Begriff niitzlich:

Definition 10.3.2. Es seien K ein Korper und vy,...,v, € V endlich viele Vektoren eines K -Vektorraumes V
und M C 'V eine nichtleere Teilmenge von V. Jeder Vektor v =7, ¢;v; mit ¢; € K heifit Linearkombination
VOn V1,...,Un. Fin Vektor v heifst Linearkombination der Menge M, wenn er Linearkombination von endlich
vielen Vektoren vy,...,v, € M ist.

Satz 10.3.3. Es set M C V eine nichtleere Teilmenge von V und M* die Menge aller Linearkombinationen

von M. Dann gilt
Lin(M)=M".

Beweis: M* ist ein Unterraum von V, denn
o M* D M=
e Mit v,w € M* ist auch v +w € M™*, denn v und w sind Linearkombinationen, also ist auch v + w eine.
e Mit v € M* und k € K ist auch kv € M*.

e Da M* O M und Lin (M) der kleinste M umfassende Teilraum von V ist, folgt Lin (M) C M*. Andrerseits
enthélt Lin (M) als Vektorraum insbesondere alle Linearkombinationen von Vektoren aus M und somit
auch M*, d.h. M* C Lin (M), d.h. M* = Lin (M).

O

Definition 10.3.4. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und U eine Menge von Teilrdumen von V.

Der Summenraum von U ist
ZU:zLin(U U) .

Ueu veu

IstU = {Uy,...,U,}, so schreibt man den Summenraum auch in der Form Uy + -+ -+ U,.

1 0 1
Beispiel 10.3.5. In C? seien u = (0> , U= (%> , W= ((1)) .
i
Dann gilt Lin (u) + Lin (v) + Lin (w) = Lin (u,v), denn u — iv = w.

Satz 10.3.6. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und U = {Uy,...,U,} eine Menge von (paarweise
verschiedenen) Teilraumen von V. Der Summenraum Uy + Us + - - -+ U, besteht genau aus den Vektoren v € V,
die sich in der Form v = Z?:l u; mit u; € U; schreiben lassen.

Beweis: Da M := [y, U # 0, lasst sich jedes v € >, U als Linearkombination von M darstellen, d.h. es
glbt UlyevnyUm € UUGZ/{U und dy,...,d,, € K mit

v=dit + -+ dmlpy, -

Diese Vektoren kann man so nummerieren, dass die ersten in Uy, die néchsten in Us usw. und die letzten in U,
sind. Da dies alles Untervektorrdume sind, kann man aber diese Griippchen auch jeweils zusammenfassen zu
einem einzigen uy € Uy, ug € Us usw. bis u,, € U,. Dies zeigt die eine Hélfte der Behauptung, die andere ist
eh klar. O
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10.4 Basen

Beispiel 10.4.1. v; := (3,0), vp := (0,2), v3 := (2,3), ist ein Erzeugendensystem von R? denn jeder Vektor
des R? kann als Linearkombination dieser Vektoren dargestellt werden, etwa

(z,y) = (2 —4)v1 + (4 —9) vz + 6us
Diese Darstellung ist aber nicht eindeutig:

w:=(1,0)=>w= %vl oder w = %'[}3—%'[}2.

Man versteht das Problem besser, wenn man sich klar macht, dass sich der Nullvektor als nichitriviale Linear-
kombination von vy, va, vs darstellen ldisst:

wZ%U1:%Ug—%U2:>%U1+%U2—%U3=O
Definition 10.4.2. Es seien K ein Kdorper und V ein beliebiger K - Vektorraum. Vektoren vy, ...,v, € V heiflen
linear unabhdngig, wenn der Nullvektor nur die so genannte triviale Linearkombination

0:0@1++0vn

n

zuldsst, d.h. wenn aus 0 = Zcivi mit ¢; € K zwingend ¢c; = co = -+ = ¢, = 0 folgt.

i=1
Gibt es dagegen auch nichttriviale Linearkombinationen der 0, so heiffen vy, ..., v, linear abhdngig.
Eine Teilmenge M C V' heif$t linear unabhdngig, wenn je endlich viele(!) verschiedene Vektoren aus M linear
unabhdngig sind, sonst linear abhdngig.

Beispiel 10.4.3. In 10.4.1 wurde gezeigt, dass {v1,va,v3} linear abhingig sind, denn es gibt z.B die nichttriviale
Linearkombination
4’[)1 + 9’[)2 — 61)3 =0

der 0. Dagegen ist {vi,v2} linear unabhingig, denn
c1v1 + covg = (3¢1,2¢2) = (0,0) <= ¢1 =c2 =0
Entsprechend sind {v1,vs}, {ve,v3}, {v1}, {va} und {vs} linear unabhingig.

Beispiel 10.4.4. Im Sinne der Definition ist auch 0 eine linear unabhingige Menge, da mit ihr keine nicht-
triviale Linearkombination der 0 méglich ist. Die Linearkombination ), g civ; (leere Summe) setzt man bli-
cherweise gleich dem Nullvektor. Da jeder Vektorraum den Nullvektor enthdlt, gilt Lin (§) = {0}, d.h. auch fir
die leere Menge gilt 10.3.3, das Erzeugnis der leeren Menge ist der nulldimensionalen Vektorraum {0}.

Satz 10.4.5. Es seien K ein Kérper und V ein beliebiger K -Vektorraum. Dann gilt:
(1) Teilmengen linear unabhdngiger Mengen in V' sind linear unabhdngig.

(2) Obermengen linear abhingiger Mengen in V sind linear abhdngiy.

(3) Ein einzelner Vektor v € V' \ {0} ist immer linear unabhdingig.

Beweis: in der Ubung O

Satz 10.4.6. Es seien K ein Kdérper und V ein beliebiger K-Vektorraum. Eine aus mindestens zwei Vektoren
bestehende Teilmenge M C V ist genau dann linear abhdngig, wenn ein Vektor m € M existiert, der sich als
Linearkombination von M \ {m} schreiben lisst, d.h. wenn es endlich viele ¢c; € K und v; € M gibt mit v; #m
und

m = C;V; .

1

n
1=

Beweis: < Ist m = > | ¢;v;, so folgt 0 = > | ¢;v; — m. Da dies wegen der —1 bei m eine nichttriviale

Linearkombination ist, sind vy, ...,v,, m und somit M linear abhingig.
»=* Ist M linear abhingig, so gibt es endlich viele d; € K (nicht alle = 0, etwa d, # 0) und v; € M mit
0= 22:1 d;v; . Somit kann man nach v, auflésen und erhélt m = v, = Z:;ll c;v; mit ¢; = —% . O

Definition 10.4.7. Es seien K ein Kérper und V ein beliebiger K-Vektorraum. Eine Teilmenge B eines K-
Vektorraumes V' heifit Basis von V, wenn gilt
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(1) Lin(B) =V,

(2) B ist linear unabhdngig.
Beispiel 10.4.8. Nach 10.4.4 ist klar, dass () eine Basis des nulldimensionalen Vektorraumes V = {0} ist.
Beispiel 10.4.9. Fir jede Zahl k € K \ {0} ist {k} eine Basis des eindimensionalen arithmetischen K-
Vektorraumes K, denn jedes k' € K lisst sich als % faches von k darstellen und {k} ist nach 10.4.5(3) linear
unabhdngig.
Beispiel 10.4.10. o Laut 10.4.8 sind {vi,va,v3} linear abhingig, also keine Basis des R?. Die Mengen

{v1,v2}, {v1,v3}, {ve,v3}, {v1}, {v2} und {vs} sind dagegen linear unabhdingig.

e Die drei zweielementigen Mengen {vy,vo}, {v1,v3} und {ve,v3} erzeugen den ganzen R?, sind also Basen
des R?.

e Die einelementigen Mengen {v1}, {vo} und {vs} erzeugen dagegen nur echte Teilriume des R?, sind also
nicht Basen des R2.

Beispiel 10.4.11. Im arithmetischen Vektorraum K™ bilden die Vektoren
e1:=(1,0,0,...,0,0,0)
e2:=(0,1,0,...,0,0,0)

en_1:=(0,0,0,...,0,1,0)
en :=(0,0,0,...,0,0,1)

eine Basis, die so genannte kanonische Basis oder Standardbasis. Die Vektoren ey, ..., e, heiffen kanonische
Einheitsvektoren des K™.

Satz 10.4.12. Es seien K ein Kdrper, V ein K-Vektorraum und B C V. Die folgenden Aussagen sind paarweise
dquivalent (Punkt (4) nur fir Vektorriume ungleich dem Nullraum):

(1) B ist eine Basis von V.
Eine Basis ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem.

(2) Lin(B) =V, aber fir jedes C C B gilt Lin (C') # V.
Eine Basis ist ein minimales Erzeugendensystem.

(8) B ist linear unabhdngig, aber fir jedes C 2 B ist C linear abhdngig.
Eine Basis ist eine maximale linear unabhingige Menge.

(4) Jeder Vektor aus V' kann auf genau eine Weise als Linearkombination von B dargestellt werden.
Basis ist Erzeugendensystem, das eindeutige Darstellung erlaubt.

Beweis: Zuerst der einfache Fall V = {0}, d.h. es ist nur die Aquivalenz der Punkte (1)-(3) zu zeigen. V hat nur
die Teilmengen () und sich selbst. Fiir @) sind die Aussagen (1)-(3) wahr, fiir V falsch. Dies zeigt die Behauptung.
Nun sei also V' # {0}. Statt der insgesamt 6 zu zeigenden Aquivalenzen, d.h. 12 Implikationen, kann man sich die
Arbeit deutlich erleichtern, wenn man eine geeignete Teilmenge dieser Implikationen zeigt und die Transitivitét
von ,,=" ausnutzt, etwa

=)= 2)=06) =)
Trotzdem ist das noch einiges an Arbeit. Ich zeige hier nur exemplarisch die erste Implikation (1) = (4) bzw.
die dquivalente Aussage —(4) = —(1). Die anderen Beweise finden sich zum Nachlesen praktisch in jedem Buch
iiber Lineare Algebra.
Es gibt zwei mogliche Griinde fir —(4), ndmlich
(i) Nicht jeder Vektor v € V lésst sich als Linearkombination von B darstellen. Das heift Lin (B) # V, d.h. B
ist keine Basis.
(ii) Es lasst sich zwar jeder Vektor v € V' als Linearkombination von B darstellen, die Darstellung ist aber nicht
eindeutig, d.h. es gibt ¢;,d; € K mit ¢; # d; fiir mindestens ein ¢ zwischen 1 und n und b; € B (paarweise

verschieden) mit
n n
Zcibi =V = Zdzbz
i=1 i=1

Daraus folgt aber sofort Y . (¢; — d;)b; = 0, also die lineare Abhéngigkeit von B. Dann ist B aber keine Basis.
O
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10.5 Existenz

o Jeder Vektorraum besitzt ein Erzeugendensystem (z.B. sich selbst).
e Die Frage, ob jeder Vektorraum auch eine Basis besitzt, ist aber keineswegs einfach zu beantworten.

e Die Antwort lautet ,ja“, zum Nachweis ist aber ein ziemliches mathematische Geschiitz nétig, das so
genannte Zornsche Lemma. °

e Die Beweisidee ist dabei aber ziemlich einfach:

— Man startet ,yon unten“, d.h. von der linear unabhingigen Menge (), und versucht diese durch Hin-
zunahme von Vektoren so zu erweitern, dass die neue Menge jeweils linear unabhéngig bleibt.

— Bei diesem Prozess kommt man irgendwann bei einer Menge an, die selbst noch linear unabhéngig
ist, aber durch die Hinzunahme eines jeden beliebigen Vektors linear abhéngig werden wiirde (hierzu
braucht man im unendlichen Fall das Zornsche Lemma).

— Nach 10.4.12(3) ist solch eine maximale linear unabhéngige Menge eine Basis des betrachteten Vek-
torraums.

Definition 10.5.1. Es seien K ein Kéorper und V ein K-Vektorraum. Besitzt V' eine endliche Teilmenge E C 'V
mit Lin (E) =V, so heifst V endlichdimensional, sonst unendlichdimensional.

e Ist ein Vektorraum V endlichdimensional, so kann man die Existenz einer Basis auch wie folgt (ohne das
Zornsche Lemma) zeigen:

— Man startet ,yon oben“, d.h. von dem endlichen Erzeugendensystem F, das es laut Definition des
endlichdimensionalen Vektorraumes gibt. Ist E linear unabhéngig, hat man bereits eine Basis.

— Ist E linear abhéngig, so wirft man mit Hilfe von 10.4.6 ,,unndtige Vektoren aus F raus, bis man bei
einem minimalen Erzeugendensystem anlangt.

— Nach 10.4.12(2) ist solch ein minimales Erzeugendensystem dann eine Basis des betrachteten Vek-
torraums

Satz 10.5.2 (Basissatz). Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Satz 10.5.3 (Basiserginzungssatz). Es seien K ein Kérper, V ein K -Vektorraum und A C 'V linear unabhdangig.
Dann gibt es eine Basis B von V mit A C B, d.h. A ldsst sich zu einer Basis B von V ergdnzen.

Beweis: Man geht prinzipiell wie bei dem Beweis mit dem Zornschen Lemma vor (s. S.49), startet aber nicht
mit @), sondern mit der Menge A. O

Satz 10.5.4 (Kleiner Austauschsatz). Es seien K ein Korper, V ein endlich erzeugter K - Vektorraum mit einer
Basis B = {b1,...,b,}. Besitzt b € V die (eindeutige) Darstellung

b= MAbi + Xobo+---+\by,

mit A1,..., A, € K und \; # 0 fir ein j zwischen 1 und n, so erhdlt man eine andere Basis B’ von V, wenn
man b; gegen dieses b austauscht, d.h. B' :== {by,...,bj_1,b,bj41,...,b,} ist auch eine Basis von V.

Beweis: Der Einfachheit halber werden die Basisvektoren so nummeriert, dass in b = A1by + Agbs + - -+ + A\, by,
Ist nun v = g1by + g2bs + - - - + 0, b, die Darstellung eines Vektors v € V beziiglich der gegebenen Basis B, so
gilt

$b = 01by + T22by + -+ + T22b, —

01} T1dap .. O, o1} N g1y,
O'lbl = >\1b Y b2 oY) bn— >\1b Zi:Z oY bl

6Das Wort ,Lemma® kommt aus dem Lateinischen (und das wiederum von dem griechischen Wort ,Jambanein“ - nehmen)
und bedeutet ,alles, was man nimmt“. In der Mathematik wird das meist fiir einen Hilfssatz bei Beweisfiihrungen benutzt. Im
vorliegenden Fall ist das etwas untertrieben, denn es handelt sich um eines der Grundaxiome der Mengenlehre. Zusammen mit der
Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre kann man zeigen, dass dieses Lemma zu anderen wesentlichen Grundsitzen, wie dem Auswahlaziom
oder dem Wohlordnungssatz beweisbar dquivalent ist, d.h. man setzt jeweils einen dieser S#tze als Axiom voraus und folgert die
beiden anderen.
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Setzt man dies statt o1b; in die Basisdarstellung von v ein, so erhéilt man

v =01b1 +02by + -+ opby = b — Y, B + Y, 0ibi =
= o+ 31, (0s — TR
d.h. jedes v € V lasst sich als Linearkombination von B’ = {b,bs,...,b,} darstellen, B’ ist Erzeugendensystem

von V.
Dieses B’ ist auch linear unabhingig, denn es gilt

/~L1b + /LQbQ + -+ ﬁbnbn =0 <— ,u1)\1b1 + Z(Ml)\l + ,Uq)bz =0
=2

und daraus folgt wegen der linearen Unabhingigkeit von B p1A; =0 und p A +p; =0fir i =2,...,n.
Wegen b; # 0 und A\; # 0 liest man g1 = 0 und somit auch u; = 0 fiir ¢ = 2,...,n ab, d.h. B’ ist linear
unabhéngig. O

Satz 10.5.5 (Steinitzscher Austauschsatz). Es seien K ein Korper und V ein endlich erzeugter K-Vektorraum
mit einer Basis B = {by,...,b,}. Sind a1,...,ax € V linear unabhdngig, so gilt k < n und es gibt eine
Permutation ™ € S, so dass

B/ = {al, ey A, bﬂ'(k-‘rl)? ey bﬂ(n)}

ebenfalls eine Basis von V ist.

Beweis: Induktion nach k: Fiir k = 1 ist die Aussage des Satzes gerade die Aussage des kleinen Austauschsatzes,
ist also bereits bewiesen.

Nun sei also & > 1 und wir gehen von der Induktionsvoraussetzung & — 1 < n und einer Basis B” :=
{a1, ... ax-1,b5(k); - -, bo(n)} aus, wobei o € S, sei. Wére k — 1 = n, so wire schon {ay,...,ax_1} eine
Basis von V, was aber nicht moglich ist, denn nach Voraussetzung ist {ai,...,a;} linear unabhéngig. Es ist also
k—1<n <= k<n.

Beziiglich der Basis B” von V besitzt a € V' die eindeutige Darstellung

k—1 n
ar =Y Xt + Y Aiby(y mit Ay,... A, € K.
=1 i=k

In dieser Darstellung muss mindestens einer der Koeffizienten A, ..., A, von Null verschieden sein, denn sonst
ergébe sich ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von {aq,...,ax}.

Ist nun etwa k < £ < n und Ay # 0, so kann man nach dem kleinen Austauschsatz den zugehorigen Basisvektor
bs(¢) der Basis B” gegen aj. austauschen und erhilt so eine neue Basis.

{ah sy Ak—1, bo(k)7 s 7ba'(l—1)7 ag, bo‘([—‘,—l)v cee 7ba’(n)}

Um genau die gewiinschte Form von B’ zu bekommen, vertauscht man noch die Position £ und die Position k,
d.h. man wendet noch die entsprechende Transposition p an. Dann ist 7 = po 0. O

e Der Steinitzsche Austauschsatz gibt jetzt direkt Auskunft iiber die Grofe von Basen.

Sind ndmlich B = {b;,...,b,} und B’ = {ay, ..., a} zwei Basen eines endlich erzeugten K-Vektorraumes
V', so folgt

— mit der Basis B und der linear unabhingige Menge B’: k < n,
— mit der Basis B’ und der linear unabhéngige Menge B: n < k.

d.h. es gilt k = n; je zwei Basen eines endlich erzeugten K-Vektorraumes V' sind gleichméchtig!

Der Austauschsatz lasst sich (bei entsprechender Umformulierung) auf den Fall unendlicher Basen aus-
dehnen.

Damit kann man dann auch zeigen, dass je zwei unendliche Basen die gleiche Kardinalitét besitzen.

e Dies ermoglicht die folgende Definition
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Definition 10.5.6. Es seien K ein Kérper und V ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit einer Basis B =
{b1,...,bn}. Dann heifft dim(V') := |B| = n die Dimension von V. Ist V nicht endlich erzeugt, so wurde bereits
in 10.5.1 definiert, dass er dann unendlichdimensional heifit. In diesem Fall schreibt man dim(V') = oo.

Beispiel 10.5.7. Es ist dim({0}) = 0, denn die Basis () von {0} hat 0 Elemente.
Beispiel 10.5.8. Es ist dim(K™) =n, denn die kanonische Basis {e1,...,e,} hat n Elemente.

Beispiel 10.5.9. Es ist dim (C(R,R)) = co; man kann nicht einmal eine Basis explizit angeben.

Satz 10.5.10. Es seien K ein Korper und V ein endlich erzeugter K-Vektorraum, also dim(V') < co. Fir jeden
Unterraum U von V gilt dann

(1) dim(U) < dim(V),
(2) Ist dim(U) = dim(V), so gilt U = V.

Beweis: (1) Ist dim(U) = n, so besitzt U eine Basis {b1,...,b,}, die sich nach dem Basisergdnzungssatz 10.5.3
zu einer Basis von V erweitern ldsst. Somit ist die Kardinalitét der Basis (=Dimension) von V' grofer oder gleich
der von U.

(2) Wieder geht man von einer Basis {b1,...,b,} von U aus, die sich nach dem Basisergénzungssatz 10.5.3 zu
einer Basis von V erweitern ldsst. Ist nun aber auch dim(V') = n, so ist da nichts mehr zu tun, d.h. {b1,...,b,}
ist auch schon eine Basis von V. Wenn U, V eine gleiche Basis besitzen, sind sie natiirlich gleich. O

e Nach 10.4.12(4) ist die Darstellung eines jeden Vektors x € V beziiglich einer Basis B von V eindeutig.

e Ist insbesondere V endlichdimensional und B = {by,...,b,} eine Basis von V, so kann man jedes v € V
darstellen in der Form

n
v = E v;b; mit vq,...,v, € K.
i=1

o Fiir eine fest vereinbarte Reihenfolge der Basisvektoren ist also jedes v € V eindeutig festgelegt durch das
zugehorige n-Tupel (v1,...,v,) € K™

e Um die Reihenfolge der Basisvektoren deutlich zu machen, schreibt man auch B = (by,...,b,) und spricht
von einer geordneten Basis von V.

Definition 10.5.11. Es seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und B = (by,...,b,)
eine geordnete Basis von V. Ist

n
v = E vib; mit vy, ..., v, € K
i=1

die eindeutige Darstellung eines v € V beziiglich B, so heifst

14
Vg = c K"

VTL
die Koordinatendarstellung von v beziglich B.

e Wihlt man sich in einem n-dimensionalen K-Vektorraum eine geordnete Basis B und rechnet man dann
mit Koordinatenvektoren bzgl. dieser Basis, so rechnet es sich damit wie im K™!

e Mit dem Dimensionsbegriff ist man nun in der Lage, den bisher schwammig eingefiihrten Rang einer Matrix
sauber zu definieren.

e Dazu betrachtet man eine beliebige Matrix

a1 ai2 e A1n

a1 a2 . a9n mxn
A= . eK ,

Am1 Am2 e Amn,

o1
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Die Zeilenvektoren
zZ1 = ((111 aip ... aln) ey Rm = (am1 Am2 ... amn)
von A erzeugen den so genannten Zeilenraum von A

Z(A) :=Lin(z1,...,2m) C K".

Die Spaltenvektoren

Am1 Amn

von A erzeugen den so genannten Spaltenraum von A

S(A) :=Lin(s1,...,8,) C K™.

Fithrt man nun eine der bekannten elementaren Zeilenumformungen

(i) Vertauschen zweier Zeilen
(ii) Multiplikation einer Zeile mit einer Konstanten ov € K \ {0}

(iii) Addition des a-fachen einer Zeile, a € K beliebig, zu einer anderen.

an der Matrix aus, so bleiben die Zeilen der Matrix ein Erzeugendensystem des Zeilenraumes Z(A) (bei
Typ (i) und (ii) ist das ohne Beweis klar, bei Typ (iii) eine leichte Ubungsaufgabe).

Somit kann man das Gaufi-Verfahren als Ubergang von dem urspriinglich gegebenen Erzeugendensystem
des Zeilenraumes zu einer Basis des Zeilenraumes interpretieren, denn die Zeilenstufenform am Ende des
Umformungsprozesses ist ein minimales Erzeugendensystem und somit eine Basis. Die lineare Unabhén-
gigkeit der verbleibenden Zeilen sieht man auch direkt an den Pivotspalten.

Bisher war der Rang der Matrix A die Anzahl der Zeilen in einer Zeilenstufenform der Matrix A gewesen,
wobei eben nicht klar war, ob diese Zahl iiberhaupt eindeutig bestimmt ist.

Mit obiger Uberlegung kann man jetzt den Rang einer Matrix sauber definieren:

Definition 10.5.12. Es seien K ein Korper und A € K™*™. Der Rang der Matriz A, i.Z. Rang(A), ist

Rang(A) := dim(Z(A)).

Die gleichen Uberlegungen kann man natiirlich auch fiir den Spaltenraum anstellen.
Die Anzahl der Spalten in der resultierenden Spaltenstufenform ist dann die Dimension des Spaltenraumes.

Im Gegensatz zu dem gerade eingefiihrten Zeilenrang der Matrix A ist diese Dimension der so genannte
Spaltenrang der Matrix A.

Damit stellt sich die Frage, wie sich Zeilen- und Spaltenrang zueinander verhalten. Diese wird durch den
folgenden Satz auf sehr einfache Weise beantwortet, denn die beiden Rénge sind immer gleich.

Satz 10.5.13. FEs seien K ein Korper und A € K™*™. Dann gilt

dim(Z(A)) = dim(S(A)).

Beweis: Wird nachgetragen im Abschnitt iiber lineare Abbildungen. O

52



10.6 Affine Teilrdume

e Ist V ein K-Vektorraum und W C V ein Untervektorraum von V', priift man leicht nach, dass
v~wiEs v—weW
eine Aquivalenzrelation auf V' definiert.

e Die Aquivalenzklasse [v]~ von v ist [v]~ = v + W und wird auch Nebenklasse des Untervektorraumes W
genannt.

e Im geometrischen Zusammenhang nennt man die Nebenklasse [v]. eines Untervektorraumes W von V
auch einen affiner Raum:

Definition 10.6.1. Eine Teilmenge X eines K-Vektorraumes V heif§t affiner Unterraum oder Teilraum, falls
es ein v € V und einen Untervektorraum W CV gibt, so dass

X=v4+W:={ueV|FweW:u=v+w}.
Satz 10.6.2. FEs sei X = v+ W affiner Teilraum eines K-Vektorraumes V. Dann gilt:
(1) Fir jedes beliebige v' € X gilt: X =o' + W.

(2) Ist v € V und W' C V ein Untervektorraum von V mit X = v+ W =o' + W', so gilt W =W und
vV—veW <= vV ev+W.

Beweis: (1) Wegen v’ € X =v+ W gibt esein w’ € W mit v’ =v 4w’ <= v=0v" —w'.
X Cv+W:Esseix € X =v+ W. Dann gibt es ein w € W mit = v + w. Einsetzen von v = v' — w’ liefert
z=v—-w+w=v+w-w)ev+W.
——
ew

X Do+ W: Es sei z € v+ W. Dann gibt es eine w € W mit = v’ + w. Einsetzen von v/ = v + w’ liefert
r=v+w +wev+W.
——

ew
(2) X — X C W: Man betrachtet die Differenz x — 2’ von zwei beliebigen Elementen x,2’ € X = v+ W. Dann
gibt es w,w’ € W mit z =v+wund '’ =v+w', dh.esist c —2' = (v+w) — (v+w') =w—w" € W. Definiert
man
X—-X:={z—-2|z2 €X},

so ist damit gezeigt, dass X — X C W ist.
X — X DO W: Nimmt man anders herum ein w € W so sieht man sofort, dass w € X — X ist: man nehme etwa
r=v4+weX=v+Wund 2’ =v € X =v+ W. Dies zeigt die andere Inklusion, also

W=X-X:={z—12'|z,2 € X}.

W = W’: Macht man die gleiche Uberlegung nochmal mit X = v’ +W’, so erhiilt man vollig analog W’ = X — X,
also zusammen W = W',

Wegen W = W’ gilt jetzt also X = v + W = v’ + W, insbesondere gilt v' € v + W, also gibt es ein w € W mit
vV=vtw <= vV -v=weW. O

Definition 10.6.3. Es sei X ein affiner Unterraum eines K-Vektorraumes V. Der eindeutig bestimmte Un-
tervektorraum D(X) von V mit X = v+ D(X) und v € V heifit der Differenzraum, Richtungsraum oder
Tangentialraum von X. Man setzt

dim(X) := dim(D(X)).

Definition 10.6.4. Es sei K ein Kdorper. Ein affiner Teilraum X der Dimension 1 eines K-Vektorraumes V
heift Gerade.

Definition 10.6.5. Es sei K ein Korper. Ein affiner Teilraum X der Dimension 2 eines K-Vektorraumes V
heifst Ebene.

Definition 10.6.6. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum. Ein affiner Teilraum X der Dimension n—1
von V heifit Hyperebene, ein Teilraum der Dimension 0 Punkt’ .

"Diese Punkte sind also identisch mit den Vektoren!
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e Aus der Theorie der linearen Gleichungssysteme folgt, dass man eine Hyperebene in einem n-dimensionalen
K-Vektorraum V als Losung einer inhomogenen linearen Gleichung ‘ax = a1z1 + asxe + -+ + apx, = b
mit b € K und a = (a1, az,...,a,) € K™\ {0} beschreiben kann.

e Man beachte, dass diese Gleichung der Hyperebene immer einen n — 1-dimensionalen affinen Teilraum
beschreibt; eine Gerade im R3 bekommt man so z.B. nicht!

Definition 10.6.7. Es scien K ein Korper und X, X' zwei affine Unterriume eines K -Vektorraumes V. Dann
heifen X und X' parallel, in Zeichen X || X', wenn D(X) C D(X’) v D(X’) C D(X) ist.

e Diese Definition ist mit Vorsicht zu geniefen: falls die Vektorraume W und W’ verschiedene Dimension
haben geht ndmlich die Transitivitit verloren und somit ist die Parallelitit keine Aquivalenzrelation mehr.

E

Abbildung 22: Parallele affine Teilrdume
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11 Lineare und affine Abbildungen

11.1 Homomorphismen

e Aus dem Kapitel iiber Gruppen sind strukturerhaltenden Abbildungen unter dem Namen ,Gruppen-Ho-
momorphismen bekannt.

e Da ein Vektorraum insbesondere eine abelsche Gruppe ist, kann man all das zu Gruppenhomomorphismen
Gesagte auch auf Vektorrdume iibertragen (lesen Sie nochmal nach!).

e Da Vektorrdume aber wegen des zusétzlichen skalaren Vielfachen noch eine Verkniipfung mehr als Gruppen
haben, m6chte man Abbildungen untersuchen, die auch diese Struktur erhalten:

Definition 11.1.1. Es seien K ein Korper und V., W zwei K -Vektorriaume. Eine Abbildung f :V — W heifit
linear oder Vektorraum-Homomorphismus, wenn gilt

(HOM;) f(v1+w2) = f(v1) + f(v2) fiir alle vi,va €V, 8
(HOM:;) f(kv) =kf(v) fir allev eV und k € K.

Die Menge aller linearen Abbildungen von V nach W wird mit Hom(V, W) bezeichnet.

e Die folgenden Beispiele zeigen einige Standard-Homomorphismen und damit insbesondere auch die Exis-
tenz linearer Abbildungen.

Beispiel 11.1.2. Es seien K ein Kdorper und V, W zwei K -Vektorraume. Die so genannte Nullabbildung ist
linear:
VW
I {v —0
Beispiel 11.1.8. Es sei V = C*(R,R) der Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren Abbildungen f von
R in R. Dann ist
V-V
P
fr i
eine lineare Abbildung.

Beispiel 11.1.4. Es seien S und T Mengen mit ) # S C T. Weiterhin sei V' der Vektorraum aller Abbildungen
von T in einen Korper K, also V = K" und analog W = K. Weiterhin seien f € V, also f : T — K, und

S—-K
fls
z f(a)
die Restriktion von f auf S. Dann ist
o VW
' f=fls

eine lineare Abbildung.

e Da es jetzt wieder um Abbildungen geht, spielen auch wieder die Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv
eine Rolle (wiederholen!):

Definition 11.1.5. Es seien K ein Korper und V., W zwei K-Vektorriume. Ein surjektiver Homomorphismus
f:V — W heifit Epimorphismus.

Ein injektiver Homomorphismus f : V. — W heifst Monomorphismus.

Ein bijektiver Homomorphismus f : V. — W heifst Isomorphismus.

Ein Homomorphismus f : V. — V heifst Endomorphismus.

Ein Isomorphismus f : V — V heifit Automorphismus.

Statt Hom(V, V) schreibt man kurz End (V).

e Wie schon bei Gruppen, ist auch bei Vektorrdumen der Kern eines Homomorphismus das Urbild des
neutralen Elements:

8Das ist gerade die Definition eines Gruppenhomomorphismus!
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Definition 11.1.6. Kern(f) := f~({0})
e Bereits im Abschnitt iiber Gruppen ist gezeigt worden, dass der Kern eine Untergruppe des Urbildes ist:

Satz 11.1.7. Es seien K ein Kérper, V., W zwei K -Vektorraume und f € Hom(V,W). Dann ist Kern(f) ein
Untervektorraum von V.

Beweis: Leichte Ubung (kleine Abwandlung des entsprechenden Beweises 7.4.5 fiir Gruppen, jetzt mit dem
Untervektorraum-Test 10.2.9 statt mit dem Untergruppen-Test 7.4.2). O

Satz 11.1.8. Es seien K ein Kérper, V., W zwei K-Vektorrdgume und f € Hom(V,W). Dann gilt:
f ist injektiv <= Kern(f) = {0}.

Beweis: Wegen f(0) = 0 fiir jeden Homomorphismus bzw. wegen der Untervektorraum-Eigenschaft von Kern(f)
ist 0 € Kern(f).
,=*Ist ein v #£ 0 in Kern(f), so ist f(0) = 0= f(v), was aber ein Widerspruch zur Injektivitit ist.

<= Ist dagegen f nicht injektiv, so gibt es zwei Vektoren v # w € V mit f(v) = f(w). Dann gilt aber wegen
der Linearitit von f: f(v) — f(w) = f(v —w) =0, d.h. v — w ist ein von 0 veschiedener Vektor im Kern von f,
also Kern(f) # {0}. O

Beispiel 11.1.9. Es sei V =C>®(R,R) (vgl. 11.1.3) und

V-V
@.{f'_)di € End(V).
Wegen Kern(f) = R # {0} ist f nicht injektiv (es sind genaw die Konstanten, die die Ableitung O haben).

Da man jedes Element von C*°(R,R) integrieren kann (— Analysis), besitzt jedes Element ein Urbild bzgl. ¢
(9(x) = [ f(y)dy ist ein Urbild von %g(z) = f(x)), d.h. ¢ ist surjektiv.

Dies kann nur in unendlich groffen Mengen passieren. Es wird noch gezeigt werden, dass sich die Aussage von
endlichen Mengen auf endlichdimensionale Vektorrdume erweitern ldsst.

Satz 11.1.10. Es seien K ein Kdrper, m,n € N und A € K™*™. Dann ist

v— Av

K" — K™
fa: { - € Hom(K", K™).

Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus den Rechengesetzen fiir Matrizen:

falk-v) =A(k-v) =k-Av=Fk- fa(v)
faw+w)=Alw+w)=Av+ Aw = fa(v) + fa(w) O

e Mit diesem Satz kennt man eigentlich schon alle linearen Abbildungen zwischen endlichdimensionalen
Vektorrdumen. Dies wird noch ausfiihrlich hergeleitet werden.

Beispiel 11.1.11. Eine lineare Abbildung fa des arithmetischen Vektorraumes R? in sich ist etwa durch die
Abbildungsmatriz
0 -1
=)
gegeben.

Ein Vektor v = (3}) wird durch diese Abbildung auf (,">) abgebildet.

Aus der Schulmathematik weiff man vielleicht noch, dass dieser Vektor die gleiche Linge wie v hat und auf v
orthogonal steht.

Deshalb handelt es sich um eine Drehung um 5. Die Drehrichtung erkennt man, wenn man etwa das Bild
faler) = ey betrachtet, d.h. es geht entgegen dem Uhrzeigersinn.

Wendet man fa zweimal hintereinander auf einen Vektor v an (also Drehung um m bzw. Spiegelung am Ur-

sprung), so ist dies wieder eine lineare Abbildung mit der Abbildungsmatriz A%, denn
-1 0
Fa(fa()) = Fa(Av) = A(Av) = A% = ( . _1) v= Ly = v,

weshalb man oft auch f% statt fa o fa schreibt.
Entsprechend ist f4 die Identitit (Drehung um 27), bzw. A* = 1,. °

9Man nennt solche eine Abbildung f, zu der es ein k € N mit f* = id gibt, idempotent.
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Satz 11.1.12. Es seien K ein Kiorper, V., W zwei K-Vektorraume und ¢ € Hom(V,W). Dann gilt
(1) M CV = ¢(Lin(M)) = Lin (o(M))

(2) Ist U CV ein Untervektorraum von V, so ist p(U) C W ein Untervektorraum von W mit dim(o(U)) <
dim(U) fir ein endlichdimensionales U.

Beweis: (1) Ist M = (), so ist Lin (M) = {0}, also ¢(Lin (M)) = {0} und ¢ (M) = 0, also auch Lin (p(M)) = {0}.
Nun seien also M # @ und my,...,m, € M. Dann gilt fiir eine beliebige Linearkombination > ; A\;m; von

¢ <Z /\imi) = Z Aip(my),

d.h. das Bild einer Linearkombination unter einer linearen Abbildung ist eine Linearkombination der Bilder.
Liest man die Gleichung dagegen von rechts nach links, so sieht man dass auch jede Linearkombination von
Bildern aus M ein Bild einer Linearkombination aus M ist. Da bekanntlich die Menge aller Linearkombinationen
einer Menge identisch mit dem Erzeugnis dieser Menge ist, folgt der erste Teil der Behauptung.

(2) Da U ein Untervektorraum von V ist, gilt Lin (U) = U und somit folgt mit Hilfe des bereits bewiesenen
Teils des Satzes, dass

¢(U) = ¢(Lin (U)) = Lin (¢(U))
ein Untervektorraum von W ist. Zur Bestimmung der Dimension betrachtet man eine Basis B von U. Es ist
dim(U) = |B| und

¢(U) = ¢(Lin (B)) = Lin (¢(B)) -
Somit ist dim(p(U)) < |p(B)], denn ¢(B) enthélt eine Basis von ¢(U). O

11.2 Rang und Defekt

Definition 11.2.1. Es seien K ein Korper, V., W zwei K-Vektorraume und f € Hom(V,W). Das Bild der
linearen Abbildung f ist
Bild(f) := f(V) C W

und ist nach dem vorhergehenden Satz ein Untervektorraum von W.'°
Der Rang der linearen Abbildung f ist die Dimension ihres Bildraumes, in Zeichen

Rang(f) := dim(Bild(f)).

e Betrachtet man die lineare Abbildung

PSS
A v~ Av

mit einem A € K™*" g0 folgt aus der Definition des Matrizenprodukts, dass der Bildraum von f4 gerade
aus allen Linearkombinationen der Spalten von A besteht.

e Es gilt also
Rang(f4) = dim(Bild(f4)) = dim(S(A4)) = Rang(A).

e Der Rang einer Matrix A und der Rang der von ihr vermittelten linearen Abbildung f4 stimmen also
iiberein.

e Da sich noch herausstellen wird, dass sich jede lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektor-
rdumen wie f4 mit Hilfe eines Matrizenprodukts schreiben lisst, ist diese Erkenntnis von grofser Tragweite.

e Fiir eine lineare Abbildung f ist bekanntlich Kern(f) := f~'({0}) ein Untervektorraum von V. Es gilt
sogar allgemeiner:

Satz 11.2.2. Es seien K ein Kdrper, V, W zwei K -Vektorrdume, f € Hom(V,W) und Y C W ein Untervek-
torraum. Dann ist f=2(Y) C V ein Untervektorraum von V.

Oenglisch: Im(f) vom ‘image’ - nicht mit dem Imaginérteil verwechseln!
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18.11.10

Beweis: Es seien X := f~1(Y) und z, 21,22 € X, k € K. Dann gilt f(z1), f(z2) € Y und somit wegen der
Linearitdt von f auch

flx1+z2) = f(x1) + f(a2) €Y = a1 + 22 € X
flkz)=kf(z) e Y =kr e X,

d.h. Y besteht den Untervektorraumtest (damit ist auch der Beweis, dass der Kern ein Untervektorraum ist,
nochmal allgemeiner wiederholt). O

Definition 11.2.3. Es seien K ein Kérper, V., W zwei K-Vektorrdéume und f € Hom(V, W). Der Defekt von
f ist die Dimension des Kerns, in Zeichen

Def(f) := dim(Kern(f)).

Satz 11.2.4. Es seien K ein Kérper, V, W zwei K-Vektorrgume, f € Hom(V, W) und dim(V) < co. Dann
gilt
Def(f) + Rang(f) = dim(V).
Beweis: Nach dem Basiserginzungssatz kann man eine Basis B’ = {b],...,b/,} von Kern(f) zu einer Basis
B =B'UB" von V mit B” = {b,...,b]},} ergénzen.
Es gilt f(B') = {0} und
Lin (f(B")) = Lin (f(B)) = f(Lin(B)) = /(V).

Das dabei verwendete f(B") ist sogar linear unabhéngig, denn

O—Z/\f b = (Z)\ b”)

heift 7", A\ € Kern(f) und damit folgt

i=1 i=1 i=1 i=1

Da B = B" U B” eine Basis von V ist, folgt damit \; =0 fiiri=1,...,m (und o; =0 fiir i = 1,...,n).
Da f(B") linear unabhingig ist, und wegen Lin (f(B")) = f(V), ist f(B”) eine Basis von f(V) = Blld(f). Die
Behauptung kann man jetzt ablesen aus

Rang(f) =dim(Bild(f)) = |B"| =m
Def(f) =dim(Kern(f)) = |B'| = n,
dim(V) =|B| = |B'UB"|=m+n. O

e Mit diesem Satz ist man nun in der Lage Satz 10.5.13 relativ kurz zu beweisen:

Beweis: Ist f := fs : 2 — Az die durch A gegebene lineare Abbildung, so ist Spaltenrang(A4) = dim(S(A)) =
dim(Bild(f)).

Andererseits ist dim(Kern(f)) = n—Zeilenrang(A)

Mit dem Dimensionssatz dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)) = n folgt nun aber dim(Kern(f)) = n — dim(Bild(f))
und somit dim(Bild(f)) =Zeilenrang(A) =Spaltenrang(A). O

Satz 11.2.5. Es seien K ein Korper, V und W zwei K-Vektorriume und B eine Basis von V. Die Abbildung
f € Hom(V, W) ist

falls
dim (W)

(1) surjektiv <= Lin(f(B)) =W * Rang(f) = dim(W).

(2) injektiv <= Kern(f) = {0} <= Def(f) = 0 <= f|p ist injektiv und f(B) linear unabhdngig
falls
Rang(f) = dim(V).

d]m(V)<oo

falls
dim(V),dim(W) < oo
<~

(8) bijektiv <= f|p ist injektiv und f(B) C W ist eine Basis von W
dim(W).

Rang(f) = dim(V) =
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Beweis: (1) B=1{b;|i€ N} = f(B)={f(b;)]| i€ N} ' und somit

Lin (f(B)) = {Z Nif(bi)| M€ K,M C N,M endlich} =

€M

=f ({ZAM A eK,MgN,Mendnch}> =

i€M
=f(v) 2w
Wegen Rang(f) := dim f(V)f 2 Qim W folgt Rang(f) = dim W aus der Surjektivitét.
Aus dim f(V) = dim W folgt nur im endlichdimensionalen Fall f(V) = W und damit die Surjektivitidt von f

(siehe 11.5.22); im oo-dimensionalen Fall stimmt das i.A. nicht! (2) wurde teilweise schon in 11.1.8 erledigt,
weitere Teile werden in den Ubungen gezeigt. O

e Der im letzten Punkt festgestellte Sachverhalt, dass Vektorrdume genau dann isomorph sind, wenn sie
gleiche Dimension haben, gilt sogar im co-dimensionalen Fall (es gibt eine Bijektion zwischen den Basen).

e Ist V = W endlichdimensional, so ist fiir ein injektives f nach 11.2.5(2) Kern(f) = {0}, also nach 11.2.4
Rang(f) = dim(W) und somit nach 11.2.5(1) f surjektiv.

e Entsprechend folgt aus f surjektiv, dass fiir V' = W endlichdimensional f auch injektiv ist.

e Es gilt also:

Folgerung 11.2.6. Es sei f ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraumes V.
Dann gilt: f ist injektiv <= f ist surjektiv.

11.3 Matrixdarstellung

e Ein K-Vektorraum V mit m := dim(V') < oo lisst sich wie folgt mit dem arithmetischen K-Vektorraum
gleicher Dimension in Verbindung bringen:

— Es sei B = (by,...,by) eine geordnete Basis von V.

— Es sei
K™ -V

L (xl,...,xm)Hinbi
i=1
(also insbesondere pp(e;) = b;).
— Das so definierte g ist ein Isomorphismus, d.h. V und K™ sind isomorph. (— Ubung 5.7).
e Die folgenden Generalvoraussetzungen gelten fiir den gesamten Abschnitt:

— Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit m := dim(V') und der geordneten Basis B =

(b1, bm).
— Es sei W ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit n := dim(W) und der geordneten Basis C' =
(Cl, v ,Cn).

— Es sei f € Hom(V, W).

o Es sei
V=g o fopp baw. f=copopy

e Da ¢c (und damit auch ;' — Ubung),f und ¢p linear sind, ist ¢ ebenfalls linear (— Ubung).

11st B und somit die Indermenge N unendlich (méglicherweise sogar {iberabzihlbar), so wiihlt man ein geeignetes g € VY und
vereinbart damit b; := g(¢). (b;);en nennt man eine Familie in V und b; ein Element dieser Familie zum Index i.
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Damit haben wir die folgende Situation:

v W

os| |2

Als lineare Abbildung ist ¥ durch die Bilder aller Basisvektoren einer geordneten Basis eindeutig festgelegt.

(el

t
Nimmt man etwa die kanonische Basis E(™) = ,...,em ) von K™ und einen Vektor (v1 Vg ... vm)

S vel™ € K™ so gilt:

U( t(vl Vg ... Z vge(m) Z vﬂ/)(egm)) ,

{=1

Dies kann man auch in Matrixschreibweise notieren. Ist

A= (™), d(eS™), . (el™))

die Matrix, deren Spalten die Bilder der Basisvektoren sind (geschrieben als Koordinatenvektoren beziiglich
der kanonischen Basis E(™ des K™), so gilt:

V1 (%
o(f 2 pP=4
Um Um

Wegen f = @c o o g bedeutet das also fiir die urspriinglich betrachtete lineare Abbildung f €
Hom(V, W) und ein v € V

f0)=pcov oy (v).
Ist nun v = ;" | vsb die eindeutige Darstellung von v beziiglich der Basis B = (by,...,by,) von V, so ist

m

m
t
v) = @El(z vebg) = Zwe(m) v1 vy ... vm) e K™.

Somit ist nach dem oben Gesagten

V1 (%1 w1
vogr'wy=v(| 1 h=a|: |=
Um Um Wn
Damit ergibt sich fiir f insgesamt
wl n n
fwy=pc(| : |)= @C(Z wgegl)) = wae = w
w, =1 =1

Fiir 93" (v) kann man auch vy schreiben, denn das ist die bereits frither eingefiihrte Koordinatendarstel-
lung des Vektors v beziiglich der Basis B.

Damit sieht die ganze Rechnung so aus:
W = A-vp

Die Matrix A sieht dabei mit der neuen Schreibweise so aus

A= (FO1) 0 (b2 FB),) (11.1)

d.h. ihre Spalten sind die Bilder der Basisvektoren von V, dargestellt als Koordinatenvektoren beziiglich
der Basis von W.
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Definition 11.3.1. Die Matrix A € K™*™ zu der linearen Abbildung f ist (fir festgelegte Basen B, C von V
bzw. W) eindeutig bestimmt. Man nennt sie deshalb die Matrizdarstellung von f € Hom(V, W) bzgl. der Basen
B und C und schreibt A =: ,[f] 5.

e Diese Schreibweise ist in der Literatur nicht einheitlich:
e Einige andere Schreibweisen mit der gleichen Bedeutung sind etwa M (f)& oder ~M(f)p.

e Die Schreibweise ist sehr einprégsam, was auf der folgenden Seite farblich unterstrichen wird.

V endlichdim. € Hom(V, W) W endlichdim.
-Vektorraum -Vektorraum
B = (bl,...,bm) nxm 9(7[][‘]3 = C= ((fh...,(fn)

geordnete Basis  (f(b1),,,...,(f(bm),) geordnete Basis

m n
v = Zvibi eV w = Z wic; € W
i=1 j=1

fv) =w <= w. = [flg vy

Beispiel 11.3.2. Es sei

R2><2 SR
h: T11  T1o (— Ubung).
— T11 + Ta2
To1 T2z

Eine mégliche Basis des m = 4-dimensionalen 1 - Vektorraumes R**2 st etwa
Bi=((18). (80). 28). (89)
[ N N i
=b1 =b2 =b3 =bs
Eine mogliche Basis des n = 1-dimensionalen - Vektorraumes R ist

c=(1)

Zum Aufstellen von .[h]; € 1" werden die Bilder der Basisvektoren gebraucht:
h(bl) = ]., ]L(bg) = O, ]L(bg) = 0, ]L(b4) =1.
Beziiglich der Basis C' sind das die Koordinaten-Vektoren
Bor), = (1), h(ba),, = (0), hlbs), = (0), hlba),, = (1)
Mit diesen Vektoren als Spalten ergibt sich
clhlg=(1 0 0 1)

Méchte man nun also z.B. h(X) fir X = (11) mit Hilfe der Matrizdarstellung berechnen, so muss man X
zuerst beziiglich der Basis B darstellen.
Wegen X = by + by + bs + by gilt

und somit 1
7//( CT[h]B'X/B:(l 0 0 1)(%) —(2)
Damit st 1
nMX) = Zyj(tj =y =2-1=2=y,
Jj=1
was man auch direkt aus der Abbildungsvorschrift abliest. 22.11.10
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Beispiel 11.3.3. FEs sei
. JR[z]2 = R[z]2
I d d?
p(2) = 24p(2) — 2 72p(2)

Da die Ableitung linear ist, ist [ linear.

Schreibt man p € R[z]2 aus als p = az> + bz + ¢ mit , s0 st f(p(2)) = 2az + 20.

Da es sich bei [ um einen Endomorphismus handelt, nimmt man tblicherweise die gleiche Basis fiir Definitions-
und Bildbereich. Eine mogliche Basis des m = 3-dimensionalen [ - Vektorraumes R[z]s ist etwa

B = 1

2

4 ) z )
N
=b1 =bx =b3

Zum Aufstellen von ,[f]; € 3%3 werden die Bilder der Basisvektoren gebraucht:
f(b1) =2z, f(b2) =2, f(b3) =0,

Beziiglich der Basis B sind das die Koordinaten-Vektoren

fbr),, = (%) s f(b2)y, = (§)  J(Ba)yy = <§) '

Mit diesen Vektoren als Spalten ergibt sich

N OO

0 0
B[f]B =12 0
0 0
Méchte man nun also 2.B. f(q) fiir q(z) = 2* — 3z + 2 mit Hilfe der Matrizdarstellung berechnen, so muss man

q zuerst beziiglich der Basis B darstellen.
Wegen q = by — 3by + 2b3 gilt

und somit 0 0 1 0
s gp={2 0 -3 = 2
0 2 2 —6

Damit ist

3
flg) =) ajbj=22-6.
i=1

Aus der Darstellungsmatriz 5(f]; von f kann man nun auch weitere Informationen iber f ablesen:

Da offensichtlich Rang(5[f]5) = 2 ist, folgt Rang(f) = dim(Bild(f)) = 2. Da die Bildpolynome von f einen
Grad <1 haben, bedeutet das Bild(f) = R[z].

Dies folgt auch aus

0 0 0
Bild(f) =S(;[f]5) = Lin 21,10 ,1(0 =
0 2 0
0 0
=Lin 11,10 =Lin(z,1) = R[z]y
0 1

Ebenfalls wegen Rang(;[f]5) = Rang(f) = 2 folgt mit dem Dimensionssatz Def(f) = dim(Kern(f)) =1, d.h. f
ist weder injektiv noch surjektiv.
Der Kern(f) ist die Losung des homogenen LGS

slflpg-2=0 =

oo
oo O
o oo
S
Il
o
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hier also Kern(f) = Lin (e3) = Lin (1) = R.
Andert man die Definition ab auf

)

. {R[z}z - R[z);

T be) = 28p(2) — 2 p2)

so erhdlt man entsprechend

11,=(6 2 0)

(wobei nun C' = (=, 1) eine Basis von R|z|, sei) und liest an dem vollen Rang 2 der Matriz ab, dass [ surjektiv

15t.

11.4 Basiswechsel

Ist V = W und betrachtet man einen Endomorphismus f € Hom(V,V) = End(V), so wird man meist
auch nur eine Basis B von V' wihlen und schreibt dann einfach [f]; statt 5[f];.

Betrachtet man nun einen Endomorphismus f € Hom(V,V) = End(V), aber doch zwei verschiedene
Basen B # B, so ist insbesondere
T := z[id]g

interessant.

Diese quadratische Transformationsmatrix 7" beschreibt die Umrechnung eines Koordinatenvektors beziig-
lich der Basis B in einen Koordinatenvektor beziiglich der Basis B, d.h. fiir jedes v € V gilt

v = gldlg -y =T v5. (11.2)
Betrachtet man nun also einen Endomorphismus f € End(V') einmal beziiglich der Basis B von V und

einmal beziiglich der Basis B von V und die beiden zugehorigen Abbildungsmatrizen [f], und [f]z, so
kann man zwischen diesen mit Hilfe geeigneter Transformationsmatrizen umrechnen:

Aus
wird durch Einsetzen von (11.2)

und durch nochmalige Transformation

wy, = glid] 5 - wys = glid]z - alflz - lidlg vy (11.3)

B[.f][}

Wegen
vy = glidlg vy bzw. v, =glidlz-vy; YveV

ist T' = 3[id] 5 invertierbar mit 7' = S[id] 5.

Daraus liest man ab
slflg = lidls - sl - aldlg=T""5[fl3- T (11.4)

Definition 11.4.1. Es seien K ein Korper und n € N. Matrizen A, A’ € K™*™ heiflen dhnlich, wenn es ein
invertierbares T € K™"*" mit A' = TAT! «— A=T"1A'T g¢ibt.

Die Finsteinsche Summenkonvention ist eine Konvention zur Notation mathematischer Ausdriicke.
Sie wird in der Tensorrechnung und insbesondere in der theoretischen Physik verwendet.

Mit der Summenkonvention werden Summenzeichen zur Verbesserung der Ubersicht einfach weggelassen
und stattdessen wird {iber doppelt auftretende Indizes summiert:
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Im einfachsten Fall der Summenkonvention gilt: Uber doppelt auftretende Indizes innerhalb eines Produkts
wird summiert.

Soist z.B. fiir A = (a;;) € K™*™ die i-te Zeile des Matrizenproduktes Az bekanntlich (Ax); = 2?21 @i ;.
Mit der einfachen Summenkonvention kénnte man kurz schreiben (Az); = a;jz;.

Das ist natiirlich fehleranféllig, da man wissen muss, von wo bis wo zu summieren ist. Bei ay;B¢ry;; konnte
m n . .
z.B. Y > 1 kiferyi; gemeint sein.

In der Relativitatstheorie gilt als zusétzliche Regel: Summiert wird nur, wenn der Index sowohl als oberer
und als unterer Index auftritt.

In diesem Zusammenhang schreibt man dann etwa (Az); = a;'»xj .

Ein Vektor x eines endlichdimensionalen K-Vektorraumes V' bzgl. einer Basis B = (by, ..., b,) von V sieht

z1

dann kurz so aus: x = 27b; mit 27 € K fiir j = 1,...,n bzw. Ty = ( :

n

) statt bisher x = 37" ;b;.

x

Die Spalten von T' = (t;j)1<i,j<n = glid]5 sind laut (11.1) gerade die Vektoren bj/}é’ d.h. man kann fiir
j=1,...,n schreiben

n
bj =Y _ti;b; oder in Summennotation |b; = tib; |
i=1

Betrachtet man dagegen z/5 = lid] -7/, <= x5 =T -7/, so folgt fiir die Koordinaten z; von z/, und
T; von T/

n -

T = Ztijxj oder in Summennotation |’ = t%z |

=1 —

Betrachtet man die umrandeten Gleichungen, so sieht man, dass man beide Male die gleichen t; hat,

einmal aber fiir die Umrechnung B — B, das andere Mal fiir B — B, d.h. die 2 transformieren sich genau
entgegengesetzt—=~Kkontravariant zu den b;.

Noch allgemeiner kann man einen Basiswechsel beschreiben, wenn man wieder von einer linearen Abbildung
[V — W ausgeht, jetzt aber zwischen zwei Basen B und B von V und C' und C von W wechselt.

Dann gilt
(?[f]é = (ﬁ'[idw]c ’ ([f]B : B[idv}g

bzw. mit den Transformationsmatrizen 7 := -[idy/] von ' auf C' und S := z[idy],; von B auf B

Ap=Tclfly S .

Definition 11.4.2. Es seien K ein Kérper und m,n € N, Matrizen A, A’ € K™*™ heifien dquivalent, wenn es
invertierbare Matrizen T € K™*" S € K™*™ mit A’ = TAS™! gibt.

Beispiel 11.4.3. Wie in 11.3.2 sei

h: T11  T12
— Z11 + T22
T21 T22

Die Abbildungsmatriz beziiglich der Basen B und C' ist bereits aus 11.3.2 bekannt. Jetzt soll auf die beiden neuen

Basen )
Be=((58), (58), (18), (1)) von B>
M M e
=by =by =bs =0,
und ~
C:=(_2 ) von R
~—~

ibergegangen werden.
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Wegenglzbl, 82:b1+b2, 53:b1+b2+b3 U’fldi)4:b1+b2+b3+b4 gllt

B[idR2X2]B - Sil =

oo o
O O = =
O = ==
i e

Wegen ¢y = 2 = 2¢q gilt

Damit hat man zusammen

Damit kann man jetzt das Bild der Matriz X = (1 1) nochmal beziiglich der neuen Basen berechnen. Wegen

X = by ist
v-(1)
/ 0
1
und somit o 8
ye=cllg Xg=(G 3 3 1)'<9>=(1)-
Damit ist

1
MX)=) yéi=yp-a=1.2=2=y

j=1

Beispiel 11.4.4. Wie in 11.3.3 sei

‘. {R[Z]z —Rh
P(2) = () = 2 ap(z)

Die Abbildung f soll nun allerdings beziiglich der neuen Basis

beschm’gben werde]z. )
Wegen b1 = 4b3, bg = 2()2, b3 = b1 gilt (Ugl. (11.4))



25.11.10

11.5 Hom(V,W) und der Dualraum

Satz 11.5.1. Es seien K ein Korper, V und W zwei K -Vektorriume. Hom(V, W) ist mit der iblichen Summe
und dem skalaren Vielfachen von Abbildungen selbst ein K-Vektorraum. Sind V, W endlichdimensional, so gilt

dim(Hom(V, W)) = dim(V) - dim(W).
Beweis: Sind f,g € Hom(V, W) und v,v1,v2 € V, k, k', c € K, so setzt man, wie bei Abbildungen {iblich

(f+9)(w) = flv) +9(v),
(kf)(v) = kf(v).

Diese Abbildungen sind wieder lineare Abbildungen von V nach W, also Elemente von Hom(V, W). Dies ist viel
Schreibarbeit, aber nicht sonderlich schwer und wird in den Ubungen erledigt (=5.6).

Fiir den Nachweis der Dimensionsformel im endlichdimensionalen Fall wihlt man zwei Basen B = (b1,...,by,)
und C = (¢1,...,¢,) von V und W und betrachtet die linearen Abbildungen f;; mit ¢ = 1,...,m und j =
1,...,n, die wie folgt durch die Bilder der Basisvektoren eindeutig bestimmt sind:

fij(bi) ==1c¢j, fij(be) :==0 fiir £#1.

Diese Abbildungen sind linear unabhingig:

ZZ)\ijfz’j:O — ZZ)‘ijfij(bk)zo Vi<k<m

i=1 j=1 j=1i=1

— Z/\kjcj:() Vi<k<m
j=1
:>Ak]:0 fir j:l,,n,]{;:17,m

Die f;; erzeugen den ganzen Vektorraum: Ist ndmlich f € Hom(V, W), so ist dieses f bekanntlich durch die
Bilder der Basisvektoren eindeutig festgelegt.

Fiir geeignete Koeffizienten ; € K kann man die Bilder der Basisvektoren schreiben als f(by) = >°7_; ;-
Nutzt man nun wie oben die Definition der f;; aus, so ergibt sich:

f(bk) :Zﬂkjcj = Zzuijfij(bk) VE=1,...,m
j=1

j=1i=1

éf:ZZ/Lijfijv

i=1 j=1

d.h. f ist eine Linearkombination der f;;.
Da es n - m verschiedene Basisvektoren f;; sind, ist also dim(Hom(V,W)) =n - m. O

Definition 11.5.2. Es seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. V* := Hom(V, K) heifit der Dualraum
von V. Die Elemente von V* heiflen Linearformen oder Lineare Funktionale.

e Eine Linearform wurde bereits ausfiihrlich in 11.3.2 untersucht.
e Ist V endlichdimensional, so betrachtet man nochmal die Basis aus dem Beweis von 11.5.1.

e Zu 7zwei Basen B = (by,...,by) von V und C = (1) von K werden die Linearformen f; mit i =1,...,m
durch die Bilder der Basisvektoren eindeutig bestimmt:

fi(bi) :==1, fi(bj):==0 fiir i #j.
e Wegen dieser Eigenschaft schreibt man b° statt f;:
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Definition 11.5.3. Es seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und B = (by,...,b,)
eine Basis von V. Fiiri=1,...,n seien b* € V* mit 2

i i L firi=j
b(bs) = 5j - {0 sonst ’

Satz 11.5.4. Es seien K ein Kdrper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einer Basis B =
(b1,...,byn). Dann ist B* := (bl, ceey b”) eine Basis von V*, die so genannte Dualbasis von B. Insbesondere gilt
dimV =dim V™, also V & V*.

Beweis: Der Beweis wurde bereits in 11.5.1 erbracht. O

e Da die Dualbasis B* := {b',...,b"} mit oberen Indizes geschrieben wurde, verwendet man fiir die Koordi-
naten nun untere Indizes, also fiir y € V* etwa y = >~ ; y;b* oder kurz y = y;b* mit Summenkonvention.

e Mit linearer Fortsetzung von 11.5.3 folgt nun fiir z = z7b;:
bi(z) = b (27b;) = 27b (b)) = :Ej5; = z!

oder ohne Summenkonvention fiir z = ~7_, 27b;:
b(z) =6 () _alb;) = albi(b;) =Y aldi =a'
j=1 j=1 j=1

e Vorsicht: Fiir dim V = oo bilden die b’ keine Basis von V*: Die durch f : b; ~— 1 fiir alle b; € B gegebene
Linearform lésst sich z.B. nicht als Linearkombination von B* darstellen (die Summe aller b* ist nicht
definiert und erst recht keine Linearkombination)!

o Ist y € V* und B = (b1, ...,b,) Basis von V, soist (y[ylp = (m ... n,) € K"

z"

1,1
e Damit gilt fiir z € V mit dem Koordinatenvektor z,, = < >, dass y(x)/(l) = 2?21 njx’ oder kurz

y(x) = nja.

~1
x

: ) und (4)[y]p =

~n

x

e Wechselt man auf die Basis B = (51, RN 5n> von V, so gilt entsprechend mit x5 = (
(... 7n) € K", dass y(x)/(l) = >, 7@ oder kurz y(z) = 7;2".

e Zusammen folgt also ;27 = 7;Z*, also mit der Transformationsgleichung #* = t}x7: ;2! = 7;t%a7.

e Da dies fiir alle z € V richtig ist, folgt n; = t;ﬁi, d.h. die n; transformieren sich genauso wie die Basis
bj = t§-5i, also kovariant.

Definition 11.5.5. Es sei V ein K-Vektorraum mit n := dim(V) < oo.
Ein Element von K heiffit auch Tensor 0.Stufe. 3
Ein Tensor 1.Stufe ist eine Grifle, deren einfach indizierte Komponenten v’ oder v; bei einem durch b; = t;-bi

beschriebenen Wechsel zwischen den Basen B = (by,...,b,) und B = (51,...,5n) von V ein bestimmites

Transformationsverhalten zeigen, ndmlich im kontravarianten Fall v* = t;v?, im kovarianten Fall v; = t;0;.

e Vektoren sind kontravariante Tensoren 1.Stufe.

e Linearformen sind kovariante Tensoren 1.Stufe.

e Im Fall arithmetischer Vektorriume V = K™ und W = K™ mit den kanonischen Basen E(™) und E™
gilt gerade
EM™) [fij]E(m) = Eji c Knxm

126; ist das bekannte Kroneckersymbol das hier nur fiir die spitere Verwendung der Summenkonvention etwas anders geschrieben
wird.
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e Dies zeigt
Hom(K™, K"™) =2 K"*™.

e Der zugehorige Isomorphismus ist die Abbildung einer linearen Abbildung auf ihre darstellende Matrix.

e Dieser Zusammenhang verdeutlicht auch nochmals die hergeleitete Dimensionsformel.
e Ist V = K™ und W = K mit den kanonischen Basen E(™) und (1) gilt gerade

(1) [bj]Ehn) = t(ej) € lem?

e also

Hom(K™, K) = K*™ ~ g™,

e Betrachtet man den Spezialfall von Endomorphismen, also Elementen von End(V') = Hom(V, V), so kann
man zusitzlich zu ,,+“ und dem skalaren Vielfachen, mit denen das ein Vektorraum ist, auch noch die
Komposition dieser Abbildungen betrachten.

e In dem zu End(V) isomorphen Vektorraum der quadratischen Matrizen aus K™*™ entspricht die Kom-
position der Matrizenmultiplikation, d.h. fir f,¢g € End(V) gilt (beziiglich einer Basis B von V')

[foglg=1flp l9lp -

(Man beachte: weder o noch das Matrizenprodukt sind i.Allg. kommutativ!)

e Mit dieser Multiplikation wird End(V) bzw. K™*™ sogar zum Ring (folgt direkt aus den Rechengesetzen
fiir Matrizen).

e Man spricht vom Endomorphismenring des Vektorraumes V, in Zeichen: (End(V'), +, o) (Einselement idy
bzw. Einheitsmatrix 1,,).

11.6 Translationen

Definition 11.6.1. Es seien K ein Kérper, V ein K-Vektorraum, a € V und

{V —V

ty :

r—x+a
Dieses t, heifst Translation oder Verschiebung von V.

Satz 11.6.2. Es seien K ein Kérper, V ein K-Vektorraum. Dann gilt:

(1) t, ist eine Permutation von V. Va €V,

(2) tooty =terp =tpoty Va,beV,

(3) (ta) " =t_q VYaeV,idy = to,

(4) Ist T :={ta | a €V}, soist f:V — T mit f(a) =t, eine bijektive Abbildung mit f(a +b) = tarp = tq 0 tp.

Beweis: (1) to(x) =ta(y) <= a+r=a+y <= z =y, d.h.t, ist injektiv,
to(z —a) = (r — a) + a = z, d.h. ein beliebiges « € V hat das Urbild = — a, t, ist also surjektiv.
Damit ist ¢, eine Bijektion von V in sich, also eine Permutation von V.

(2) to oty(x) =ty (tp(z)) =to(z+b)=(x+b)+a=z+ (b+a)=
=z+(a+b) =(x+a)+b=t(x+a)=1t(t.(z)) =

=tatb(®)

=tpoty(x).

(3) Nach dem vorhergehenden Punkt gilt (t_,0t,) () = to(z) = 2 Vo € V = t_, = t; !, denn to(z) =
r VeV < ty=idy.

(4) Esist f(a) = f(b) < t,=t, < tu(z) =tp(x) Ve eV < z4+b=z+4+a VeV < a=},
also f injektiv. Da die Surjektivitdt direkt aus der Definition klar ist, ist f also bijektiv. Die Eigenschaft
fla+b) =t, oty folgt direkt aus der Definition zusammen mit dem oben gezeigten tq4p = t4 0 tp. O

e Da die Komposition von Abbildungen bekanntlich assoziativ ist, ist wegen 11.6.2(2)-(3) (T, o) eine abelsche
Gruppe.
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e 11.6.2(4) zeigt dann, dass f eine strukturerhaltende Abbildung von (V,+) nach (7o), also ein Gruppen-
homomorphismus, ist.

e Da dieser Homomorphismus sogar bijektiv ist, handelt es sich bei f um einen Isomorphismus, d.h. die
beiden betrachteten Gruppen sind isomorph: (V,+) = (T, o).

11.7 Affine Abbildungen

Definition 11.7.1. Es seien K ein Kérper, V und W zwei K -Vektorraume. Fine Abbildung g : V — W heifit
affine Abbildung, falls es eine Translation t : W — W und eine lineare Abbildung f :V — W gibt mit g =to f.

\% A w
t
N
w
e Nimmt man ¢t = tg = idy, so hat man g = f, d.h. alle linearen Abbildungen sind auch affin.

e Ist V = W und nimmt man f = idy, so sieht man, dass alle Translationen affine Abbildungen von V in
sich sind.

e Die Umkehrung dieser beiden Aussagen gilt nicht.

Folgerung 11.7.2. Aus den Eigenschaften von Homomorphismen folgt sofort, dass die Bilder affiner TeilrGume
unter affinen Abbildungen wieder affine Teilraume sind!

Beispiel 11.7.3. Es sei g : R? — R? gegeben durch

30 —4
Dies ist eine affine Abbildung mit

t:ta,a:(_64) und f:fA,A:<g g)

Einige Funktionswerte dieser Abbildung sind z.B.
2 2 2
(3= (5) (%)

Dabei fallt auf, dass w von g festgehalten wird.
Zusammen mit A = 315 kann man sich so verdeutlichen, was g geometrisch machi:

I
/‘—\
o ™
N~
p=§
N\
[NORN
~__
SN~—
I
N
o o
N~

g(x) r+a (w+z—w)+a w+a+A(x —w)

=g(w)=w
—
=w+3ly(z—w)=w+3x—w) =W +3WX
To g(x)
8 —
6 —_
4 -
2 —_
f } } . } }
0 1 2 3 4 gr
—3 1
w

Abbildung 23: Zentrische Streckung
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29.11.10

Satz 11.7.4. Es seien K ein Korper, V und W zwei K -Vektorrdaume und g1, go : V. — W zwei affine Abbildungen
mit g1 = te 0 f1, g2 = tp 0 fo und a,b € W, f1, fo € Hom(V,W). Dann gilt: Ist g1(x) = go(x) Vz € V, so ist
fi=fo und a=0.

Beweis: Ist g1(x) = go(x) Vo € V, s0 ist (¢, o f1)(x) = (ty o f2)(x). Da t, invertierbar ist, folgt
filz) = (t; otyo fo)(z) Vx eV,
also insbesondere
f1(0) =t oty 0 f2(0).
Da fiir die linearen Abbildungen f; und fo gilt
f1(0) =0 = f2(0), folgt daraus

0=tloty(0)=t_o(b)=b—a < b=a,

d.h. die Translationsanteile der beiden affinen Abbildungen sind identisch.
Setzt man dies in die urspriingliche Gleichung ein, so ergibt sich

teo f1(z) =tpo fo(z) <= tyo fi(z) =ts0 folx) VeV
= filz)=fa(z) VeV = fi=fo,

d.h. auch die linearen Anteile sind identisch. O

Schaltet man zwei affine Abbildungen von V in sich hintereinander, so ergibt sich

. g1 0ga(x) = (tao f1) o (tv o fa)(x) = fi(fa(x) +b) +a =
= fi(f2(z)) + f1(b) + a = fio fa(z) + (f1(b) + a) =
= tc Og(.’l?)

mit ¢ = f1(b) + a und g = f1 o fo.
e Da mit f; und fo auch f; o fy linear ist, ist g1 o go auch wieder eine affine Abbildung.

e Da nicht alle affinen Abbildungen invertierbar sind, bildet die Menge aller affinen Abbildungen von V' in
sich trotz der gezeigten Eigenschaften sicher keine Gruppe.

e Betrachtet man aber nur die invertierbaren affinen Abbildungen von V in sich, so bildet diese Menge
zusammen mit der Komposition von Abbildungen eine Gruppe:

— Komposition ist immer assoziativ,
— Hintereinanderausfithrung bijektiver Abbildungen ist bijektiv,
— Identitéit ist eine affine Abbildung

Definition 11.7.5. Es seien K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. FEine bijektive affine Abbildung von V
in sich heifit Affinitat. Die Gruppe aller Affinitdten mit der Komposition wird mit Aff(V) bzw. (Aff(V),0)
bezeichnet (auch GA(V) fir affine Gruppe).

e Da Translationen grundsétzlich invertierbar sind, ist eine affine Abbildung von V' in sich genau dann eine
Affinitét, wenn ihr linearer Anteil invertierbar ist.

e Die affine Abbildung (zentrische Streckung) aus 11.7.3 ist ein Element von Aff(R?), denn der lineare Anteil
ist das 3-fache der Identitét.

Satz 11.7.6. FEs seien V und W zwei K-Vektorriume und g : V — W eine affine Abbildung. Sind X und X’
parallele affine Teilraume von V, so sind g(X) und g(X') parallele Teilraume von W.

Beweis: Zu den affinen Teilrdume X und X’ von V gibt es a,a’ € V und Untervektorrdume U und U’ von V
mit X =a+U und X' = d’+U’. X|| X' bedeutet U C U’ oder U’ C U. Der Einfachheit halber seien die Rdume
so bezeichnet, dass U C U’ gilt.

Die Bilder der beiden affinen Rdume unter der affinen Abbildung g = t; o f sind g(X) = (f(a) +b) + f(U) und
g(X") = (f(a') +b) + f(U'). Dies sind affine Teilrdume von W, denn f(a) + b, f(a’) +b € W und f(U) und
f(U’) sind nach 11.1.12 Untervektorrdume von W.

Da U ein Untervektorraum von U’ ist, ist auch f(U) ein Untervektorraum von f(U’), d.h. auch die affinen
Réume f(X) und f(X’) sind parallel. O

e Vorsicht: Machen Sie keine falschen Umkehrungen dieses Satzes! Nichtparallele affine Rdume kénnen durch
eine affine Abbildung parallel werden.
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12 Determinante und Spur

12.1 Motivation
e In den Ubungen (—2.4 & 7.5) wurde die Abbildung

R? — R?
f: T a b T a,b,c,d € R
— .
Yy c d Yy

e Dies ist eine allgemeine lineare Abbildung f4 € End(R?) mit A = (25).

untersucht.

e Es wird gezeigt, dass f4 (und damit A) genau dann invertierbar ist, wenn ad — be # 0 ist.

e Schreibt man fiir die spatere Verallgemeinerung um auf A = (1! gi2), so heift dies:

A invertierbar <= a1l - a9 — A21 - A12 7é 0.

e Betrachtet man nun also die Abbildung

@11 a12
D:A= — 11 * Q22 — G21 * A12,
a21  a22

so weiR man demnach, dass D(A) = 0 genau dann der Fall ist, wenn A singulér!? ist.

e Da A genau dann singuldr ist, wenn der Rang der Matrix A nicht voll ist, d.h. wenn die Zeilen oder
Spalten von A linear abhéngig sind, so kann man die Abbildung D auch interpretieren als Abbildung
R2 x R? — R der Spalten von A (oder analog fiir die Zeilen von A), die je nach linearer Abhiingigkeit oder
Unabhéngigkeit Werte = 0 oder # 0 liefert, also etwa

i a11 a2
Di( ) )—>a11~a22—a21~a12:b1-d2—b2~d1.
a21 a22
—_—— N —

e Die Abbildung D ist linear in allen Komponenten, d.h. in allen Spalten (oder analog Zeilen) von A:

e Die Linearitdt in der 1.Spalte sieht man etwa, indem man die 2. Spalte festhilt, und in der 1. Spalte den
iiblichen Linearitétstest macht:

D(b-l—qd):(b1+01)-d2—(b2+62)-d1 =
:bl'dszg'dl +Cl'd2762'd1:D(b,d)+D(C,d)
D(Ab,d) = Aby - do — Abs - dy = A(by - ds — b - di) = AD(b, d)

fiir alle b,c,d € R?%, A € R.
e Analog zeigt man fiir die 2. Komponente von D (also 2.Spalte von A)

D(b,d + ¢) =D(b,d) + D(b,e)
D(b,0d) =aD(b,d)

fiir alle b,d,e € R?, 0 € R.

Definition 12.1.1. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und n € N. Fine Abbildung V™" — K, die in
jeder Komponente linear ist, heifit n-Linearform (Bilinearform fir n = 2) oder allgemeiner Multilinearform.

Beispiel 12.1.2. Die oben diskutierte Abbildung D : R? x R2 — R, ist eine Bilinearform.

e Vertauscht man die Komponenten von D(b,d) = bydy — bady, so erhilt man D(d,b) = bad; — bids =
—D(b,d). Man spricht deshalb von einer alternierenden Bilinearform.

13ginguldr=nicht invertierbar
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e Das Kreuzprodukt (—spéter)

aiy a12 0
az1 X | a2 | = 0 s
0 0 a11a22—0a21012

im R3 ist ein Vektor der Linge (—spéter)
a11a22 —az1a12 = D ((a31) » (a33)) -

e Dies ist gerade die Flache des von
(ax) und (&)

az2

aufgespannten Parallelogramms.

e D heifkt Determinante von A und obige Beispiele haben schon mal einige wesentlich Eigenschaften der
Determinante angedeutet.

12.2 Determinante

Definition 12.2.1. Es seien R ein kommutativer Ring mit 1, n € N und A = (aik)i<ik<n € R™*" eine
quadratische Matriz. Dann heifit

det(A) := Z (sgn(ﬂ) H (am(i))> €ER

TESy i=1

die Determinante von A. Diese Formel ist auch unter dem Namen Leibniz-Regel bekannt (nach Gotifried Wilhelm
von Leibniz (1646 - 1716)). Oft schreibt man |A| fir det(A); bei ausgeschriebenen Matrizen werden die runden
Klammern durch senkrechte Striche ersetzt.

Beispiel 12.2.2.

n=1 det(A) = det(an) =aly -
n =2 n
Nr. 0 #Fehlst. sgn(m) [, airu
L (13) 0 + aii1a9
2 (31) 1 - a12a21
a1l ai2 a1l a2
= det = = — Sarrus 2 x 2
€ <a21 a22) a1 aos a11a22 a12a21 ( arrus )
+ —
ail a2
a1 22

Abbildung 24: Merkregel Sarrus 2 x 2

S

Il

(3
=
3

#Fehlst. sgn(m) [, aixg)

1 (133) 0 + 11022033
2 (1%23) 1 - a11a23032
3 (% % g) 1 - 12021033
4 (33) 2 + a12023a31
5 (313) 2 + 13021032
6 (}3 3 :f) 3 - 13022031

aix aiz2 ais
=det | az1 a2 a3 | =+ aiiaz2a33 + a12a23a31 + a13a21a32

ds1 G32  433 — 12021033 — 413022031 — 110233032
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w13 (711 12" @137\ a1
az3| G221 A22 423 021
as3\ d31 Q32 433 /fas31

Abbildung 25: Merkregel Sarrus 3 x 3

n>4

Im Fall n = 4 ist |S,| = n! = 24, es gibt aber nur 8 Diagonalen in der Matriz A (,Diagonalen” wie oben im
Falln =2 oder n = 3 gemeint). Schon aus dieser Uberlegung folgt, dass eine Sarrus-Regel wie fiir n = 2 oder
n = 3 im Fall n = 4 nicht existiert. Auch fiir alle grofieren n € N ist n! # 2n und somit eine Berechnung der
Determinante a la Sarrus nicht maglich.

Die Berechnung gréflerer Determinanten mit der Leibniz-Regel wdre auch wegen der n! Summanden sehr miih-
sam. Dies zeigt, dass man insbesondere fiir n > 3 ein besseres Verfahren braucht.

12.3 Einfache Rechenregeln fiir die Determinante

Satz 12.3.1. FEs seien R ein kommutativer Ring mit 1, n € N und A = (a;j)1<i,j<n € R"*"™. Dann gilt
det’A = det A.

Beweis: Laut Definition gilt

detA = Z (Sgn ﬁ aw )z) Z sgn(m ﬁ a;rl(y) =

€S i=1 TESn j=1

n n
= Z sgn H Qjr( j) = Z Sgn H Qjr(5)
=1

TESH TES, j=1

=det A O

Satz 12.3.2. Es seien R ein kommutativer Ring mit 1, n € N, A = (aij)i<ij<n € R™™, 0 € S, und
bij = Gig;) fiir 1 < i,j < n, also B = (bij)i<ij<n € R™™" die quadratische Matriz, die aus A durch die
Spaltenpermutation o entsteht. Dann gilt

det B = sgn(c) det A.

Beweis: det B = Z (Sgn(T)ﬁ (biq—(i))> = Z (Sgn ﬁ aw(‘r( ) )
i=1 =1

TESR TESH
n
= (sgn( A I amo) (p:=0o7)
pPESH i=1
=sgn(oc ) det A = sgn(c)det A. O
Satz 12.3.3. Es seien R ein kommutativer Ring mit1,n € N,/ € Nmit1 < { < nundv, undvi,...,v,...,0, €

R™ Spaltenvektoren. Dann gilt
det(v1, ..o, Vo + V), ooy V) = det (V1 e, Uy ooy V) + det (v, ey V), ey V)

t t
Beweis: Schreibt man v; = (ah- as; ... am) firi=1,...,nund v; = (a’u ab, ... a;w) so gilt

det (v, ooy Vo + V), oy Up) = Z sg (1) (agr(e) + Al (py) H aingy | =

TES, t;é

= Z sgn azﬂ(g HCLW() + Z Sgn( a(?r(l Ham(

TESh #l TES, #z
i i

=det(v1, .o, Voy ory V) + det (V1 ooy V), ooy Up)
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Satz 12.3.4. Es seien R ein kommutativer Ringmit1,n e N, L e Nmitl </l <n,r € Rundvy,...,vp,...,0, €
R™ Spaltenvektoren. Dann gilt

det(vy, .., Vg, ooy vy) = 1 - det(v, vy Vo, ooy U )

¢
Beweis: Schreibt man v; = (a1; az; ... an) firi=1,...,n,so gt

det(vy, .oy 7 - Vg, oy Uy) = Z sgn(m) - 7 - Apr(e) H Qi (3)
=1

mESn i£L
n
=r- Z <SgH(W)Haiﬂ(i)> =7 -det(vy, ..., Ve, e, V) -
TES =1

O

e Arbeitet man iiber einem Grundkorper K (statt iiber dem Ring R), so zeigen die Sétze 12.3.3 und 12.3.4,
dass die Determinante als Abbildung K™ x --- x K™ — K in jeder Komponente linear ist, d.h. es handelt
sich um eine Multilinearform.

e Mit 12.3.1 folgt, dass diese Aussagen jeweils auch zeilenweise gelten.

e Multipliziert man jede Spalte einer quadratischen Matrix A € R™*™ mit einem Faktor r € R, so folgt mit
12.3.4: det(rA) = r™ det(A).

e Aus der Multilinearitat folgt, dass die Determinante einer Matrix mit einer Nullzeile oder -spalte ver-
schwindet.

Satz 12.3.5. Es seien R ein kommutativer Ring mit 1, n € N, A = (a;;)1<i j<n € R"*". Hat A zwei identische
Spalten (oder Zeilen), so ist det A = 0.

Beweis: Angenommen, die Spalten ¢ und j von A sind gleich. Vertauscht man diese beiden Spalten, so bleibt
die Matrix, und damit auch ihre Determinante, gleich. Andererseits gilt nach 12.3.2, dass sich bei dieser Ver-

Joee i..m
Vergleich der beiden Aussagen liefert det A = —det A, also 2det A = 0. Ist R ein Korper mit 2 # 0 (also etwa
Q oder R), so liest man daraus det A = 0 ab. In Kérpern mit 2 = 0, etwa in Zs, oder in Ringen mit Nullteilern,
etwa Zg, kann man so nicht argumentieren. Auch dort gilt der Satz aber, man muss nur etwas mehr Mathematik
zum Beweis verwenden [siehe z.B. , , » S.194]. Die Aussage fiir Zeilen folgt daraus mit 12.3.1. O

tauschung das Vorzeichen der Determinante um sgn (1 - e g ”) = —1 dndert.

Satz 12.3.6. Es seien R ein kommutativer Ring mit 1, n e N, Am e Nmit 1 < ¢ # m < n,r € R und
Vlyerey Uty nnesUm, -, Uy € R™ Spaltenvektoren. Dann gilt

det(v1, ..., Uy s Uy ey Un) = det(V1, .., 00+ TVmy oy Uy e v oy Up)

Beweis: Wegen 12.3.3 und 12.3.4 (also der Multilinearit&t, falls R ein Korper ist) gilt

det(vi, ..., 0+ TV, ooy Uy e Un) =
det(v1, ..., U0,y Uy ooy Un) 7 det(Vr, ooy Uy ey Uy ooy Up)
Die letzte Determinante verschwindet aber nach 12.3.5. O

e Mit 12.3.2, 12.3.4, und 12.3.6 kann man nun zusammenfassend die Wirkung elementarer Umformungen
auf Determinanten auflisten:

Elementare Umformung Effekt auf Determinante

Typ I: Vertauschen zweier Zeilen (oder Spalten) Andert das Vorzeichen

Typ II:  Multiplikation einer Zeile (oder Spalte) mit einer Wert der Determinante mal «
Konstanten o € R

Typ III:  Addition des a-fachen einer Zeile (Spalte), « € R Wert der Determinante bleibt gleich
beliebig, zu einer anderen
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Beispiel 12.3.7. Vorsicht: Kombinationen dieser elementaren Zeilenumformungen, die man insbesondere gerne
benutzt um Bruchrechnungen zu vermeiden, fiihren bei Determinanten oft zu Fehlern:

2 4 7222332 2 4
3 1 0 -10

ist eine korrekte Kombination aus den beiden elementaren Zeilenumformungen Zs «— 275 und Zs «— Zs — 371
Wendet man dies auf eine Determinante an, so tbersieht man leicht den Faktor 2 bei der ersten Umformung,
der den Wert der Determinante verdandert:

2 4
3 1

Zy—22, 1|2 4
1234 216 2

Zy—Zy-37, 1 ’2 4 '

1236 2|0 —10

Beispiel 12.3.8. FEin weiterer Stolperstein ist die verschiedene Verwendung skalarer Vielfacher bei Matrizen

und Determinanten. Es gilt:
9 1 2\ (2 4
3 4/ \6 8)’

aber
21 20 12 4 1 21 12 20 |1 4
3 4/ (3 4 |6 8 |6 4 |3 8
bzw.
41 2l |2 4
3 4|6 8|

e Was hat man nun davon, wenn man eine Determinante durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilen-
stufenform gebracht hat (Spalten analog, das wird im Folgenden nicht jeweils extra dazugesagt)?

o Entsteht eine Nullzeile, so ist die Determinante= 0, denn die Zeilen sind damit linear abhéngig.
e Entsteht keine Nullzeile oder -spalte, so ist die Zeilen- oder Spaltenstufenform eine Dreiecksmatrix.

e Die Determinante solch einer Dreiecksmatrix ist einfach das Produkt der Diagonalelemente. Dies sieht
man an der Leibniz-Formel:

det(A) = Z sgn () Ha“,(i) (Leibniz)
i=1

TESy
e Ist namlich 7 # id, so gibt es mindestens ein ¢ mit 1 < i < n und (i) < 1.

e Da das zugehdrige a; ,(;) bei einer oberen Dreiecksmatrix = 0 ist, ist der gesamte Summand sgn() H?zl i x(s) =
0.

e Von der gesamten Formel bleibt also nur der Summand, der zu 7w = id gehort:
det(A) = H ;g -
i=1

Beispiel 12.3.9.

4 5 6 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3|=-4 5 6|{=—-0 -3 —-6|=—-|0 =3 —6|=3
7 8 10 7 8 10 0 -6 -11 0 O 1

e Wir haben bereits gesehen, dass die Determinante einer Matrix mit einer Nullzeile oder -spalte = 0 ist.

e Weiterhin wurde bereits gezeigt, dass die Determinante = 0 ist, wenn die Matrix zwei gleiche Zeilen oder
Spalten enthilt.

e Mit der nun bekannten Wirkung elementarer Umformungen an quadratischen Matrizen auf deren Deter-
minanten, kann man diese Aussagen nun noch deutlich verallgemeinern:

Satz 12.3.10. Es seien K ein Kdrper, n € N und A € K™*™. Dann gilt:

det(A) =0 < A ist nicht invertierbar (=singuldr).
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Beispiel 12.3.11. A ist genau dann singulir, wenn Rang A < n ist.

Dies ist wiederum genaw dann der Fall, wenn der von den Zeilen (oder Spalten) der Matriz A aufgespannte
Raum eine Dimension < n hat.

D.h. A ist genau dann singuldr, wenn die Zeilen (oder Spalten) von A linear abhingig sind.

Ist dies der Fall, so ldsst sich mit Hilfe elementarer Zeilenumformungen eine Nullzeile (bzw. mit Hilfe elemen-
tarer Spaltenumformungen eine Nullspalte) herstellen.

Ist A dagegen regulir, '*so ist Rang A = n, d.h. A lisst sich mit Hilfe elementarer Umformungen auf Dreiecks-
gestalt mit Diagonaleintrdgen # 0 bringen.

Die Determinante der resultierenden Matrix ist also # 0. Da die elementaren Umformungen nur das Vorzeichen
andern oder mit einem Faktor # 0 multiplizieren, heifst das, dass in diesem Fall auch det A # 0 ist.

12.4 Der Laplacesche Entwicklungsssatz

Definition 12.4.1. Es seien R ein kommutativer Ring mit 1, n € N und A € R™*".

Firi,j e Nmit1<i,j <n sei AW ¢ Rn=Dx(=1) dieienige Matriz, die durch Streichen der i-ten Zeile und
j-ten Spalte aus A entsteht.

Der FEintrag in der k-ten Zeile und (-ten Spalte dieser Matriz wird mit (A(ij))k,g bezeichnet. A7) heifit Strei-
chungsmatriz zum Eintrag a;; = (A);; von A, det(AW)) Minor zu a;;.

Der Faktor (—1)"7 det(A(9)) heifit der Kofaktor oder das algebraische Komplement von a;;.

Beispiel 12.4.2. Fir A := 3 9

~ =~ =

2 3 2 3
5 6| €z3%3 ist ARD = ( ) € 72x2
8 9

e Essei py € S, fiir 1 </ < n diejenige Permutation, die durch

k fiir k < £
pe(k)=<k+1 fird<k<n
14 fiir k=n

definiert ist.

e In der iiblichen Permutationsschreibweise ist das

(12 .. -1 £ 041 ... n—-1 n
PE=\1 2 ... ¢—1 ¢4+1 ¢+2 ... n ¢

e p; besitzt die Fehlstdnde (¢,n),({ +1,n),...,(n—1,n).
e Da das n — /£ Stiick sind, gilt sgn(ps) = (—=1)"~*.

e Mit solchen Permutationen lisst sich der Ubergang von A zu der Streichungsmatrix zu einem Eintrag
beschreiben. Es gilt:

(AW )ke = (A)pu ). (0) = Gputhy oy o) fiir 1<k 0 <=1,
Satz 12.4.3. Es sei A€ K™*"™ und 1 <i < n. Dann gilt:
det(A) = Z(—l)lﬂaij det(A@))
j=1
Beweis: Ist m € S,, eine Permutation mit 7 (i) = j, so folgt

-1

p; om(i) = p}l(j) =n und somit pjfl omopi(n)=n

Da sgn bekanntlich ein Gruppenhomomorphismus ist, folgt

sgn(p; ' oo p;) =sgn(p; ') - sgn(r) - sgn(p;) = sgn(p;) - sgn(r) - sgn(p;)
=(=1)"7 -sgn(m) - (=1)"" = (=)™ -sgn(r).

Myegulir=invertierbar
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Fiir eine Permutation 7 € S,, mit 7(¢) = j sei nun also

-1
Ti=p; OWOp;,

d.h. man kann solch ein 7 umschreiben zu 7 = p; o 7 0 p; ! und es gilt sgn(r) = (—1)"*7 sgn(r). Nun kann man
den Entwicklungssatz beweisen, indem man in der Leibniz-Formel jeweils alle 7 € S,, mit 7(¢) = j biindelt und
dann zu diesem 7 {ibergeht:

n

de(4) = = s [Tovsio = 32 3 sen) [Tovo = 3 5 (0 00 [Tt or -

e I =l =l
~ n n—1
:Z(_DH] Z sgn(7) H Qp;(k),pjor(k) = Z(_1)1+J Z sgn(7)a; H Qp;(k),pjor(k) =
Jj=1 TESH j= TESH k=1
m(n)=n T(n)=n
n n—1 n
=Y (=D)Hay Y sen(®) [[(AD) ez = D (1) ay; det(AW)).
Jj=1 TESn—1 k=1 j=1

O

e In der vorliegenden Version beschreibt der Laplacesche Entwicklungssatz die Entwicklung einer Matriz
nach der i-ten Zeile.

e Wegen det(A) = det("A) kann man aber genauso nach einer Spalte entwickeln:
o det(A) =21 (1) a;; det(AW)) . fiir ein j mit 1 < j < n.

1=

Beispiel 12.4.4.

123 +23)
456|=0D D" 456+ (D)2 456]+H ()45 6| =
789 89 789 78
123 123
:® (*1)2+1 .4 6 +@ (_1)2+2 L4 g _l_@ (*1)2+3 456
789 789 OF

e Durch Entwicklung nach einer Zeile wird aus einer n x n-Determinante eine Summe von n (n—1) x (n—1)-
Determinanten (Spalte analog).

e Entwickelt man diese nochmal, so werden das n - (n — 1) (n — 2) x (n — 2)-Determinanten usw., d.h. der
Aufwand wird erheblich!

e Deshalb sollte man nicht einfach drauflos entwickeln, sondern erst die entsprechende Zeile mit geeigneten
elementaren Umformungen vereinfachen:

Beispiel 12.4.5.

45 6| |4 -3 —6
1 2 3(=]1 0 0 —’_2 __161‘ 3’_16 _211‘ 3.
7 8 100 |7 -6 -11

12.5 Der Produktsatz und seine Folgen

Satz 12.5.1. Es seien R ein kommutativer Ring mit 1, n € N, A, B € R"*"™. Dann gilt
det(A-B) =det A-det B.
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Beweis: Mit A = (aij)lgwgn, B = (bij)lgi,jgn und C = (Cij)lgi,jgna WObei Cij = 2221 aikbkj fiir 1 S i,j S n
ist, gilt

det(A - B) = Z sgn(m) ﬁ Cin(i) = Z sgn(m ﬁ i aikbpn(i Ausmult.

TESy i=1 TESy i=1k=1
n n n n
=Y seu(m) > [laimbrre = § > sea(@ [ Jaiw [T owim =
©ESn K K kin =1 i=1 Kt 2y kin =1 TES,, i=1 i=1
n n n n n i )
S
= E H Qi kg E sgn(m) H bi; (j) = E H aik, det ((br, 0)1<j0<n) =
kn ko oookn=1i=1 €S, j=1 Ky ko kn=1i=1

= 0, falls nicht alle k; verschieden

= Z H a; 7(;) det ((bT(j)’g)lsj)ggn) 1232 Z sgn(T) H ir(iydet B = det A -det B.

TES, =1 TESn i=1
O
Satz 12.5.2. Es seien K ein Kiorper, n € N und A € GL(n, K). Dann gilt:
det(A™1) = det(A)™?
Beweis:
1 = det(1,) =det(A14) 2" det(A~1) det(A) =
det(A™1) =det(A)". O
Satz 12.5.3. Es seien K ein Korper, n € N und A, B € K™*" dhnlich. Dann ist det(A) = det(B).
Beweis:
A shnlich zu B = 35S € GL(n,K): A= S™'BS =
det A = det(S~'BS) 2" det(S™') det Bdet § 27
= det(S) "' det Sdet B = det B. O
e Ist f ein Endomorphismus eines K-Vektorraumes V mit dim V' = n, so besitzt er beziiglich einer Basis C

die Abbildungsmatrix [f].

Beim Basiswechsel zu einer anderen Basis D von V dndert sich zwar die Matrix zu [f],,, diese ist aber
dhnlich zu [f].

Nach 12.5.3 folgt somit det([f]) = det([f] ).

Die Determinante der Abbildungsmatrix héngt also nur von dem Endomorphismus f ab, nicht von der
speziell gewihlten Basis von V.

Man nennt die Determinante deshalb eine Invariante des Endomorphismus f und definiert:

Definition 12.5.4. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum mit dimV =n € N und f € End(V).

det(f) = det([f] 5)

fiir eine beliebige Basis B von V' heifit Determinante des Endomorphismus.

12.6 Die Cramersche Regel

Satz 12.6.1. Es seien K ein Korper, n € N, A € GL(n,K) und b € K™. Sind s1, sa, ..., S, die Spalten von A,
so gilt fiir die eindeutige Losung des LGS Az = b

det(sl,...,si_l,b,siH,...,sn) .
det(A) ’

Xr; =
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Beweis: Zum Nachweis wird die angegebene Losung in Ax eingesetzt und dann wird die Determinante im Z#hler
von z; nach Laplace entwickelt (nach der i-ten Spalte). Fiir die k-te Komponente gilt:

n

- det(817'"7Si—17basi+17"'7 - [.J,_ (i)
o =S S st b S )

i=1 =1
det szza,ﬂ 1) det(A1D) = det Zbgékgdet

denn der Ausdruck in der inneren Summe ist gerade die Entwicklung der Matrix, die aus A durch Ersetzen der
{-ten Zeile durch die k-te Zeile entsteht, nach der ¢-ten Zeile. Ist k = ¢, so ist das also gerade det(A), ist dagegen
k # £, so betrachtet man eine Matrix mit 2 gleichen Zeilen, d.h. deren Determinante ist 0. O

e Die Bedeutung der Cramerschen Regel ist relativ gering (trotzdem wird sie leider oft in der Schule dem
Gauk-Verfahren vorgezogen):

— sie kann wegen des Einsatzes der Determinante nur fiir Systeme mit quadratischer Koeffizientenmatrix
verwendet werden,

— sie kann wegen der Determinante im Nenner nur im Fall det A # 0 angewendet werden (also bei einer
eindeutigen Losung),

— ihre Anwendung ist in den meisten Fallen mit deutlich mehr Aufwand verbunden als z.B. das normale
Gauls-Verfahren; so muss man bereits fiir ein 3 x 3-LGS vier 3 x 3-Determinanten berechnen!

e In der Ubung wird ein Beispiel fiir die sinnvolle Verwendung der Cramerschen Regel besprochen.

e Fiir den Nachweis der linearen Unabhéngigkeit von Vektoren oder das Losen linearer Gleichungssysteme
spielen Determinanten eher eine untergeordnete Rolle, weil das Gaufs-Verfahren viel einfacher ist.

e Thre volle Bedeutung wird sich erst im néchsten Kapitel iiber Eigenwerte und Eigenvektoren herausstellen.

12.7 Die Spur

Definition 12.7.1. Es seien R ein kommutativer Ring mit 1, n € N und A = (a;j)1<i,j<n € R"*™. Die Spur
der Matrixz A (englisch trace) ist
Spur(A Z Qi -

e In den Ubungen (—6.1 & 6.4) wurde nachgerechnet, dass sich die Spur einer Abbildungsmatrix beim
Basiswechsel in Vektorrdumen nicht dndert.

e Somit ist die Spur eine Invariante von Endomorphismen.

Definition 12.7.2. Es seien K ein Kérper, V ein K-Vektorraum mit dimV =n € N und f € End(V). Fir
eine beliebige Basis B von V sei die Spur des Endomorphismus

Spur(f) := Spur([f]5) -
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13 Eigenwerte und Eigenvektoren

13.1 Motivation

Beispiel 13.1.1. Zwei oder mehr gekoppelte Pendel werden vorteilhaft durch (zwei oder mehr) Differentialglei-
chungen (DGL) beschrieben.

Auch, wenn Differentialgleichungen eigentlich in der Analysis behandelt werden, sieht man hier auch eine der
wesentlichen Anwendungen der linearen Algebra.

Fiir dieses Beispiel betrachten wir 2 Massen an 2 Federn:

Die Ruhelagen der Federn seien y; = 0 und yo = 0. Beide Federn haben die gleiche
Federkonstante k. Beide Massen seien m. Dann sind die Bewegungsgleichungen

mijy = —ky1 +k(y2 —y1) = k(y2 — 2y1) ,
mis = —k(y2 — y1) -

Yy

Ein Punkt iber den Ortskoordinaten bedeutet dabei die Ableitung % nach der Zeit, d.h.

Abbildung 26: y ist die Geschwindigkeit, i die Beschleunigung der Masse mit der Koordinate y.
gekoppelte Pendel

Das Problem bei diesen Gleichungen ist nicht nur, dass es sich uwm Differentialgleichungen handelt (d.h. y, 9,
i etc. werden in einer Gleichung verknipft und man mdchte y berechnen), sondern hier liegt ein gekoppeltes
Differentialgleichungssystem vor, d.h. mehrere Funktionen und ihre Ableitungen werden miteinander verknipft.
Mit m = k = 1 und Matrizschreibweise sieht das Beispiel so aus:

() - L,l ()

Deshalb spricht man von einem linearen Differentialgleichungssystem.

Es wdire einem schon sehr geholfen, wenn man solche Systeme entkoppeln kinnte, d.h. wenn man aus einem
System mit n Variablen n Gleichungen mit nur jeweils einer Variablen machen kdonnte.

Die Idee dazu stammt aus der linearen Algebra.

Entkopplung von Gleichungen mit n Variablen bedeutet, dass man Funktionen xi,...,x, sucht, so dass die
lineare (invertierbare!) Transformation

auf ein entkoppeltes System
: <>\1 | ) <x1 )
Fn 0 ’ An T'n
fihrt.

Das heifit &1 = Mxy, &2 = XoXa, ..., Ty = Ay, , was sehr leicht losbar ist (exp oder Winkelfunktionen sin,
cos).
Wendet man solch eine lineare Transformation im letzten Beispiel an, so ergibt sich

()= ()= () =)= ()= ()
()= ) =
() =2 (7 4)a()
(5 )

e Die hieraus resultierende Fragestellung kam bereits im Abschnitt iiber lineare Abbildungen vor.

und somit
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e Gesucht ist eine Ahnlichkeitstransformation mit einer invertierbaren Matrix A, so dass die transformierte
Matrix Diagonalgestalt hat.

e Bekanntlich beschreibt diese Ahnlichkeitstransformation einen Basiswechsel der linearen Abbildung f :
T +— Bx.

e Das Problem lisst sich deshalb auch so beschreiben: gesucht wird eine Basis, bzgl. der die Abbildungsmatrix
der linearen Abbildung f Diagonalgestalt hat.

Beispiel 13.1.2. Zu Beispiel 13.1.1 gibt es solch eine Matriz. Mit

A (I L
1

gilt

A—l.B.A:(_g"‘%\/g 0 5)

3 1
0 —373

d.h. die durch die Matriz B bzgl. der kanonischen Basis gegebene lineare Abbildung hat beziiglich der Basis

(457, (5)

Diagonalgestalt. Den Rest des Beispiels erledigt nun die Analysis. Fir die Anfangswerte y1(0) =0, y2(0) =1,
71(0) = 0, 92(0) = 0 ergibt sich z.B. die Losung:

y1(t) =t V5 cos (3tV6 — 3t) — 1v/5cos (5t + 5tV/5)
2(1) = (5 + £) cos (535 — 1) + (3 — £5v5) cos (3¢ + 31v5)

P~
. N
I . |
_35

B AMRRE SRRAPAARAS InART ARRA

t

Abbildung 27: Gekoppelte Pendel

13.2 Grundlegende Definitionen

Definition 13.2.1. Es seien K ein Kérper, V ein K-Vektorraum und f € End(V). Ein Vektor v € V\{0}
heifst Eigenvektor des Endomorphismus [, wenn es ein A € K gibt, so dass

floy=Xx-v.

Das \ heifit der zu diesem FEigenvektor gehérige Eigenwert.
Betrachtet man fir dimV < co die Abbildungsmatriz A := [f]; des Endomorphismus beziglich einer geordneten
Basis B von V, so gilt

Ay =A-yg

und man nennt v FEigenvektor und \ den zugehdrigen FEigenwert von A.

e Der Nullvektor hat fiir jedes f € End(V') und jedes A € K die Eigenschaft f(0) = X - 0, ist aber nie ein
Eigenvektor!

Beispiel 13.2.2. Man betrachte Vektoren bei einer Spiegelung an einer Ebene durch den Ursprung im R3:
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Abbildung 28: EVn bei Spiegelung

Aus der Geometrie der Abbildung klar, dass die Vektoren in der Ebene (aufler 0) Eigenvektoren zum Eigenwert
1 sind und die Vektoren, die orthogonal auf der Ebene stehen (aufer 0), Eigenvektoren zum Eigenwert —1.

e Bisher ist noch nicht geklért, ob es immer Eigenwerte und -vektoren gibt, und, falls das der Fall ist, wie
man diese berechnet.

e Man kann aber schon mal untersuchen, was fiir die wiinschenswerte Diagonalgestalt alles notig wire:

Definition 13.2.3. Es seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und f € End(V). Der
Endomorphismus f heifit diagonalisierbar, wenn es eine Basis B von 'V gibt, so dass [f]g Diagonalgestalt hat.
3.1
—5+3V5 0 )
5

-2 1 ) aus 13.1.1 ist diagonalisierbar mit Diagonalgestalt ( 0 3 1

Beispiel 13.2.4.
1 -1 S—3

Satz 13.2.5. Es seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und f € End(V'). Der Endo-
morphismus [ ist genau dann diagonalisierbar, wenn V eine Basis aus Eigenvektoren von f besitzt.

Beweis: Es sei B = (b1, ...,by,) eine Basis von V, beziiglich der [f]; Diagonalgestalt hat, also

M 0O 0 ... 0
0 X 0 ... 0
Ffeg=1: "~ = | =diag\g,.A).
. SRS
0 0 0 An

Fir die Vektoren in B heifdt das

J(b1) = A1 -b1, f(b2) = A2 -ba, ..., f(bp) = Ay - by,

d.h. das sind Eigenvektoren zu den Eigenwerten Aq,...,\,.
Sind umgekehrt die Vektoren in B allesamt Eigenvektoren so folgt

f(b1) = A1 -b1, f(b2) = Ag-bay ..oy f(bp) = Ay - bny s
und somit [f]; = diag(A1,..., ). O

Satz 13.2.6. Es seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K - Vektorraum und f € End(V). Es ist A € K
genaw dann ein Eigenwert von f, wenn gilt

det(f —A-idy) =0.
Beweis: Laut Definition gilt fiir einen EV v und den zugehérigen EW A:

fWy=A-v=X1dy(v) <= flv)—A-idy(v) =0 =
(f=A-idy)(v) =0

Mit f und idy ist auch f — A -idy ein Endomorphismus von V.
Fiir festes A € K ist (f — A -idy)(v) = 0 ein homogenes LGS und hat somit immer die triviale Losung v = 0.
Die triviale Losung ist aber uninteressant, denn definitionsgemdf ist ein FEigenvektor von Null verschieden.
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Genau dann sind v und A also Eigenvektor und zugehoriger Eigenwert, wenn v eine nichttriviale (# 0) Losungen

des LGS (f — A-idy)(v) = 0 ist.

Nichttriviale Losungen eines homogenen LGS existieren genau dann, wenn der Rang der Koeffizientenmatrix
(bzw. des zugehorigen Homomorphismus) nicht voll ist, hier also genau dann, wenn f — X -idy ¢ GL(V) ist.

Dafiir gibt es aber bereits ein Kriterium mit Hilfe von Determinanten aus 12.3.10:

F—X-idy ¢ GL(V) <= det(f — A-idy) =0.

e Ist A die Abbildungsmatrix von f beziiglich der gerade gewéhlten Basis, also A = [f] 5, soist C := A—)1,

die Matrix zu f — A -idy.

e Nach der Leibniz-Regel 12.2.1 ist die Determinante von f — A-idy bzw. von C' eine Summe von Produkten

aus je n Eintridgen von C.
e Dies bedeutet, dass det(f — X -idy ) ein Polynom in A vom Grad n ist.

e Die grofite A\-Potenz ensteht bei dem Produkt iiber die Hauptdiagonale

n

[T i =@ =) = (a1 = N)(ag2 = A) -+ (ann —A),
i=1

i=1
d.h. der Leitterm des Polynoms ist (=)™ = (—1)"A"™.

e Auch die zweitgrofte A\-Potenz A"~ ! ensteht einzig aus diesem Produkt.

e Der Koeffizient dieser Potenz ist
(=)™ ag = (—1)""" Spur(A) = (—1)" " Spur(f)
i=1

e Den konstanten Term eines Polynoms bekommt man, indem man fiir die Variable 0 einsetzt.
e Der konstante Term von det(f — A -idy ) ist also det(f) = det(A).

e Zusammen hat man somit

det(f — Midy) =(=1)" A" + (=1)""* Spur(f)A\" ' + - -- + det(f), baw. (13.1)
det(A — A1) =(=1)"A" 4+ (=1)" L Spur(A)A" " + ... 4 det(A) (13.2)

Definition 13.2.7. Es seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, f € End(V) und

A e K™ Dann heifit
X (A) :=det(f — A-idy) € K[)]

das charakteristische Polynom des Endomorphismus f bzw.

xa (A) :=det(A — AL,)

das charakteristische Polynom der Matriz A. xr (A\) = 0 bzw. xa (A) = 0 heifit die charakteristische Gleichunyg.

e Die Losungen der charakteristischen Gleichung, bzw. die Nullstellen ( Wurzeln genannt) des charakteristi-

schen Polynoms (falls vorhanden - hingt vom Korper K ab), sind die Eigenwerte von f bzw. A.

Beispiel 13.2.8. In dem einleitenden Beispiel 13.1.1 ging es um die Matriz

=( 1)

bzw. lineare Abbildung f = fg und ihre Diagonalisierung.
Dazu braucht man die Eigenwerte und -vektoren und startet deshalb mit der charakteristischen Gleichung

—2-A 1
XB(/\):det( 1 _1_)\>=O.
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Mit Sarrus bekommt man
-3+5
—

Das charakteristische Polynom hdtte man dabei auch mit (13.2) berechnen kénnen, was im Falln = 2 zu

XBA) =X 430 +1=0 <= \o=

x5 (\) = A2 — Spur(B)\ + det(B)

wird. Hier ist Spur(B) = —3, det(B) = 1.
Zu den zwei Eigenwerten \i o = %@ kann man nun Eigenvektoren berechnen. Dazu setzt man diese Werte

in das homogene lineare Gleichungssystem
(B=Aly)z=0

ein. Nach der Vorarbeit mit den Eigenwerten weiff man, das diese Gleichung genau fir A = X\ 2 nichttriviale
Losungen besitzt.

(—2—)\1 1 >_ S | W(O 0 ) ), — —3-V8
1 “1-M) 1 6 1 45 T
1+v5
2\ 1 | 0 0 3115
( 1 —1—A2>:< A Rl 1=/5 =75
2

B

1—
:>.T=V< 21> mit v # 0

1+v5 1-V5
vl:< 21 > undv2:< 21 )

zu den verschiedenen Eigenwerte A\ und Ao sind linear unabhingig, bilden also eine Basis des R?. Wechselt
man von der kanonischen Basis auf die Basis C := (v1,v2) aus Eigenvektoren, so wird aus der Abbildungsmatriz
B = [f]p die sehr viel einfachere Matriz [f]. = diag(A1, A2).

Die beiden Eigenvektoren

Satz 13.2.9. Es seien K ein Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, n € N und A,B € K"*"
dhnlich. Dann gilt
xa(A) =x5(\), det A=det B, Spur A = Spur B.

Beweis: Sind A, B € K™*™ &hnlich, so gibt es ein S € GL(n, K) mit A = S~!BS. Damit folgt
xa (\) =det(4 — AL,) = det(S~'BS — AS™'1,5) 2"
=det(S™1) det(B — A1,,) det(S)
= (det(S)) " det(S) det(B — A1,) =
=XB ()\) .

Da die charakteristischen Polynome gleich sind, stimmen auch deren Nullstellen, das sind die Eigenwerte von A
bzw. B, entsprechend IThrer Vielfachheit iiberein. Gemaf (13.2) sind det A und det B bzw. Spur A und Spur B
entsprechende Koeffizienten von x4 (A) und xp (). Nachdem die Polynome gleich sind, stimmen sie also auch
in diesen Koeffizienten {iberein. O

Satz 13.2.10. Es seien K ein Kirper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f € End(V).
(i) Wenn f diagonalisierbar ist, so zerfdllt x s (\) in Linearfaktoren.

(ii) Wenn x g (\) in Linearfaktoren zerfdllt und seine Wurzeln (=Eigenwerte von f) paarweise verschieden
sind, so ist [ diagonalisierbar.

Beweis: (i) Ist f diagonalisierbar, so gibt es eine Basis B von V mit
[flp = diag(A1, ..., An) mit Aq,..., A, € K.
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Damit gilt fiir das charakteristische Polynom

X7 (A) = det(diag(M — Aoy An = A) = (A = A) oos (A — A)

(ii) Ist nun x5 (A) = (A1 — A) ...~ (A, — A) mit paarweise verschiedenen Eigenwerten A1,...,\, € K, so hat zu
jedem dieser Eigenwerte die Gleichung (f —\;-idy)(v) = 0 bzw. ([f] 5 —Ai-1,,)v = 0 mindestens eine nichttriviale
Losung v;, einen Eigenvektor zu A\;. Wenn man jetzt noch zeigen kann, dass vy, ..., v, linear unabhéngig sind,
so hat man die gesuchte Basis aus Eigenvektoren.

Behauptung: Es seien A1, ..., A\, paarweise verschiedene Eigenwerte von f, 1 < m < nund vy, ..., v, zugehdrige
Eigenvektoren. Dann gilt: {v1,...,v,,} ist linear unabhéngig.

Dieser Teil wird mit Induktion nach m gezeigt:
Fiir m =1 ist v; # 0 linear unabhéngig.
Nun sei m > 1 und vy, ...,vm—1 gemif Induktionsvoraussetzung linear unabhéngig. Man macht den {iblichen

Ansatz
m
Z VU = 0
k=1

Dann sind zwei Fille zu unterscheiden:
Ist v,, =0, also

m—1
E VU = O7
k=1

so ist nach Induktionsvoraussetzung vy = 0 fiir k = 1,...,m — 1, also zusammen v, =0 fir k =1,...,m, d.h.
V1, ..., Uy sind linear unabhéngig.
Ist v, # 0, so kann man auflésen nach v, und erhalt

m—1
1
T (13.3)
Ym 3
Da v,, Eigenvektor von f zum Eigenwert A, ist, folgt
1 m—1
f(om) = Aoy = f(—— Z VEUk) = AU, <=
Vm 3
m—1 m—1 m—1
1 (13.3) 1 1
7% Z ka(vk) = AUy = — E Z Vi ALUE = 7)\mﬂ Z 1Z%%%
—1 k=1 k=1
m—1
<~ ()\m — )\k)ukvk =0
k=1
Da nach Induktionsvoraussetzung vy, . . ., U, —1 linear unabhéngig sind, folgt (A, —A\g)vpy =0 fiir k =1,...m—1.
Wegen A, # A, fir k = 1,...,m — 1 heift das v, = 0 fiir k =0,...,m — 1. Einsetzen in ) ;. ; vv;, = 0 fiihrt
dann aber auf v,,v,, = 0, was wegen v,, # 0 nicht sein kann. Die Annahme v,,, # 0 ist also falsch. O

13.3 Algebraische und geometrische Vielfachheit

e Die Eigenvektoren zu einem Eigenwert \; € K sind gerade alle von 0 verschiedenen Losungen der charak-
teristischen Gleichung (f — A; - idy)(v) = 0 bzw. ([f]z — Ai - 1,)v = 0.

e Die Menge aller Losungen dieses linearen homogenen Gleichungssystems bilden bekanntlich einen Vektor-
raum (—Ubung 4.4)

e Dieser Vektorraum ist mindestens eindimensional, denn \; wird ja gerade so bestimmt, dass das LGS nicht
nur die Losung 0 hat.

Definition 13.3.1. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und f € End(V'). Der Eigenrauwm von f zum
Eigenwert \; ist
Eiy(N)={veV|(f—X\-idy)(v) =0} = Kern(f — A; -idy) .

Die Dimension gy (\;) := dim(Ey (\;)) heifit die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts \;.
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Satz

Satz

Bevor man an die Berechnung von Eigenvektoren geht, braucht man erst einmal die Eigenwerte.

Diese sind als Nullstellen des charakteristischen Polynoms je nach Grofe von n und zugrunde liegendem
Korper ziemlich schwierig zu bekommen.

Der folgende Fundamentalsatz der Algebra gibt Auskunft dariiber, wie viele Nullstellen man erwarten kann.

Der erste vollstdndige Beweis fiir den Fundamentalsatz der Algebra wurde 1799 von Johann Carl Friedrich
Gaufs (1777 - 1855) im Rahmen seiner Dissertation angegeben.

Der Beweis dieses Satzes kommt fiir Mathematikstudenten meistens in der Vorlesung Funktionentheorie
(=hohere komplexe Analysis).

Fiir diesen Beweis fehlen momentan noch die mathematischen Grundlagen. Sie miissen den Satz also
vorerst glauben.

13.3.2. Jedes nichtkonstante Polynom p(z) € C[z] besitzt eine Nullstelle.

Hat p(z) die Nullstelle z; € C, so ist p(z) durch z — z; teilbar, d.h. es gibt ein p1(z) € Clz] mit p(z) =
(z—21) - p1(2).
Ist degp =n € N, so ist degp; =n — 1.

Ist n > 2, so ist p; nichtkonstant und man kann den Satz erneut anwenden, d.h. es gibt ein z, € C und
ein po(z) € Clz] mit p(2) = (z — 21)(z — 22) - p2(2).

Dies hat zur Folge, dass ein Polynom p(z) € C[z] mit dem Grad deg(p(z)) = n eine (bis auf die Reihenfolge)
eindeutige Faktorisierung

p(z)=alz—z1)(z—22) ... (2 — zp) (13.4)

mit a € C\ {0} und z,...,2, € C (nicht unbedingt verschieden) besitzt, d.h. es hat (wenn man die
Vielfachheiten berticksichtigt) genau n komplexe Wurzeln.

Ist p(z) € R[z], so kann man wegen R C C ebenfalls den Fundamentalsatz verwenden, nur werden die z;
aus (13.4) oft nicht in R liegen.

Bekanntlich ist in C die Abbildung z +— Z (konjugiert Komplezes) ein Korperautomorphismus, d.h. es gilt
fiir beliebige z,w € C: z+w=Z+wund z-w =7 - W.

Damit folgt, dass die nichtreellen Nullstellen von p(z) € R[z] jeweils paarweise auftreten: Ist z; € C\ R
eine Nullstelle von p(z) € R[z], so ist auch Z; € C\ R eine Nullstelle von p(z).

Die beiden Faktoren z—z; und z—%; von p(z) ergeben zusammen (z—z1)(z—%1) = 22— (21 +21) -2+ 21%1.
Wegen 21 +%z1 = 2Re 21,2121 = |z1|2 € R ist dieses quadratische Polynom in R[x].

Ein reelles Polynom 5ten Grades hat somit z.B. 1, 3 oder 5 reelle Nullstellen (entsprechend der Vielfachheit
gezihlt), die jeweils restlichen Nullstellen sind paarweise konjugierte, echt komplexe Nullstellen(das wird
auch oft in der Analysis mit dem Zwischenwertsatz gezeigt).

13.3.3 (Merkregel fiir rationale Wurzeln). Es sei p(z) = Y. (piz* € Z[2], also p; € Z firi =0,...,n

mit n = degp > 1, also p, # 0. Hat p(z) eine rationale Nullstelle § (mit a € Z, b € N), so ist a ein Teiler des
konstanten Terms pg und b ein Teiler des Leitkoeffizienten p, .

a

Beweis: Hat p(z) die rationale Nullstelle ¢, so hat p(z) den Linearfaktor z — § € Q[z] bzw. bz — a € Z[z].
Ausmultiplizieren zeigt die Behauptung. O

Beispiel 13.3.4. Gegeben sei das Polynom

p(z) = 2% =324 — 23 +32% — 22 + 6 € Z[2]

Es ist po = 6, also gemdff Merkregel 18.3.3: a € {£6,+3,+2, +1}.
FEs ist degp =5 und ps = 1, also gemdff Merkregel 13.5.3: b € {£1}.
Zusammen liefert das § € {£6,£3, 42, +1}.
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13.12.10

Damit kann durch gezieltes Probieren recht schnell herausfinden, ob das Polynom solche Nullstellen hat. Im
vorliegenden Fall ist z.B. 3 eine rationale Nullstelle, die man auf diese Art findet. Damit kann man den
Linearfaktor z — 3 durch Polynomdivision abspalten und erhdlt

p(2) —A_ .2 _o
z—3

Macht man mit dem verbleibenden Polynom den gleichen Test nochmal, so stellt sich heraus, dass keiner der
untersuchten rationalen Kandidaten eine Nullstelle ist, d.h. iber den rationalen Zahlen hat das Polynom keine
weiteren Linearfaktoren (es konnte aber sehr wohl noch in 2 quadratische Faktoren zerfallen). Damit ist man bei
einem Polynom /.Grades iblicherweise auch schon am Ende seines Lateins, denn die so genannten Cardanischen
Formeln (nach Gerolamo Cardano (1501 - 1576)) fir Polynome dritten und vierten Grades sind so aufwdndig,
dass man sie selbst in einigen Formelsammlungen nicht findet (ab dem Grad 5 gibt es keine Formeln mehr).
Ublicherweise iberlisst man diese Arbeit einem CAS (Computeralgebra-System,).

Im vorliegenden Fall hat man Glick, weil es sich um eine so genannte biquadratische Gleichung handelt, d.h.
man kann durch die Substitution 2> = x zu einer quadratischen Gleichung iibergehen und diese dann mit der
wMitternachtsformel faktorisieren:

-1
2
s —r-2=@+1)(z-2)=2"-22-2=(2+1)(2*-2)

-2 —-2=0 < .131,2:{

Damit hat man jetzt insgesamt
p(z) = (= 3)(2* + 1)(+* - 2).
Das ist die vollstandige Faktorisierung von p(z) iber Q.
Von den beiden quadratischen Faktoren ist z> + 1 diber den reellen Zahlen unzerlegbar, denn jedes Quadrat ist
dort nichtnegativ.
Der Faktor 2> — 2 lisst sich aber zerlegen in (z — v/2)(z +V/2).
Die vollstindige Faktorisierung von p iber R lautet somit

p(2) = (= = 3)(z — VD) (z + V22> +1).

Nimmt man nun aber die komplexen Zahlen zu Hilfe, so zerfdllt auch noch (gemdf$ der Aussage des Fundamen-
talsatzes) der letzte Faktor z? + 1 in die Linearfaktoren (z —1i)(z + 1), so dass man insgesamt

p(2) = (z2=3)(z = V2)(z +V2)(z —i)(z + 1)

als vollstindige Faktorisierung von p dber C hat.
Das Polynom 5.Grades p hat also hat also iber C die 5 einfachen Wurzeln 3,+/2,—/2,1, —i.
Das in diesem Beispiel behandelte Polynom tritt z.B. auf als das charakteristische Polynom der 5 x 5-Matriz

3.0 0 0 0
0 V2 % 0 0
0 5 —3v2 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 -10

Je nach zugrundeliegendem Kdorper hat sie also die Eigenwerte:

diber Q : 3,
iiber R : 3,£2,
iber C : 3,42, +i.

e Laut Fundamentalsatz besitzt ein Polynom p(z) € C[z] mit dem Grad deg(p(z)) = n eine (bis auf Reihen-
folge) eindeutige Faktorisierung (13.4).

e Fasst man hier gleiche Faktoren in Potenzen zusammen, so erhélt man eine Zerlegung
p(2) = a(z —w1)" (z —w2)” - -+ (2 —we)™" (13.5)

mit paarweise verschiedenen Wurzeln wy, ..., wy € C und Exponenten vq,..., vy € Nmit vy +---+1vp =
n = deg(p). Auch diese Zerlegung ist bis auf Reihenfolge der Faktoren eindeutig bestimmt.
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Definition 13.3.5. In (13.5) heifit v; die Vielfachheit der Wurzel w; von p. Ist p(z) = xs(z) das charak-
teristische Polynom eines Endomorphismus f, so ist \; = w; Figenwert von f und v; heifit die algebraische
Vielfachheit dieses Eigenwerts. i.Z. ay (N;) = v;.

Definition 13.3.6. Eine n x n-Matrixz der Gestalt

c 1 0 0o ... 0
0 ¢ 1 0 0
J=1: . .. . S
0 ... 0 c 1 0
0o ... ... 0 c 1
o ... ... 0 0 ¢

mit ¢ € K heifft nach Marie Ennemond Camille Jordan (1838 - 1922) Jordan-Block zu c.

Beispiel 13.3.7. Da der Jordan-Block zu c in oberer Dreiecksgestalt vorliegt, bekommt man das charakteristische
Polynom einfach und schon faktorisiert geliefert:

c=A 1 0 0 ... 0
0 c-Xx 1 0 0
X (A) =det | ==
0 ... 0 c—x 1 0
O (N
T | 0 c—A

d.h. c ist der einzige Eigenwert von J mit der algebraischen Vielfachheit aj (c) = n.
Zur Berechnung des zugehdrigen Eigenraums setzt man A = ¢ ein und betrachtet das LGS

0 1 0 0o ... 0
0 0 1 0 0
TS .
0o ... 0 0 1 0
o ... ... 0 0 1
o ... ... 0 0 0

Da dieses LGS schon in Zeilenstufenform vorliegt, ist klar, dass es eine eindimensionale Lisung gibt, ndmlich

sz(?) bzw. EJ(c):Lin<<(:)>>.

Die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts c ist also gy (c¢) = 1.
Mt diesem 1-dimensionalen Eigenraum bekommt man im Fall n > 1 sicher nicht genug linear unabhdngige
Vektoren fiir eine Basis von V' zusammen, d.h. Jordan-Bldicke sind fir n > 1 nicht diagonalisierbar.

Satz 13.3.8. Es seien K ein Kirper, V ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und f € End(V'). Der Endo-
morphismus f ist genau dann diagonalisierbar, wenn die beiden folgenden Punkte erfillt sind

(i) Das charakteristische Polynom x s (\) zerfallt dber K in Linearfaktoren.
(ii) Fiir jeden Eigenwert \; von f gilt:

Alg. Vielfachheit ay (N;) = g5 (N;) Geom. Vielfachheit

Beweis: ,,=* (i) Ist f diagonalisierbar, so gibt es eine Basis B von V mit

[-ﬂB :diag(/\l,...,/\1,)\2,...,)\2,...,)\k,...,)\k)
— — ——
ni Stick no Stiick ng Stiick

mit Ay,..., Ay € K firk<n
und A\; # \j fiir i # j

und nq,...,nr E Nmit ny +---+ng =n.
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Das zugehérige charakteristische Polynom ist dann
Xf(A) = =A™ (A = A,

was Teil (i) mit ny = ay (M), ..., ng = ay (Ag) zeigt. = (ii) Der Einfachheit halber wird (ii) fir A\
nachgewiesen. Fiir die anderen Eigenwerte geht das genauso. Wegen

[ﬁB _)\lﬂ-n :diag(O,...,O,)\g —>\1,...7)\2 —)\17...,>\k —)\1,...,)\k —)\1)
——
ap(A) ar(A2) as(Ak)

und A; # A; fiir ¢ # j ist der Rang n — ay (A1), d.h. die Losung des LGS ([f]z — A\11,)v1 = 0, das ist gerade
E¢ (A1), hat die Dimension ay (A1).

Somit ist die Vielfachheit af (A1) des Eigenwerts Ay im charakteristischen Polynom (seine algebraische Vielfach-
heit) gleich der Dimension des zugehérigen Eigenraums (der geometrischen Vielfachheit g¢ (A1)).

»<="“ Nach (i) gibt es die Eigenwerte A1, ..., Ay mit den Vielfachheiten ay (A1),...,ar (Ag) und ay (A1) +--- +
ay (Ax) = n, d.h. z&hlt man die Eigenwerte entsprechend ihrer Vielfachheit, so gibt es gerade n Stiick. Die
zugehorigen Eigenrdume Ey (A;) haben nach (ii) die Dimension g; (A;) = as (A;). Man kann also zu jedem dieser
Eigenrdume eine entsprechend grofse Basis angeben:

(v(l), e ,vl(llf)(kl)) sei eine geordnete Basis von Ey (A1) ,
(v§2), o mff)(/\z)) sei eine geordnete Basis von Ef (A2) ,
(v(k) o™ ) sei eine geordnete Basis von Ef (\g)
1o Yay ) & FAAR) -
Es geniigt zu zeigen, dass
e (2) (2) (k) (k)
{v sV n) VT s Ugpag)r o0 Ul ,...7vaf(>\k)}

eine Basis von V ist. Da das n Vektoren sind, reicht der Nachweis der linearen Unabhéngigkeit. Dazu betrachtet
man wie {iblich die Linearkombination

(1) (1) (1) (1) (k) (k) (k) k)
¢ vy e Cm Va0 T T A0 Tt o Ve n) = =0 (13.6)
Wendet man die Abbildung f — Asidy auf einen Eigenvektor v\9) € E ();) an, so ergibt sich
(f = Midy) (09) = A0 — X0 = (A; = Ap)oP

Macht man das mehrfach hintereinander, so ergibt sich

(f = Agidy) 0 -+~ o (f = Agidy ) (0D) = (Aj — Ag) - ... - () — Ap)oP)

oo i
Dies kann man ausnutzen, indem man die Abbildung
(f = Xaidy) o...o(f — Agidy)
beidseitig auf Gleichung (13.6) anwendet. Zusammen mit (13.7) fithrt das auf
On =) oo O = (D0 el ol ) =0
Cgl)”?) +c‘(1f)()\1) «(zf)m) =0 =
Analog kann man etwa (f — A\idy)(f — Azidy) o -+ o (f — Agidy) beidseitig auf (13.6) anwenden und erhélt
052) = C,(ff)(m 0
usw. d.h. alle c(J) verschwinden fiir j = 1,...,k und jeweils ¢ = 1,...,v;, d.h.
{v §1>, .. .,vg)(/\l),vf), el ff)(/\Z) , 5’“), . ,vg;)(/\k)} ist eine Basis von V' aus Eigenvektoren, f ist also dia-
gonalisierbar! O
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13.4 Jordan-Normalform

Beispiel 13.4.1. Der Jordan-Block ¢c 1 0 0 0
0« 10 0
J=1: . .
0 0 ¢ 1 0
0 . 0 c 1
0 0o 0

aus 18.3.7 hat den n-fachen Eigenwert c, d.h. es ist aj (¢) = n. Zu diesem gibt es aber nur einen eindimensio-
nalen Eigenraum Ej (c), d.h. es gilt

Geom. Vielfachheit g5 (¢) = 1 < Alg. Vielfachheit ay (¢) =n

fiirn > 1, d.h. J ist nicht diagonalisierbar.

Folgerung 13.4.2. Aus dem Beweis von 13.3.8 folgt, dass fiir jeden FEigenwert \ gilt

1 < Geometrische Vielfachheit g; (X) < Algebraische Vielfachheit ay (\)

Beispiel 13.4.3. Gegeben sei der Endomorphismus f € End(R®) durch die Abbildungsmatriz

10 18 42
-8 =17 —47
2 5 15

Das charakteristische Polynom ist
XFA) = =2 +8A2 200 +16=—-A—4)(A—2)*,

f hat den doppelten Eigenwert 2, also ay (2) = 2 und den einfachen Eigenwert 4, also ay (4) = 1.
Die zugehorigen Figenrdume sind

6 2
Ef2=R|-5|,E;4)=R|-3],
1 1

d.h. die geometrischen Vielfachheiten der beiden Eigenwerte sind gy (2) =1 = gy (4).

Fiir den doppelten Eigenwert 2 ist also die geometrische Vielfachheit zu klein, d.h. f ist nach dem vorhergehenden
Satz nicht diagonalisierbar. Es gibt somit keine Basis des R® aus Eigenvektoren von f. Trotzdem kann es sich
lohnen, wenn man so viele linear unabhingige Figenvektoren nimmt, wie man bekommen kann (im vorliegenden
Fall 2), und zu einer Basis des R® erginzt. Im vorliegenden Fall kann man z.B. noch als dritten Basisvektor es
erganzen.

Beziiglich der neuen Basis

2 6 0
B= -3]1,1-5],(1
1 1 0
gilt dann
4 0 3
fs=0 2 2],
0 0 2

was immer noch deutlich besser als die urspriinglich gegebene Matrix ist.
Noch etwas schéner wird die Darstellung, wenn man die beiden Eigenvektoren wie folgt zu einer Basis ergdnzt

2 6 3
B = -3],1-5],(-1 ,
1 1 0
denn beziglich dieser Basis gilt
4 0 0
flgr =10 2 1
0 0 2



16.12.10

e Die so genannte Jordan-Normalform (letzte Matrix im vorhergehenden Beispiel) ist in vielen Fillen die
bestmogliche Darstellung.

Definition 13.4.4. Es seien K ein Kdrper und n € N. Eine Matriz A € K™*" heifst Jordan-Matriz, falls es
ein m € N und Jordan-Blocke (—13.3.6) J1, Ja, ..., Jm gibt, so dass A von der folgenden Blockdiagonalgestalt

15t:
0
.

0 [

e Die Diagonaleintrige in den Matrizen Jy, Jo, ..., J,, einer Jordan-Matrix A (—13.4.4) miissen nicht
verschieden sein:

Beispiel 13.4.5.

R U N B s B
T I

210
21 0 021 0
O 02 002

sind verschiedene (nicht alle) 5 x 5-Jordan-Matrizen mit dem 5-fachen Eigenwert 2.

oo
o
N=O

Definition 13.4.6. Es seien K ein Korper, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f € End(V'). Eine Basis
B = (b1, bs,...,by) von V heift Jordan-Basis zu f, falls [f]5 eine Jordan-Matriz ist.

Satz 13.4.7. Es seien K ein Kdrper, V ein n-dimensionaler K -Vektorraum und f € End(V). Zerfallt x s (\)
tber K in Linearfaktoren, so besitzt f eine Jordan-Basis.

Beweis: Fiir diesen wichtigen Satz gibt es unzihlige Beweise. Auch der kiirzeste mir bekannte Beweis[siehe etwa
, | erfordert aber etwa eine Vorlesungswoche und ist noch dazu nicht konstruktiv. Ich gebe hier deshalb
nur einen Algorithmus zur Berechnung und keinen Beweis an. O

e In einer Jordan-Normalform stehen in der Diagonalen alle Eigenwerte entsprechend ihrer Vielfachheit.

e Betrachtet man etwa die Matrizen in 13.4.5, so sieht man, dass jeweils die erste Spalte eines Jordan-Blocks
zu einem Eigenvektor in der zugehdrigen Jordan-Basis gehort.

e Man liest fiir jeden Eigenwert \; ab:

ga (\;) = Anzahl der Jordan-Blocke zu \;.

Definition 13.4.8. Es seien K ein Korper, n € N und A € K™*" eine Matriz mit dem Eigenwert A € K. Es
sei Ay = A — )\1,, und
Ha(M\E) = Kern(A’f\) firke€{0,1,2,...}.

Ha (N k) heifft Hauptraum k-ter Stufe von A zum FEigenwert X\, die Elemente von Ha (A k) \ Ha (M kE—1)
heiflen Hauptvektoren k-ter Stufe von A zum Eigenwert .

Insbesondere ist der Hauptraum 1-ter Stufe identisch mit dem Eigenraum, i.Z. Hp (A1) = E4 (), die Haupt-
vektoren 1-ter Stufe sind Eigenvektoren.

Satz 13.4.9. Es seien K ein Korper, n € N und A € K"*" eine Matriz mit dem Eigenwert A € K. Dann gibt
es ein £ € N mit

0 = dim (Ha (\,0)) < dim (Ha (A, 1)) < --- < dim (H4 (), )

Ab da wird die Folge der Dimensionen stationdr:
dim (Hq (M €) =dim (Ha (M 4+ 1)) = ...
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Beweis: Fiir jede lineare Abbildung fp : K" — K" mit B € K"*" gilt Kern(f%) C Kern(f5) bzw. Kern(B?) C
Kern(B‘*1), denn fiir z € Kern(B?) gilt

B2 =B-B"x=B-0=0= x ¢ Kern(B"*)

also dim Kern(B?) < dim Kern(B**!). Gilt fiir ein ¢ mal dim Kern(BY) = dim Kern(B*?), also Kern(B*) =
Kern(B‘*1), so folgt sogar B! -2 =0 <= B-z =0 und damit

z € Kern(Bt?) <= B"?.2=B-B"! .2 =0 <
< B""'.2=B-B'-2=0 < xcKem(B"),

also insbesondere dim Kern(B*+?) = dim Kern(B**1), und somit mit Induktion dim Kern(B***) = dim Kern(B*)
fiir £ € N.Da alle genannten Raume Unterrdume des K™ sind, sind alle hier betrachteten Dimensionen < n, d.h.
die Folge muss in jedem Fall stationidr werden. O

e Man kann zeigen, dass die Dimension von H4 (A, ) gerade die algebraische Vielfachheit a4 () ist.

e Der Hauptraum fter Stufe umfasst alle Hauptraume anderer Stufen. Er wird deshalb einfach Hauptraum
von A zum Eigenwert A genannt (oder verallgemeinerter Eigenraum).

e Die Basisvektoren fiir den zu A gehorigen Teil der Jordan-Normalform (das ist eine a4 (A) X a4 (A)-Matrix)
stammen aus dem Hauptraum zu .

Definition 13.4.10. Es seien K ein Korper, n € N und A € K™*" eine Matriz mit dem FEigenwert A € K.
Fiir k € {0,1,2,...} seien Ay := A — AL, und rj, (A, \) := Rang(A4%) (oder kurz ry,, wenn keine Verwechslung
moglich ist). Weiterhin sei fir k=1,2...:

Ck (A, )\) = TE41 (A, )\) +Te_1 (A, )\) — 21 (A, )\)
(bzw. wieder kurz cy).

Folgerung 13.4.11. Fir jeden Eigenwert X ist ri, (A, \) = n—dim Hx (A, k), insbesondere rq (A, \) = n—ga (N),
d.h. zusammen mit 15.4.9 folgt

n=rg(A,XN)>r (AN > >r (AN =ry1 (AN =...

Satz 13.4.12. Fs seien K ein Korper, n € N und A € K"*" eine Matriz, deren charakteristisches Polynom
Xxa (A) Gber K in Linearfaktoren zerfillt. Dann ist fir jeden Eigenwert \; € K von A

ck (A, \;) = Anzahl der Jordan-Blicke der Linge k zum Eigenwert \;

in einer Jordan-Normalform von A.

Folgerung 13.4.13. Zusammen mit einer friheren Bemerkung zur Anzahl der Jordan-Blicke zu einem Figen-
wert A\; heifst das

ga(\) = (AN)

k=1

n

Algorithmus 1: Berechnung der JNF

Eingabe : A € K™"*", sodass x4 (\) iiber K in Linearfaktoren zerfillt.
Ausgabe : T € GL(n, K), sodass T~ ' AT Jordan-Matrix ist.
Beginn
Setze B := (); Berechne E := {)X € K| X ist Eigenwert von A};
fiir alle A € E tue
Berechne ¢, = ¢¢ (A, \) gemidR 13.4.10 fir £ =1,2,...;
Setze D, :=( fir £ =1,2,...,max{¢| c¢ # 0},
fiir £ = max{{| ¢¢ # 0},...,2,1 tue
Berechne Basen By_1 von Ha (A, £ — 1) und B, von Ha (X, £);
Wahle by, ...,b., € By, sodass Bg—1 U Dy U{by,...,bc,} lin. unabh.;
fiiri=1,...,¢c, tue
fiir j=1,...,¢ tue
LFiige b; an B an;

Setze Dy_j41 < Do_ji1 U{bi};
bi — (A - A ]].n)bi;

Drehe die Reihenfolge von B um;
| T :=Matrix mit den Vektoren aus B als Spalten
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Beispiel 13.4.14. Es sei

134 87 329 172 _ 49
125 125 150 75 150
_ 188 391  _ 149 57 31
125 125 50 25 50
._ 8 2 131 26 1 5x5
A= 75 25 45 T 45 45 €R
16 _4 52 68 _13
75 25 45 45 45
16 _4 22 8 62
75 25 45 45 45

Fiir diese Matriz gilt
Xa(2)=—2"4102* —402° + 802 802 +32=— (2 —2)°,

d.h. es ist aa (2) = 5 und A besitzt gemafs 13.4.7 eine Jordan-Basis. Die zugehirige Jordan-Normalform hat
fiinfmal die 2 in der Hauptdiagonalen. Zuerst betrachtet man wie tiblich Ay := A — 2 - 15 und berechnet daraus
r1(A4,2) := Rang(As) = 3, also ga (2) = 5 — 3 = 2. Aus der erreichten Zeilenstufenform liest man nun den
Hauptraum 1.Stufe bzw. Figenraum

Hy(2,1) :=Kern(A2) = E4 (2) = Lin

L ==

O O O = okw

ab. Es gibt also ga (2) = 2 Jordan-Blocke zum Eigenwert 2, die damit die Gréfien 1 und 4 oder 2 und 3 haben
miissen. Nun betrachtet man A3 := (A — 2 - 15)? und berechnet deren Rang ro(A,2) := Rang(A3) = 1. Der
zugehdrige 5 — 1-dimensionale Kern dieser Matriz ist der Hauptraum 2.Stufe

0 0 0 1
0 0 1 0
Ha2,2)=Lin| [1],|-L|,[0].]o0
1 0 ol |o
0 1 0/ \o

Wegen A3 := (A —2-15)% = 0 ist der Rang r3 (A,2) := Rang(A2) = 0 und somit der Hauptraum 3.Stufe, oder
einfach Hauptraum, H 4 (2,3) = R®. Damit ist auch A5 =0 fiir k > 3 und somit folgt

rg=5>r1=3>ra=1>0=r3=r4=1...

Mit 18.4.10 folgt

¢1(A4,2)=5+1-2-3=0

e2(A,2)=3+0-2-1=1

c3(A,2)=1+0-2-0=1

1 (A,2)=0+0-2-0=0
(

A2)=04+0-2-0=0,...

d.h. die Jordan-Normalform hat 1 Jordan-Block der Grifie 2 und 1 Jordan-Block der Grife 3, sieht also aus
wie das 3.Beispiel in 13.4.5. Man liest max{{| c; # 0} = 3 ab, setzt also Dy := 0 fir £ = 1,2,3. Die £-Schleife
des Algorithmus startet deshalb mit ¢ = 3 mit den Basen Bs und By von Ha (2,3) und Ha (2,2):

Bs= Ba=
1 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 0 1 0
o] 1of.{r].lof.]o}.{fr].-]-5] (0] |0}
0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0 0

NeJ
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Nun kommt der wesentliche Teil des Algorithmus: Es sind bq,...,b., € By zu wdhlen, sodass By_1 U D, U
{b1,...,be,} linear unabhingig ist. Wegen cs = 1 und D3 = 0, ist hier also ein by € Bs zu wdhlen, sodass
By U {b1} linear unabhdngig ist. by = es leistet das Gewiinschte.

Mit diesem by € Hx (2,3)\ Ha (2,2) kommt man nun in die Doppelschleife fir i und j. Dort wird by zuerst zu
der bisher leeren geordneten Basis B hinzugefigt, d.h. wir haben jetzt B = (e3) und auflerdem merkt man sich
by in der bisher leeren Menge D3, d.h. jetzt ist D3 = {es}, damit man in spiteren Durchliaufen noch weifS, dass
dieser Vektor aus Hy4 (2,3) schon verbraucht ist.

In der inneren j-Schleife werden nun die b; mehrfach mit A—\-1,, multipliziert. Das Ergebnis wird im Programm
jeweils auch wieder b; genannt, was vielleicht etwas verwirrend ist. Zur Unterscheidung der Vektoren werden
die (nur hier) mit b;, b, b, ... bezeichnet. Man nennt b;, b, b, ... auch eine Jordan-Kette zu \.

(20 2] 1771

Wegen b; € Ha (A k) = Kern ((A — A 11n)’€) folgt

b= (A—X-1,)-b; € Kern ((A —A- nn)’“*l) .
Fiir die berechneten Vektoren gilt

D= AB =N b e B A H = A

Der letzte berechnete Vektor in dieser Kette ist in Kern (A — X - 1,,) = E4 (A).

Nimmt man also ..., b}, b.,b; in der Reihenfolge in eine Basis, so gehort zu diesen Basisvektoren der Jordan-
Block
A1 0 0o ... 0
0 A 1 0 0
0 0 A 1 0
0 .. 0 X 1
0 0 0 A
Im vorliegenden Fall ergibt sich
329 34
0 ~150 7
149 4
0 ~ 30 25
bh=11 EHA(2,3)\HA(2,2)=>b/1= % EHA(2,2)\HA(2,1)=>I)/1/= %5 EHA(2,1)\HA(2,0)
0 52 16
45 45
0 = i

Auch by und by merkt man sich in den bisher leeren Mengen Dy und Dy, d.h. jetzt ist Do = {b}} und Dy =
{v]'}. Auperdem figt man by und by in der berechneten Reihenfolge der geordneten Basis B zu, d.h. jetzt ist
B (b, b, 8]).

Damit ist die £-Schleife des Algorithmus einmal durchlaufen und es geht mit £ = 2 weiter. Zuerst wird eine
Basis By von Hy (2,1) = Kern (A — 2 - 15) = E (2) berechnet, etwa

e ===

S O O = okw
—

Wegen co (A, 2) =1 ist nun by € By zu wahlen, sodass By U Dy U {b1} linear unabhdingig ist.
Mit den bereits bekannten Do und Bs heifit dies

15 3 329
149
by € { (1) 01 (1) g YA (1) (1) o by -
1 9 ) ) ’ 2 ’ ) 15 )
) 0 0 0 ) 0 52 unabh.
45
22
0 1 0/ \o 1) \o 2
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Der Vektor by = (O 0 1 1 0) leistet das Gewiinschte.
Dieser Vektor wird an die geordneten Basis B angehdngt und zu der Menge Do hinzugefiigt.
Auferdem wird by = (A—2-15) - by € E4(2) berechnet und an B angehingt und zu D; hinzugefigt. Die 3
inneren Schleifen fir ¢, i und j sind damit abgearbeitet, denn fiir £ =1 ist wegen c; (A,2) = 0 nichts mehr zu
tun.
Es ist der folgende Endstand erreicht

w ) (% 0\ [~ 0
~1 | | Of |5 0
1)1 ::{ % ) ﬁ% }71)2 = { 1 ) %% }71)3 = { 1 }
3 i 1 % 0
3 i 0 = 0
0\ (=3%5)\ (%) (°) [
of [=%0| || |°f [
B=|[1].] & |. [ |1 ]| 3
0 = w1 3
0/ \ & i/ \0) \ 3

Die zu berechnende Jordan-Basis ergibt sich jetzt durch Umkehr der Reihenfolge aus B und die Transformati-
onsmatriz T fiir den Basiswechsel hat die neuen Basisvektoren als Spalten, also

1 34 329
w5 0 % —f50 O
7 4 149
-5 0 3 —% 0
_ 1 8 41
T=|(3 1 5 3 1
2 16 52
s 1Lz 1 0
2 16 22
5 05 © 0
Mit diesem T gilt endlich
2l 0
T AT =

oo
[=]
N—=O

0

Beispiel 13.4.15. Wie so oft bei Algorithmen, gibt es natirlich alle méoglichen Sonderfille, in denen das ein-
facher und schneller geht. Ein besonderer Fall wird in diesem Beispiel gezeigt: Es sei

20.12.10

1517 452 299 431 689
1875 625 750 150 250
_998 1961 219 161 427
625 625 250 50 250
R 4 26 127 29 73 5%x5
A= 1% —35 w5 —1 s | R
8 52 18 17 71
1125 375 25 45 225
§ s 4 2 221
1125 375 75 45 225

Es ist
xa(2)=—2"4+72" 192242522 —162+4=—(2—2)> (2 — 1)°,

d.h. esist as (2) =2, as (1) = 3. Die Berechnung der zugehorigen Eigenrdume bzw. Hauptraume 1.Stufe liefert

_ 87 51
20 40
_ 141 9
20 20
Es(2)=R 1/2 ,Ea(1)=R 1/2
1 1
1 1
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Da beide Eigenrdume eindimensional sind, gibt es zu jedem FEigenwert einen Jordan-Block, d.h. die Gestalt der
Jordan-Normalform steht fest:

21 O

02

1
0 0
0

Ist B = {b1,b2,b3,by,b5} eine zu dieser Jordan-Normalform gehorige Jordan-Basis, so gilt by € E(2) und
bs € E4 (1). An den weiteren Spalten der Jordan-Normalform liest man nun ab

O
RO

Aby = by + 2by, Aby = b3 + by, Abs = by + by
Somit kann man geeignete Hauptvektoren als Lisungen einfacher linearer Gleichungssysteme berechnen:

Aby = by + 2by < (A — 2]].5)b2 =b <~  Asby=b
Aby =b3+by <— (A - ﬂ5)b4 = b3 <—  Aiby =b3
Abs = by + b5 <— (A - ]15)b5 =y <— Aibs=1bs.

Diese inhomogenen linearen Gleichungssysteme haben jeweils mindestens 1-dimensionale Lésungsrdume, aus
denen man sich jeweils nur eine Losung auswdhlt. Hier erhdlt man z.B.

_3 375 _ 28467
1 32 256
_29 0 _ 12303
1 128
_ _ _ 4
bz=1 0 | ba= || b= T
125
0 5 0
55 765
0 4 32
und damit die Transformationsmatriz
87 51 375 28467
—w 34 ®m ®m e
141 29 9 g _12303
20 4 20 128
1 1 35 945
T= 2 0 2 4 64
1 o 1 B o0
55 765
1 0 3 -5

Dieses Verfahren funktioniert hier nur deshalb, weil es zu beiden Eigenwerten jeweils nur einen Jordan-Block
und somit jeweils nur eine Jordan-Kette gibt.

Somit kann man bei einem FEigenvektor starten und die Jordan-Kette in anderer Richtung als im Algorithmus
durchlaufen.

Hat man dagegen mehrdimensionale Figenrdume, so geht dieses Verfahren nicht mehr so direkt, weil man nicht
weif$, bei welchem Eigenvektor man starten kann. So ist z.B. fir

2
A=10
0

[ R

0
0
2

der Figenraum E 4 (2) = Lin (e; + e3, e3), aber zu keinem der beiden Vektoren b = ey + e3 oder b = e5 das LGS
Asx = b losbar.
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14 Bilinearformen

14.1 Matrixdarstellung

e Esseien ¢ : VXV — K;(z,y) — ¢(z,y) eine Bilinearform (—12.1.1) auf einem K-Vektorraum V endlicher
Dimension und B = (by,...,by) eine geordnete Basis von V.

¢ Betrachtet man analog zu linearen Abbildungen die Bilder der Basisvektoren a;; := ¢(b;,b;), so gilt dann

wegen der Bilinearitét fiir zwei beliebige Vektoren v = 377" | v;b; und w = Y77, w;b; aus V

;W5 , 14.1
JWj (
1

p(v,w) = QP(Z vibs,
i=1 J

n n n
U)jbj) = E (o
1 i=1 Jj=

d.h. ¢ ist durch die Bilder a;; := ¢(b;, b;) der Basisvektoren bereits eindeutig festgelegt.

Definition 14.1.1. Es seien K ein Kérper, n € N, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, B = (by,...,b,)
eine geordnete Basis von V und ¢ : V xV — K;(x,y) — @(x,y) eine Bilinearform. Die Matriz

GB (¢) = ((bs, bj))1gi,jgn
heifst Grammatriz (auch Formmatriz oder Strukturmatriz) von ¢.

e (14.1) zeigt nun, dass man mit Hilfe der Grammatrix schreiben kann:
p(v,w) = (y) - G(#) - wyp -

e Wegen der bekannten Rechengesetze fiir Matrizen priift man nun leicht nach, dass anders herum fiir jede
beliebige Matrix A € K™*™ die Abbildung (v, w) — t(v/B) - A - wy, eine Bilinearform des K™ ist.

e Diese heifit dann die zu A gehorige Bilinearform.

Beispiel 14.1.2. Mit der Grammatriz A = 1,, im R"™ erhdlt man das so genannte Standard-Skalarprodukt (oder
kanonische reelle Skalarprodukt)

AW =l w = vw = viw + vows + - - + VW,
d.h. dieses Skalarprodukt ist eine spezielle Bilinearform.
Satz 14.1.3. FEine Bilinearform ¢ eines K-Vektorraumes V' heifit nicht ausgeartet, wenn fir festes v € V gilt
p(v,w) =0 fir allew eV =v=0.

Satz 14.1.4. Es seien K ein Korper, n € N, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, B = (by,...,b,) eine
geordnete Basis von V und ¢ : V xV — K;(x,y) — ¢(x,y) eine Bilinearform. Dann gilt

Rang G (¢) = n <= ¢ ist nicht ausgeartet.

Beweis: ,,<=*Angenommen, Rang G, (¢) = m < n. Dann ist mit w € V' die Menge der Vektoren G (¢) wy, ein
m-dimensionaler Teilraum des K. Ist C' = (cq,...,cy,) eine Basis dieses Raumes, so ist ¢(v,w) = 0 fiir alle
w € V gleichbedeutend mit

t(v/B)-(cl cy ... cm):0<:> : v =0.
t(cm)
Da die Koeflizientenmatrix dieses LGS den Rang m < n hat, gibt es einen n — m-dimensionalen Losungsraum
fiir die v’s, also insbesondere immer von 0 verschiedene Losungen, d.h. ¢ ist ausgeartet.

»=" Ist Rang G5 (¢) = n, so ist die Menge aller G () wy, ganz V. Deshalb ist o(v,w) = 0 fiir alle w € V
gleichbedeutend mit t(v/B) -1,, =0, d.h. es gibt nur die Losung v = 0 und ¢ ist nicht ausgeartet. O
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14.2 Basiswechsel

e Wie bei linearen Abbildungen interessiert man sich nun fiir das Verhalten der Grammatrix beim Basis-
wechsel und fiir Basen beziiglich derer die Grammatrix besonders einfach aussieht.

e Der Basiswechsel von einer Basis C' von V' zu einer Basis B von V wird dabei wie gewohnt von einer
(invertierbaren) Transformationsmatrix 7' := g[idy|. beschrieben:

vp =glidv]cys, wy = glidv]cw,, =
p(v,w) ="(vp) - Gg(0) - wyp =
:t(B[idV]c 'U/c) - G(p) - (plidv]e - w/c) =
:t(”/c) ) t(B[idV]C) - G(e) - glidv]e wy, -

=G_(¥)

oder kurz G, (¢) =T - Gy(p) - T.

Definition 14.2.1. Zwei Matrizen A, B € K™*™ heiflen kongruent, wenn es ein invertierbares T € K™*" mit
A="T-B-T gibt.

Satz 14.2.2. Die Kongruenz von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis: Einfache Ubung. O

e Genauso wie man sich bei den Aquivalenzklassen #hnlicher Matrizen moglichst einfache Vertreter aus-
sucht (Diagonalgestalt, Dreiecksgestalt oder Jordan-Normalform), stellt sich auch fiir Aquivalenzklassen
kongruenter Matrizen das Normalformenproblem.

e Mit Hilfe von Elementarmatrizen kann man jetzt einiges zu Kongruenzumformungen sagen:

e Ist T eine invertierbare Matrix, so kann man diese als Produkt von Elementarmatrizen schreiben.

e Die Multiplikation einer gegebenen Matrix B von rechts mit der Matrix 7" bewirkt eine Folge von elemen-
taren Spaltenumformungen und die Multiplikation dieser Matrix mit 7" von links bewirkt die analogen

elementaren Zeilenumformungen.

e Dieses Wissen nutzt man aus, um eine gegebene Matrix A auf eine einfachere, aber kongruente Gestalt zu
bringen:

e Es seien K ein Korper und A € K=",
e An der gegebenen Matrix A werden identische elementare Zeilen- und Spaltenumformungen vorgenommen.

e Die Zeilenumformungen werden gleichzeitig in einer gleichgrofen Einheitsmatrix mitprotokolliert (analog
kénnte man natiirlich auch die elementaren Spaltenumformungen mitprotokollieren):

Identische elem. Zeilen-
und Spaltenumf. an A,

(A|]ln) an 1n, nu{/\_Z)eilenun)f. (AI|T) S A =T.A. tT

e Ist A die Grammatrix einer Bilinearform ¢ beziiglich der Basis B, also A = G (¢), so ist A" = G, (¢) und
T = 4[id] 5, d.h. man kann aus 7T direkt die neue Basis ablesen.

e Fiir eine spezielle Klasse von Bilinearformen wird das Normalformenproblem fiir kongruente Matrizen
durch den so genannten Sylvesterschen Trdgheitssatz sehr schén beantwortet werden.
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Beispiel 14.2.3.

Zo «— Zo — AZ und Sy «— So — 48
15 6lo 1) ATATTA Wi Soso
78 9|0 0 1
(1) :g :gl _14 (1)8 Ty Zy =22, und S5 S3-28;
0 —6 —12|-7 0 1
1 -2 01 0 0
0 -3 0|/-4 1 0 |=
0 0 0|1 -21
1 0 0 12 3 1 -4 1 1 =20
1 -2 1 7 8 9 0 0 1 0 0 0
-7 :A:GB(‘P) :tT:B [ld]c :A’:GC(LP)

14.3 Quadratische Formen

Definition 14.3.1. Es seien K ein Kérper, V ein K-Vektorraum und ¢ : V x V — K eine Bilinearform. Die
Bilinearform ¢ heif$t symmetrisch, wenn gilt

o(u,v) = p(v,u) Yu,veV.

Satz 14.3.2. FEs seien K ein Kdrper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und ¢ : V XV — K eine
Bilinearform. Die Bilinearform ¢ ist genau dann symmetrisch, wenn die zugehdrige Grammatriz beziiglich einer
beliebigen Basis B von V' symmetrisch ist: ¢ symmetrisch <= Gg(p) = t(GB(gp)) .

Beweis:
Yu,weV :
plu,w) = 'u-Gylp)-w="(u-Gylp) - w) ="w-(Gy(e)) -u };s
p(w,u) = 'w- Gyp) - u

GB(@) = t(GB(@)) .

O

Definition 14.3.3. Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und ¢ : 'V x V. — K eine symmetrische
Bilinearform. Dann heifst
VK
o *

v p(v,v)
die zu o gehdrige quadratische Form.

e Aus der Bilinearitét von ¢ folgt fiir die quadratische Form g, (uv) = p?qy,(v) fiir alle u € K, v € V; daher
der Name.

e Fiir alle u,v € V gilt

go(u+v) =p(u+v,u+v) = p(u,u+v) + v, u+v) =
=p(u,u) + ¢(u,v) + p(v,u) + p(v,v) = (14.2)
:qW(u) + qW(U) + 290(“7 U) :

e Ist V endlichdimensional und A = (a;;) = G

5 () die zu ¢ gehdrige symmetrische Formmatrix beziiglich
einer festen Basis B von V, so ist

n
q(v) = Ay = Zaiivf + Z 2a,v;v; .
i=1

1<i<j<n

e Dies ist ein Polynom in mehreren Variablen, also eine Summe von so genannten Termen der Gestalt
avi'vy? -...-vr mit a € K, r € Nund i; € Ny fiir j = 1,...,r und Unbestimmten v, ..., v,.
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10.1.11

e Der Grad eines solchen Terms ist 41 + - - - + 7.
e Haben alle Terme eines Polynoms gleichen Grad, so heiftt das Polynom homogen.
e Eine quadratische Form liefert also ein homogenes Polynom vom Grad 2 (oder quadratisches Polynom).

o Aus g(v) =311, aiiv] + 30 <, j<,, 20550 liest man ab, dass sich jedes homogene quadratische Polynom
umschreiben lisst in die Gestalt wAv, also eine quadratische Form ist:

e Die Koeffizienten der reinquadratischen Terme v? liefern fiir i = 1,...,n die Diagonalelemente a;; der
Formmatrix.

o Die Koeffizienten der gemischtquadratischen Terme v;v; werden fiir 1 <i < j < n je zur Hélfte in a;; und
a;; libernommen.

Beispiel 14.3.4. Das homogene quadratische Polynom 1x2 + 1y + 222 + 2zy + 4z lyz ist identisch mit der
quadratischen Form

T 1 1 2
q(X):(x Y z)A y| mit A=11 1
z 2 2

Satz 14.3.5. Es seien K ein Korper mit 1 +1 # 0, V ein K-Vektorraum und q : V — K eine quadratische
Form. Dann ist

(q(u+v) —g(u) = q(v))

die zu q zugehorige symmetrische Bilinearform, d.h. ¢ = q,.

(p(uv U) =

N | =

Beweis: Ist ¢ = gy mit der Bilinearform ¢ : V x V — K, so folgt fiir alle u,v € V

p(u,0) =3 (au+v) - glu) - q(v)) "=

(q(u) + q(v) 4+ 2¢(u, v) — q(u) — q(v)) = ¥(u, v)
also ¢ = 1. O

Beispiel 14.3.6. Fir symmetrische Bilinearformen kann man mit Kongruenztransformationen eine besonders
schéne Form erreichen:

— Zy — un So «— Sy — 4S8

R 7Rl uﬁ A
78 9/0 0 1
b Sl A Y0 memerm w sicsioas:
0 —20 —40|-7 0 1
e
0 0 0|1 -2 1
1 0 0 1 0 0

4 1
0 -1 0|-75 75 0| =
0 0 o] 1 2 1
1490(147)1—4101 (100)
—— = 0]l 4 6 8 0 — -2 |=(0-10
%) \rs o) g 0 00 0

Satz 14.3.7 (Triigkeitssatz von Sylvester). 5 Es seien K = R und ¢ eine symmetrische Bilinearform des
n-dimensionalen R-Vektorraumes V. Dann existiert eine Basis B mit

L, 0 0
Gylp)=1| 0 -1, 0
0 0 Ong

15Benannt nach James Joseph Sylvester (1814 - 1897), der u.a. in seiner Arbeit On a New Class of Theorems (1850) zum ersten
Mal das Wort Matrix im heutigen Sinne verwendete. Dieser Satz hier war allerdings schon davor Carl Gustav Jacob Jacobi (1804
- 1851) bekannt.
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Dabei seien 1,, bzw. 1,_ Einheitsmatrizen der Gréfie ny bzw. n_ und 0,, eine ng x no-Nullmatriz. Die
restlichen Nullen bezeichnen Nullmatrizen passender Groffe. Die Zahlen ni,n_,ng € N (np +n_ +no = n)
sind durch die Bilinearform eindeutig bestimmdt.

Beweis: Der Beweis wird durch Induktion nach der Dimension n von V gefiihrt. Fiir n = 0 ist die Aussage
trivial. Nun sei n > 1 und die Behauptung fiir n — 1 bewiesen.Ist ¢(v,v) = 0 fiir alle v € V, so gilt wegen 14.3.5
auch

1
@(Ua w) = 5((10(’0 +w,v+ ’U)) - QD(’U, U) - W(w7 UJ)) =0
fiir alle v,w € V, d.h. ¢ ist die Nullform und Gy (¢) = 0 fiir jede Basis B von V.

Gibt es dagegen ein v; € V mit ¢(vy,v1) # 0, so setzt man w; = ﬁvl. Wegen der Bilinearitdt von ¢
p(v1,v1
folgt
‘P(’Ulv Ul)
pwy,w) = ————— = =*1.
( ) lp(v1,v1)]

Nun sei W := {w € V| p(w1,w) = 0}. Da ¢ eine Bilinearform von V ist, ist ¢(w;,w) eine Linearform von V,
also W der Kern dieser Linearform. Insbesondere ist W ein Untervektorraum von V. Wegen o(wq,w1) = +1 ist
(w1, w) nicht die Nullform, d.h. es ist Bild ¢(w1, w) = R und deshalb dim W =n — 1.

In Ubung 8.9 wurde Lin (w;) @ W =V gezeigt.

Nach Induktionsvoraussetzung hat W eine Basis (ws,...,w,) mit den geforderten Eigenschaften. Deshalb ist
B = (wy,ws,...,w,) eine Basis von V mit den gesuchten Eigenschaften. O

14.4 Definitheit

Definition 14.4.1. FEs seien K = R und ¢ eine symmetrische Bilinearform des n-dimensionalen R-Vektorraumes
V. Das nach 14.3.7 eindeutig bestimmte Tripel (ny,n_,ng) heifst die Signatur der symmetrischen Bilinearform
. Fine reelle symmetrische Bilinearform mit ny. =n = dim V' heifit positiv definit. Die Matrix GB(Lp) aus dem
Tragheitssatz heifit die Sylvester-Normalform von .

Beispiel 14.4.2. Die in 14.3.6 betrachtete Bilinearform hat die Signatur (1,1,1) und ist deshalb nicht positiv
definit.
Die Summe ny +n_ ist der Rang jeder Grammatriz von ¢, hier also 2.

e Eine symmetrische Bilinearform heifst nach bisheriger Definition positiv definit, wenn sie als Sylvester-
Normalform die Einheitsmatrix (Signatur (dim V,0,0)) besitzt.

e Beziiglich der zugehorigen Basis B gilt dann
olv,v) = t(v/B) Ay vy = o |> 4+ v |2,
d.h. ¢(v,v) ist immer positiv und nur fir v = 0 gilt p(v,v) = 0.

e Damit wird die bisherige Definition iiber die Normalform nun erweitert auf Bilinearformen iiber beliebigen
reellen Vektorrdumen:

Definition 14.4.3. Eine symmetrische Bilinearform ¢ in einem reellen Vektorraum V (nicht zwingend end-
lichdimensional) heifst positiv definit, wenn gilt o(v,v) > 0 Vv € V \ {0}. Analog heifst ¢ positiv semidefinit,
wenn gilt p(v,v) > 0 Yv € V, negativ definit, wenn o(v,v) < 0 Yo € V' \ {0} und negativ semidefinit, wenn
p(v,v) <0Vv € V. Hatp keine diese Figenschaften, d.h. gibt es v € V mit o(v,v) > 0 und w € V mit
p(w,w) <0, so heifft ¢ indefinit.

o Fiir eine positiv semidefinite Bilinearform gilt n_ = 0, bzw. ny + ng = n.

e Fiir eine negativ definite Bilinearform ist n = n_, fiir eine negativ semidefinite n, = 0, bzw. n_ +ng = n.
e Fiir den Nachweis der positiven Definitheit sind damit schon zwei Kriterien bekannt:

e Direktes Nachrechnen von ¢(v,v) > 0 fiir v # 0 (z.B. durch quadratische Erganzung),

e Umrechnung auf die Sylvester-Normalform mit Hilfe von Kongruenzumformungen.

e Dabei muss am Schluss nicht unbedingt die genaue Sylvester-Normalform mit £1,0 in der Diagonalen
sein; irgendeine Diagonalgestalt und Betrachtung der Vorzeichen in der Diagonalen reicht schon.
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Satz 14.4.4. Es sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum mit Basis B und ¢ eine symmetrische Bilinearform.
Dann besitzt A := Gy (¢) genau n reelle (nicht notwendig verschiedene, entsprechend ihrer Vielfachheit gezdhlte)
Eigenwerte, d.h. jede reelle symmetrische n x n-Matriz hat n reelle Eigenwerte!

Beweis: Ist ¢ eine symmetrische Bilinearform mit der ebenfalls symmetrischen Formmatrix A € R™*™, so hat
dieses A nach dem Fundamentalsatz der Algebra 13.3.2 n komplexe Eigenwerte. Ist A € C solch ein Eigenwert
und v € C” ein zugehoriger Eigenvektor, so gilt

Av= v &= Av=> v <= AW="Av=M\ < '0) A=\ (D).

Damit folgt
om0 = 0 av={ (D140 = O 00 =10
denn ‘(D) v = |v1|> + - + |v,|> # 0. =

Satz 14.4.5. Es sei A € R™™" symmetrisch. Dann besitzt das charakteristische Polynom xa (X\) = Y iy ;X
nur reelle Koeffizienten «; firi =0,...,n und n reelle Nullstellen (also reelle Eigenwerte \q,...,\,) und A ist
genau dann positiv definit, wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(1) M,er s A >0,
(2) (-1Ya; >0 fiir j =0,...,n—1,

(3) det(Ag) >0 fir k=1,...,n, wobei Ay, die Teilmatriz von A sei, die aus den ersten k Zeilen und Spalten
von A besteht. det(Ay) heifit Hauptunterdeterminante oder Hauptminor von A. Dieser Punkt ist auch
unter dem Namen Hurwitz-Kriterium bekannt (nach Adolf Hurwitz (1859 - 1919))

e Vorsicht: Nur das 1. Kriterium kann durch Ubergang von > zu > auf den Nachweis von positiver Semide-
finitheit angewendet werden!

e Eine Matrix A ist genau dann negativ definit, wenn — A positiv definit ist.
e Damit lassen sich die aufgelisteten Kriterien auch zum Nachweis der negativen Definitheit verwenden.

e Der Beweis dieses Satzes erfordert einige Hilfsmittel, die in der Vorlesung noch nicht behandelt wurden,
und wird deshalb vorerst weggelassen.
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15 Euklidische Vektorraume

15.1 Skalarprodukt

Definition 15.1.1. Es seien V ein R-Vektorraum und ¢ : V x V. — R eine positiv definite symmetrische
Bilinearform. Dann heifst o Skalarprodukt auf V und V' Euklidischer Vektorraum. Ist eine Bilinearform ¢ sogar
ein Skalarprodukt, so schreibt man auch (x|y) statt o(x,y) (in der Schule oder bei Ingenieuren oft x-y). Um zu
betonen, dass man einen Euklidischen Vektorraum hat, schreibt man auch (V, @) bzw. (V,{ | )).

Beispiel 15.1.2. Das bereits aus der Schule bekannte so genannte reelle kanonische Skalarprodukt (v|w) :=
Wl,w = w im R™ ist ein Skalarprodukt gemafl obiger Definition, der (R™, (| )) ein Euklidischer Vektorraum.

Beispiel 15.1.3. Es sei V = Rlx]3 der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad héchstens 3. Dann ist

1
(pla) = / p(2)q(z) dz

-1

ein Skalarprodukt, (V,( | )) ein Euklidischer Vektorraum.

15.2 Norm
Definition 15.2.1. Es sei (V,( | )) ein Euklidischer Vektorraum. Die Abbildung

V - R
=" 2 e

heifst die zu ( | ) gehérige Norm von V (auch Betrag oder Linge genannt).

Beispiel 15.2.2. Zu dem reellen kanonischen Skalarprodukt im R™ erhdlt man so die ibliche Euklidische Linge

lell = Vile) = /o3 + a3+ a2

Satz 15.2.3 (Die Cauchy-Schwarz-sche Ungleichung). Fs sei (V,( | )) ein Euklidischer Vektorraum. Fir x,y €
V' gilt

[(zly) < llzll - lyll -

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x und y linear abhdingig sind.

Beweis: Zum Beweis betrachtet man die Norm des Vektors

v = (z|r)y — (ylo)z

Es gilt:
0 < Jlol* = (ala)y — (ylz)al(z|z)y — (yla)z) =
=((@l)yl{z|x)y) — (yle)z|(zle)y) — (elz)yl(ylo)z) + ({ylr)z|(yle)z) =
=(z|z)*(yly) — (ylo) (zle)(zly) — (z]2)(ylz)? + (ylz)*(z]z) =
=(ala)(wle)(yly) — (ylo)(zlo)ly) — (@lz)(yle)® + Yl (aly) (o) =
:< |2)*(yly) — (lz){ylo)* =
<(zl)(yly) — (ylz)* =
|<ylw>| <lall* lyI* <= Iyle)] < lall lyl -
Gilt in der letzten Zeile das Gleichheitszeichen, so folgt in der ersten Zeile ||v|| = 0 und somit v = (z|z)y —

(ylx)x = 0 also x und y linear abhéngig. Sind umgekehrt z und y linear abhéngig, etwa x = Ay, so bekommt
man

[(2ly)] = [Ayly)| = [Xyly)] = 1Al Il
Izl -yl = 1Al - gl = 1Ay )

also die Gleichheit. O
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13.1.11

Satz 15.2.4. Es sei (V,(|)) ein Euklidischer Raum und || || die zu { | ) gehorige Norm. Dann gilt:
(V) [zl =0 Vz eV, |z[|=0 <= = =0,

(N2) (Al = Al - [z Vo eV, AeR,

(N3) |lz 4yl < ||zl + llyl] Vz,y €V  (Dreiecksungleichung)

Beweis: Die ersten beiden Eigenschaften folgen direkt aus der Bilinearitét und positiven Definitheit des Skalar-
produkts, die dritte aus der CSU:

Iz +ylI” =( + yle +y) = (@|z) + (zly) + {ylz) + (yly) =
=(|z) + (2ly) + (@ly) + ly) = llz]* + 2([y) + |yl
(Nl + llylD? = Nz + 2|2l 1yl + 1y -

Wegen (x|y) < [{z|y)| < ||z]| |ly|]| (CSU) folgt somit auch
Iz +ylI” < (2l + lyl)? <= llz+yll < Izl + [yl

wegen der Monotonie des Quadrats bzw. der Wurzel fiir positive Werte. Wegen der Bemerkung am Ende des
Beweises der CSU kann die Gleichheit hier nur dann eintreten, wenn x und y linear abhéngig sind. O

e (N3) wird iiblicherweise Dreiecksungleichung genannt, was durch die ne-
benstehende Skizze klar sein sollte.

¢ Die Eigenschaften (N;)-(N3) werden allgemein zur Definition einer Norm Ity itz gl
verwendet.

e Es gibt Normen, die sich nicht durch ein Skalarprodukt ( | ) als |z| =

V/{x|z) definieren lassen: P . Q
Abbildung 29:
Dreiecksungleichung

o ||z := max{|z;|| 1 <i<n} fir dimV = n ist z.B. solch eine Norm.

e Diese Normen sind aber in der Linearen Algebra meist nicht von Inter-
esse.

15.3 Metrik
Definition 15.3.1. Es sei (V,{ | )) ein Euklidischer Vektorraum. Die Abbildung

.{VXV — R
(z,y) = llz—yl

heifit die zu ( | ) gehérige Metrik von V.

Folgerung 15.3.2. Es seien (V,( | )) ein Euklidischer Vektorraum und d die zu { | ) gehérige Metrik. Dann
gilt:

(D1) d(P,Q) 20, d(P,Q) =0 < P=0Q,
(Dy) d(P,Q) = d(Q, P),
(Ds) d(P,R) < d(P,Q) + d(Q, R)
fiir alle Punkte P,Q,R€ V.
e Die Eigenschaften (D;)-(Ds) werden allgemein zur Definition einer Metrik verwendet.
e Es gibt Metriken, die sich nicht durch eine Norm || || als d(x,y) = ||z — y|| definieren lassen.

e Diese sind aber in der Linearen Algebra meist nicht von Interesse.
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15.4 Winkel und Orthogonalitét

e Wegen der CSU 15.2.3 ist —1 < % <1

e Deshalb ist der Arcuscosinus dieses Ausdruckes definiert, was man nun verwendet, um den Winkelbegriff
beruhend auf Skalarprodukt und Norm allgemein in Euklidischen Vektorrdumen zu definieren:

Definition 15.4.1. Es sei V ein Euklidischer Vektorraum mit dem Skalarprodukt { | ) und der zugehérigen
Norm || ||. Der Winkel zwischen zwei von dem Nullvektor verschiedenen Vektoren x und y von V ist

{z]y)
el -

X(z,y) := arccos

e Wegen der gezeigten Eigenschaften von Skalarprodukt und Norm
folgen fiir den so definierten Winkel die erwarteten Eigenschaften.

o X(z,y) = L(y,7), ¥(A\r,y) = «(2,9), Vo,y e V,AER, A >0

e Weiterhin hat der so definierte Winkel (auch in htherer Dimension)
die erwarteten additiven Eigenschaften

e Fiir den Beweis braucht man den Cosinus mit seinen Additions-
theoremen (siehe z.B. [ |, S.277). Abbildung 30:

Winkel-Additivitat

Definition 15.4.2. Es sei (V,(|)) ein Euklidischer Vektorraum. Zwei Vektoren x,y € V heifien orthogonal
beziiglich (| ), wenn (x|y) = 0 ist.

Sind vy, ..., vy, € V\ {0} so heifit {vi,..., vy} ein Orthogonalsystem, falls (v;|v;) = 0 fir beliebige i # j mit
1<ij<m.

Ist zusdtzlich (v;|v;) =1 fiir 1 <i < m, so spricht man von einem Orthonormalsystem.

Mit Hilfe des Kronecker-Symbols kann man ein Orthonormalsystem kurz durch (v;|v;) = 0;; fir beliebige 1 <
1,7 < m beschreiben.

Satz 15.4.3. Es sei (V,( | )) ein Euklidischer Vektorraum.
Jedes Orthogonalsystem {v1,..., vy} in'V ist linear unabhdingig.

Beweis: Mit dem iiblichen Ansatz Y_." | u;v; = 0 folgt fiir ein beliebiges k£ mit 1 < k < m wegen der Bilinearitét
des Skalarprodukts:

0= (vrl Y pava) = > pa(vrlvi) = pur (vklor)
=1 =1

Wegen (vi|vg) > 0 heift das py = 0. O
e Ist m =n = dimV, so spricht man deshalb auch von einer Orthogonalbasis bzw. einer Orthonormalbasis.

e Ausgehend von einer beliebigen Basis {v1, ..., v,} eines endlichdimensionalen Euklidischen Vektorraumes
(V,{|)) kann nun eine Orthogonal- oder sogar Orthonormalbasis berechnet werden.

e Der erste Schritt dazu ist die orthogonale Zerlegung eines gegebenen Vektors b in eine Summe aus einem

Vektor b, der parallel zu einem anderen Vektor a ist (=orthogonale Projektion) von b auf a) und einen
Vektor b orthogonal zu a.

Satz 15.4.4.

Es seien (V,( | )) ein Euklidischer Vektorraum, O, A, B € V' Punkte mit
— —

O # A, a=0A, b= 0OB. Dann existiert L € OA mit LB L a und es
gilt

bt :=LB =b—b|
B N Abbildung 31: Orthogonale

Zerlegung
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Beweis:

b b
(alb) = (alb— 92 6 = taly — 412 tojay —0 = bt 1
[lall [[all
=llall?
Da offensichtlich b(!Ha und bl + bt = b gilt, folgt die Behauptung. O
15.5 Orthogonalisierung

e Geht man von einer Basis {v,...,v,} aus, so nimmt man z.B. w; := v; als ersten Vektor der zu bestim-

menden Orthogonalbasis und wy := vy — le.
e Nach 15.4.4 gilt dann w; L we und nach 15.4.3 ist {w;,w>} linear unabhingig.
e Wegen wy,ws € Lin (vq,vs) folgt Lin (wy,ws) = Lin (vy,v9), d.h. {wy,ws} ist eine Orthogonalbasis von

Lin (v, v2).
e Die gleiche Grundidee wird nun weiter verfolgt, um eine Orthogonalbasis von Lin (v, va, v3) zu bestimmen.
e Dazu wird die orthogonale Projektion von vs in die von w; und ws aufgespannte Ebene berechnet und

dann von ws subtrahiert:
e Die Projektion von vz in Lin (wy, ws) ist die Summe der Projektio-

nen von vz auf w; und von vz auf wo:
e Der Vektor

( 3)” L (w1 |v3) L (walvs) X
Lin(wy,w2) * 2 2
o2l T | e

liegt offensichtlich in Lin (wy,ws).

e Der Vektor
1
(U3)Lin(w1,w2) = W3 = U3 — (’U?’)}Lin(wl,wg)

. ) ) Abbildung 32: Orthogonale

ist orthogonal zu jedem Vektor aus Lin (wy, w2), Projektion
e Dies zeigt man durch Skalarprodukt mit den Basisvektoren wy; und ws:

w1 |v wa v
(i) = {wrfen) — L209 fuyuoy) ~LE208) Gy
[Jwe | [[wa]
llwa |l =
= (w1lvs) — (wilvz) =0

e und analog (ws|ws) = 0.
e Diese Grundidee ldsst sich rekursiv fortsetzen und endet bei einer orthogonalen Basis {ws,...,w,} von

{1, v}
e Das gesamte Verfahren ist nach Jorgen Pedersen Gram (1850 - 1916) und Erhard Schmidt (1876 - 1959)

benannt:

Satz 15.5.1 (Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren). Es sei (V,( | )) ein endlichdimensionaler Eu-

klidischer Vektorraum mit einer Basis {v1,...,v,}. Dann ist {w1,...,w,} mit
i1
i +— U; — <w]|U12>’wj fﬂ:T’ i:l,...,n
j=1 [Jw;l

eine Orthogonalbasis von V beziiglich (| ), bzw. (

w1 W,
llwill?> " flwall

) eine Orthonormalbasis von V.
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Beweis: Der Beweis wird durch Induktion nach ¢ gefiihrt. Der Fall ¢ = 1 ist klar, der Beweis fiir die Falle ¢ = 2
und ¢ = 3 ist in der Herleitung gemacht worden. Der noch fehlende Induktionsschritt von ¢ — 1 nach 4 ist nun
leicht zu fiihren, indem man in obiger Gleichung fiir w; beidseitig das Skalarprodukt mit wy fiir 1 < ¢ <i—1
bildet. Da nach Induktionsvoraussetzung w; L wy fiir 1 < j,¢ <4 —1 und j # £ gilt, fithrt das auf

w V; We|V;
) = Gl — 5 Sty — o) — 9 gy — 0
2 wrl?

O

Folgerung 15.5.2. Jeder endlichdimensionale Euklidische Vektorraum (V,( |)) besitzt eine Orthogonalbasis
(und natirlich auch eine Orthonormalbasis).

Beweis: Man wende das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren auf eine beliebige Basis von V' an
(und normiere gegebenenfalls). O

Folgerung 15.5.3. Jede Orthogonalbasis eines Untervektorraumes U eines endlichdimensionalen Fuklidischen
Vektorraumes (V,{ | )) lasst sich zu einer Orthogonalbasis von V' erginzen (analog fir Orthonormalbasen).

Beweis: Man erginze eine Orthogonalbasis von U zu einer Basis von V' und wende das Orthogonalisierungsver-
fahren auf diese Basis an. Die bereits orthogonalen Basisvektoren von U werden dabei nicht verdndert (analog
fiir Orthonormalbasen). O

Satz 15.5.4. Es sei B = (by,...,by,) eine Orthonormalbasis eines endlichdimensionalen Euklidischen Vektor-
raumes (V, (| )). Dann gilt fiir beliebiges v € V:

(b o)
| Galo)

Ys = :
(bn|v)
Beweis: Ist v =Y., v;b; die eindeutige Basisdarstellung von v beziiglich B, so zeigt beidseitiges Skalarprodukt
mit einem b; mit 1 <j <n

n
=

(bjlv) = b|Zv11 Zvlb|b =v;(b;|b;) =v;. O

1

15.6 Orthogonale Unterrdume

Definition 15.6.1. Zwei Untervektorraume Uy, Uy eines FEuklidischen Vektorraumes (V,{ | }) heiflen orthogo-
nal, in Zeichen Uy L Uy, wenn uy L uy fir alle uy € Uy und us € Uy gilt.

Definition 15.6.2. Ist U ein Untervektorraum eines Euklidischen Vektorraumes (V,( | )), so sei das orthogonale
Komplement von U
Li={veV| (up)=0 firale ueU}

Satz 15.6.3. Es sei U ein Untervektorraum eines endlichdimensionalen Euklidischen Vektorraumes (V, (| )).
Dann gilt (& =direkte Summe — Ubung 8.9)

V=UaU+, U =U,dimV =dimU + dim U~

Beweis: Da V endlichdimensional vorausgesetzt ist, sind dies auch U und U+. Man kann sich also nach
15.5.3 eine endliche Orthonormalbasis {b1,...,b,} von U nehmen und diese zu einer Orthonormalbasis B :=
{by,... bmybmst,---,bn} von V erginzen. Fiir jedes v € U~ gilt dann gemiR 15.5.4

(balo) 0
ey | o
YB = (bmy1]v) - (bm41]|v)
(b o) (b |v)
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d.h. v ist eine Linearkombination von b,, 41, ..., by, also
Ut =Lin (byy1,. .., bn) -

Daraus folgt direkt der erste und dritte Teil der Behauptung. Teil 2 folgt aus der Definition von U+, O

15.7 Abstande von Teilrdumen

Definition 15.7.1. Es sei (V,( | )) ein Euklidischer Vektorraum, M eine beliebige Teilmenge vonV undp € V
ein Punkt. Der Abstand d(p, M) von p und M ist definiert durch

d(p, M) := inf{d(p,m)| m € M}.

e Von besonderem Interesse sind dabei die Absténde, bei denen M ein affiner Teilraum ist:
Satz 15.7.2 (Abstand Punkt-Gerade). Es seien (V,(|)) ein Euklidischer Vektorraum, u,v,p € V, v # 0 und
G ={u+ M| A € R} eine Gerade. Dann gilt:
—plv
xe \/ Ju—pl? ~ 22
|| I?
Dieser Wert wird erreicht fiir
{p—ulv)

A= W7 d.h. im Geradenpunkt ¢, ¢ = u + <p||_|7|v>
v v

Das Infimum aus 15.7.1 ist also ein Minimum. Die Verbindungsgerade von p und ¢, ¢ steht orthogonal auf G,
d.h. der kiirzeste Abstand ist das Lot, {,, ¢ der LotfufSpunkt.

Beweis: in der Ubung O

e Da man jetzt weiff, dass der kiirzeste Abstand das Lot ist, kann
man diesen Abstand z.B. auch so berechnen (vgl. Skizze): ¢

was nach Einsetzen der Formel aus 15.4.4 auf den gleichen Ausdruck
fiihrt.

0

Abbildung 33: Abstand
Punkt-Gerade

e Ist U = Lin (uq,...,ux) mit 1 < k < n— 1, so kann man wegen V = U & Ut (—15.6.3) jedes p € V
eindeutig zerlegen in

p=pl + .
~— =~

eU eUu+

e Bereits bei der Herleitung des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens war gezeigt worden, dass

die orthogonale Projektion p” eines Punktes p in einen Unterraum U gerade die Summe der orthogonalen
Projektionen von p auf die Basisvektoren von U ist, wenn diese ein Orthogonalsystem bilden, also

e Dies kann man nun zur Berechnung des Abstandes eines Punktes zu U verwenden:
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Satz 15.7.3. Es sei U ein endlichdimensionaler Unterraum eines Euklidischen Vektorraumes (V, (| )) mit der
Orthogonalbasis {u1,...,ux}. Dann gilt

dp.U) = || Il Z<“f'p>

=y

Beweis: Fiir beliebiges u € U gilt

lp—ul|” = HpU + g — ‘ = (p), + i — ulpl, + p —u) =
= (ply — ulpy —u) + (pilpE) =
= b~ + o1 = s

Das Gleichheitszeichen wird dabei fiir p;, = u angenommen & || ist also das Minimum von ||p — ul|. Zusammen

2
mit HpﬁHz‘f‘pr]’ = ||pH2 — HpUH = ||p|| —HpUH (Pythagoras) folgt also
2
2
dp.U) = [lpg ] = \/Iol” = ||pb || = | 1el* - HZ H“J'ﬁ’z | =
J

Il Z <|1|‘”J“ﬁ> o

15.8 Winkel zwischen Teilrdumen

e Schneiden sich affine Teilriume eines Euklidischen Vektorraumes, so kann man in manchen Fillen auch
von einem Schnittwinkel sprechen.

e Eine sinnvolle Definition muss dabei jeweils unabhéngig von den speziellen Basisvektoren der Richtungs-
raume sein:

Definition 15.8.1. Der Winkel zwischen sich schneidenden Geraden g1 = uy + Rwy und go
einem FEuklidischen Vektorraum (V,{|)) sei

U2 + R’UJQ mn

(wy,we)  falls (wylws) >0

Y(—wi,wq) sonst.

£(91,92) = {

e Zusammen mit der Definition des Winkels zwischen Vektoren folgt

Folgerung 15.8.2 (Winkel zwischen Geraden).

[{wilws)] _ 7

0 < X(u1 + Rwy, us + Rws) = arccos <
wil [Jwal| — 2 e W .

Abbildung 34: Winkel zwischen
Geraden

Definition 15.8.3.

Es seien (V,(|)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektor-
raum, H : (N|z — p) = 0 eine Hyperebene (also p, N € V, N #0)
und g = u + Rw eine Gerade (also u,w € V, w # 0). Der Winkel
zwischen der Hyperebene H und der Geraden g wird definiert als
5—der Winkel zwischen den Geraden Rw und RN

™ u [(N]w)]|
(g, H) := 5 — *(Rw,RN) = 5 — arccos NIl Abbildung 35: Winkel zwischen

2
Gerade und Hyperebene
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Definition 15.8.4.

Es seien (V,(|)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektor-
raum und H : (N|lz —p) = 0, H : (N'|z —p') = 0 zwei Hyper-
ebenen (also p,p’, N, N' € V, N,N' # 0). Der Winkel zwischen
den Hyperebene H und H' wird definiert als der Winkel zwischen
den Geraden RN und RN':

[(VINT)

<(H,H") := £(RN,RN’) = arccos -——————.
NN

Abbildung 36: Winkel zwischen
Gerade und Hyperebene

15.9 Volumen
Definition 15.9.1. Fir m € N und Vektoren ay, ..., an, eines Euklidischen Vektorraumes (V, (| )) heifit

Play,...;am) :={ a1+ -+ Anan | 0< N, <1 fir i=1,...,m}
(m-dimensionales, falls ay,...,a,, linear unabhdingig sind) Parallelotop oder Parallelepiped, im R® auch Spat.

e Um einen sinnvollen Volumenbegriff fiir Parallelotope einzufiihren, verwendet man Grundideen der ma-
thematischen Mafstheorie, wie z.B.:

— Sind My, Ms, ..., M, endlich viele paarweise disjunkte Parallelotope, so ist das Volumen von deren
Vereinigungsmenge die Summe der einzelnen Volumina (,,Additivitéat).

— Die Verschiebung eines beliebigen Parallelotops dndert nicht dessen Volumen (,,Bewegungsinvarianz®).

— Ein gleichseitiges orthogonales Parallelotop mit der Kantenlange 1 (ON-System a4, ..., a,,) hat das

Volumen 1 (,,Normiertheit“).

e Fiir Strecken (=1-dimensionale Parallelotope) ist solch ein Volumenbegriff bereits bekannt, ndmlich die
Linge (,Metrik®).

e Um diesen Volumenbegriff in héhere Dimension zu iibertragen, verwendet man das nach Bonaventura
Francesco Cavalieri (1598 - 1647) benannte Cavalieri-Prinzip.

e Dieses besagt:

Raumgebilde sind inhaltsgleich, wenn jeweils in gleicher Hohe gefiihrte Schnitte inhaltsgleiche
Gebilde ergeben.

e Um das Cavalieri-Prinzip zu verwenden, zerlegt man m-dimensionale Parallelotope in ,Schnitte” m — 1-
dimensionaler Parallelotope:

Play,...,am) = U Play,...,¢m-1) + Amam -
0< A <1

Definition 15.9.2. Fir m € N und Vektoren ay,...,a,, eines Fuklidischen Vektorraumes (V,{ | )) bezeichne
Vol |y (a1,...,an) (oder einfach Vol (ay, ..., a,), wenn das Skalarprodukt klar ist) das Volumen des Parallelo-
tops P(ay, ..., an) beziglich des Skalarproduktes ( | ). Dieses Volumen wird rekursiv definiert durch Vol (a1) = |jay|| =

VA{ailar) und fir m > 2:
Vol (ai,...,a,) :=Vol(a1,...,am-1) - d(am,Lin (a1, ... ,am-1)).

Satz 15.9.3. Es seien (V,{ | )) ein Euklidischer Vektorraum, m € N und a4,...,a,, € V. Dann ist

Vol |y (ar, ..., am) = \/det ((arlas)) i jem)
e Den Satz beweist man mit Induktion aus 15.9.2 und mit Hilfe von 15.7.3 ([siehe z.B. , D-
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Folgerung 15.9.4. Beziiglich des Standardskalarproduktes ( | ) im R™ gilt

(<ai|aj>)1§i7j§m ='A-A,

wobei A die Matriz mit den Spalten aq,aq, ..., a,, Ssei.
Damit folgt fiir m = n:

Vol |y (a1, a2, ..., am) = \/det(*A - A) = \/det(A)? = |det(A
also der bereits bei der Einfiihrung der Determinante erwdhnte Spezialfall.

e Neben den Parallelotopen sind besonders das von zwei Vektoren aufgespannte Dreieck und das von drei
Vektoren aufgespannte Tetraeder (=Pyramide aus Dreiecksflichen) fiir die Flachen- bzw. Volumenmessung
interessant.

e Das Dreieck hat die halbe Flache des von den gleichen Vektoren aufgespannten Parallelogramms, das
Tetraeder ein Sechstel des Volumens des von den gleichen Vektoren aufgespannten Spats.

Abbildung 37: Fa = 1 Vol (a1, a2) |

Abbildung 38: Vireira = Vol (a1,az2,a3)
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16 Unitare Vektorraume

16.1 Sesquilinearformen
e Das kanonische reelle Skalarprodukt ldsst sich nicht direkt auf C iibertragen: Mit v = (9) und w = (9)

gilt etwa
AL 0 )
how = (0 Z) <z) =—1 fw= (0 1) <2) =1

d.h. die Eigenschaften des Skalarproduktes, die darauf aufbauende Begriffe wie Norm und Winkel erst
ermoglichen, sind nicht erfiillt:

e Es ist nicht ww > 0,
e und somit kann man weder die Norm mit diesem Produkt definieren, noch die CSU 15.2.3 formulieren.

e Die Eigenschaft (w|w) > 0 kann man auf den komplexen Fall hiniiberretten, wenn man statt mit ‘vw mit
(v|w) := (V) w rechnet.

e Dieses so genannte kanonische komplexe Skalarprodukt ist allerdings keine Bilinearform mehr, denn es gilt
ja
(M|w) := t(ﬁ) w=\(0)w = ANv|w) und X\ # \ fiir A ¢ R.
e Dies fiihrt auf die folgende Definition:

Definition 16.1.1. Es sei V ein C-Vektorraum. Eine Abbildung ¢ : V xV — C heifit Sesquilinearform'®, wenn
gilt

(SF1) o ist semilinear in der ersten Komponente, d.h.

olu+v,w) =pu,w) +pv,w) Yu,v,w eV
plc-u,w)=¢-pu,w) Yu,weV,ceC

(SF2) @ ist linear in der zweiten Komponente, d.h.

p(u,v+w) = @(u,v) + p(u,w) Yu,v,weV
olu,c-w)=c-p(u,w) Yu,weV,ceC

e In der Literatur ist nicht einheitlich, in welcher Komponente der Sesquilinearform die volle Linearitét,
und in welcher die ,halbe Linearitét (man findet auch die Bezeichnung konjugiert linear oder semilinear
dafiir) vorliegt. Das macht auch keinen wesentlichen Unterschied, man sollte nur darauf gefasst sein.

16.2 Matrixdarstellung und Basiswechsel

e Wie eine Bilinearform kann man auch eine Sesquilinearform durch ihre Grammatriz beschreiben. Die
Herleitung kann man vom reellen Fall fast wortlich ibernehmen, muss nur jeweils wegen ¢(cu, v) = p(u, v)
den Strich in die erste Komponente bringen:

e Es sei ¢ eine Sesquilinearform auf einem C-Vektorraum V endlicher Dimension und B = (by,...,b,) eine
geordnete Basis von V. Mit a;; := ¢(b;, b;) und A = (a,;) gilt:

v, w) = () - A -y,
oder kurz ¢(v,w) = () - A w, wenn B feststeht (Bezeichnung auch wieder G (p) = A).

e Das kanonische komplexe Skalarprodukt bekommt man daraus mit der Einheitsmatrix als Grammatrix.

e Auch beim Basiswechsel l&dsst sich alles mit einem Strich zusétzlich auf den komplexen Fall ibertragen:

Go() = '(50dVIe ) - Gy(9) - plidv]e = ‘(T) - Gyle) - T

mit der Transformationsmatrix 7' = z[idv].

16gesquilinear heifit 1%—ma1 linear
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16.3 Hermitesche Formen

e Analog zur symmetrischen Bilinearform definiert man

Definition 16.3.1. Es seien V ein C-Vektorraum und ¢ : V x V. — C eine Sesquilinearform. Die Sesquiline-
arform ¢ heifst hermitesch (kurz: hermitesche Form), wenn gilt

o(u,v) = p(v,u) Yu,veV.
Folgerung 16.3.2. Fiir eine Hermitesche Form gilt insbesondere ¢(v,v) = ¢(v,v) Yv €V, d.h o(v,v) € R/

e Etwas miithsamer zu sehen, aber auch richtig, ist die Umkehrung dieser Aussage [siche z.B. , ,
, S.105]:

Satz 16.3.3. Gilt fiir eine Sesquilinearform ¢, dass ¢(u,u) € R fir alle w € V', so ist ¢ Hermitesch.

e Bei einer Hermiteschen Form gilt

Yo, w eV :
plo.w) = {(F)Gylp)w =) Gyle) w) = w'(Gy(e)) T } .
p(w,v) = (@)-GB(@)-@Zt’LU~GB(<p)~§

Gy(9) = (G(9)) -

e Solch eine Matrix heifst hermitesch.

e Eine Hermitesche Form ¢ liegt also genau dann vor, wenn ihre Grammatrix G () Hermitesch ist.

o Fiir t(Z) findet man auch die Kurz-Schreibweisen A* oder A”. A* heift auch die zu A adjungierte Matriz.
e Eine Matrix ist also Hermitesch, wenn sie mit ihrer Adjungierten iibereinstimmt.

e Fiir die Adjungierte beweist man leicht die folgenden Analogien zur Transponierten:

e (AB) ="B'A ~ (AB)" = B*A*,

o (47T ="AT) (AT = (AT

e Wegen 16.3.2 kann man analog zu 14.3.3 auch im komplexen Fall zu einer Hermiteschen Form ¢ des
C-Vektorraumes V' die zugehorige quadratische Form

{V — R

o *

v = p(v,0)
betrachten.

e Es gilt q(u) = prq(v) = |p|” ¢(v) fiir alle x € Cund v € V.

e Auch der Trigheitssatz von Sylvester 14.3.7 und die Definition der Definitheit 14.4.1 lassen sich damit auf
den komplexen Fall {ibertragen:

Satz 16.3.4. FEs sei K = C und ¢ eine Hermitesche Form des n-dimensionalen C-Vektorraumes V. Dann
existiert eine Basis B, so dass

Ty, 0 0
Gyp)=| 0 —1,_ 0
0 0 Ong

Dabei seien 1, bzw. 1,_ Einheitsmatrizen der Grofie ny bzw. n_ und Oy, eine ng X no-Nullmatriz. Die
restlichen Nullen bezeichnen Nullmatrizen passender Griffe. Die Zahlen ni,n_,ng € N (np +n_ +ng = n)
sind durch die Hermitesche Form eindeutig bestimmd.
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Definition 16.3.5. Es seien K = C und ¢ eine Hermitesche Form des n-dimensionalen C-Vektorraumes V.
Das nach 16.3.4 eindeutig bestimmte Tripel (ny,n_,ng) heifit die Signatur der Hermiteschen Form . Eine
Hermitesche Form mit ny = n = dimV heifit positiv definit. Die Matriz G, () aus dem Trigheitssatz heifit die
Sylvester-Normalform von .

Wie im reellen Fall ldsst sich das verallgemeinern: eine Hermitesche Form o in einem komplexen Vektorraum V
(nicht zwingend endlichdimensional) heifst positiv definit, wenn gilt p(v,v) > 0 Yo € V\ {0}, positiv semidefinit,
wenn gilt (v,v) > 0 Yo € V| negativ definit, wenn p(v,v) < 0 Vo € V \ {0} und negativ semidefinit, wenn
p(v,v) <0Vv e V.

e Vorsicht: Bei einer Hermiteschen Matrix iiber C bedeuten Kongruenzumformungen, dass man elementare
Zeilenumformungen macht und die jeweils dazugehorigen konjugierten Spaltenumformungen:

Beispiel 16.3.6.

Zo «— Zo — 141

1 -4 —1—4|1 0 0 Zs o Zs 4 (1 — )7
(3 3 2 01 0 ~ und ~~
. Sy «— Sa+iS
—1+7 —2i 5 0 0 1 ngsg +2(1+11.)51
1 0 0 1 0 0 Zs e Zs+ (3 + 20) 2
O 2 —1+3Z —1 1 O ~> und ~~
0 —1-3 3 |1—i 0 1) Se=S+E-30%
1 0 0 1 0 0 Zy — Z2 Zs — 23
0 2 0 —1 1 0 Wf und wf
00 —2|3-3i 143 1) <34 Ss — 3
1 0 0 1 0 0
iv2 V2
01 0 T e 0 =
I
1 0 0 1 I ) B
01 0 =5 3 2i (S) mit
0 0 -1 —1+i —2i 5
1 0 0
iv?2 2 L
ﬂi\z/?:z 2%32 \95 =5= (T):>
i a A al
V2 5vV2  3V2;
1 SR S a
. t =
T=glidvlo= (S)= | o vz Yy
2
0 0 5
‘g C2p C3/p

Satz 16.3.7. Es sei V ein n-dimensionaler C-Vektorraum mit Basis B und ¢ eine Hermitesche Form. Dann
besitzt A = Gg(p) genau n reelle (nicht notwendig verschiedene, entsprechend ihrer Vielfachheit gezihlite)
Eigenwerte, d.h. jede Hermitesche n x n-Matrixz hat n reelle Eigenwerte!

Beweis: Analog zu 14.4.4—selber machen. O

16.4 Norm, Metrik, CSU

Definition 16.4.1. Es sei V ein C-Vektorraum und ¢ : V XV — R eine positiv definite Hermitesche Form.
Dann heift  Skalarprodukt auf V und V unitdrer Vektorraum.

Definition 16.4.2. Ist (V,(|)) ein unitirer Vektorraum, so definiert man analog zu 15.2.1 die Norm

|||-{V - R

VAT
und analog zu 15.3.1 die zu (| ) gehorige Metrik von V
{V xV — R
d .
(z,y) — z—yl
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e Die so definierte Norm erfiillt sinngemaf 15.2.4 (unitér statt Euklidisch und A € C), die Metrik 15.3.2.

e Auch die Cauchy-Schwarz-sche Ungleichung 15.2.3 gilt im komplexen Fall (im Beweis sind einige Striche
fiir das Konjugierte hinzuzufiigen):

Satz 16.4.3. Es sei (V,( | )) ein unitirer Vektorraum. Fir x,y € V gilt

[ly)| < llll -yl -

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x und y linear abhdingig sind.

e Da in einem unitdren Vektorraum iiblicherweise % nicht reell ist, kann man dort den Winkel nicht
analog zu 15.4.1 definieren.

e Man kann aber auch im komplexen Fall von Orthogonalitit reden: Zwei Vektoren z,y € V heifen auch
hier orthogonal beziiglich ( | ), wenn (x|y) = 0 ist.

e Anwendungen der Orthogonalitit, wie etwa 15.5.4, gelten auch im komplexen Fall.

e Auch orthogonale Teilrdume kann man entsprechend 15.6.1 einfiihren und z.B. mit dem Gram-Schmidtschen
Orthogonalisierungsverfahren 15.5.1 Orthogonalbasen berechnen.

e Wegen dieser weitgehenden Ubereinstimmung zwischen Euklidischen und unitéiren Vektorrdumen spricht
man als Uberbegriff von einem Innenproduktrawm mit dem inneren Produkt { | ).

e In der Analysis (dann meist der unendlichdimensionale Fall) spricht man nach David Hilbert (1862 - 1943)
auch von einem Préhilbertraum.

e Fiir den zugrundeliegenden Korper R oder C eines Prihilbertraumes schreibt man meist einfach K, um
nicht dauernd die beiden Ko6rper auflisten zu miissen.

e Betrachtet man in einem Prahilbertraum (V, (| )) das Skalarprodukt (v|w) zweier Vektoren v, w € V, so
ist bekanntlich die Abbildung
V—-K
by -
w — (v|w)
eine Linearform, also ein Element von V*.

e Deshalb hat sich vor allem in der Quantenmechanik die Diracsche Schreibweise (v| = ¢, fiir die Linearform
und |w) = w fiir den Vektor aus V' eingebiirgert.

e (| wird dabei Bra genannt, | ) Ket, denn zusammen ergeben die das spitze Klammernpaar ( | ) (engl.:
bracket).
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17 Normale Endomorphismen

17.1 Adjungierte

e Im Folgenden wird studiert, wie sich Endomorphismen mit einem gegebenen Skalarprodukt ,yvertragen®.

Beispiel 17.1.1. Es sei (v|lw) = Yv)w das komplexe kanomnische Skalarprodukt im C" und f(z) = Az €
End(C"™). Dann gilt

(F)w) = "(F@)) w="(Av) w = @) (@) w = (@) A"w = (o]f*(w)),

wobei f* € End(C") durch die zu A adjungierte Matriz A* gegeben sei.

Definition 17.1.2. Es seien (V,( | )) ein Innenproduktraum, f € End(V). Der Endomorphismus f* € End(V)
heif$t zu f adjungiert, wenn gilt
(f()|w) = ([f*(w)) Vo,weV.

Satz 17.1.3. Es sei (V,(|)) ein endlichdimensionaler Innenproduktraum. Zu jedemn Endomorphismus [ €
End(V) gibt es eine eindeutige Adjungierte f* € End(V).

Beweis: Zuerst wird die Existenz von f* gezeigt: Dazu wihlt man sich eine Orthonormalbasis B = (by,...,b,)
von V. Fiir v € V gilt dann nach 15.5.4

Gule)\  (Tolbr) .
Vg = : = : bzw. v = Z (v]b;)b; .

balv))  \Tlo) =

und somit f(v) =Y, (v]b;) f(b;), also

=D (wl(fba)lw)bs) = <vlz<f(bz)\w>bz> =

Ist nun g € End(V) ein weiterer Endomorphismus mit
(f(W)[w) = (v|f*(w)) = (vlg(w)) Vo,weV,

so folgt

—~
=
~

*
—~

S
~—
=
I

(vlg(w)) =0 <= (v|f*(w) — g(w)) =0 <=
(|(f* = g)(w)) =0 VYv,weV.

Da ein Skalarprodukt insbesondere nicht ausgeartet ist, folgt aus
@I(f" =g)(w)) =0 YoeV,

dass
(f*—g)(w)=0 YweV,also ff*—g=0 < f*=g,

was die Eindeutigkeit zeigt. O

e Nachdem jetzt gezeigt ist, dass es zu jedem Endomorphismus f € End(V) eine eindeutige Adjungierte
f* € End(V) gibt, kann man zu der eine Abbildungsmatrix berechnen.

e Dazu wihlt man sich eine geordnete Orthonormalbasis B = (by,...,by,) des endlichdimensionalen Innen-
produktraumes V.
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o Aus dem letzten Beweis liest man dann fiir w € V ab

n

bi)|w)bi, also f*(by) = > (f(bi)|b;)b; <=

i=1 i=1

fbl )1bs)

M:

Fiir die Abbildungsmatrix heifit das

(f(D1)|b1) .. (f(b1)|bn)
FOIB) . (F(ba)lba)

Fiir die Abbildungsmatrix heifit das

(FO)[br) .. (f(bn)lbr)
[flp = : :

Damit ist gezeigt:
[f*15 = ([flg)" fiir eine Orthonormalbasis B . (17.1)

e Vorsicht: Wegen der Verwendung von 15.5.4 ist das ohne die Bedingung fiir die Basis i.A. falsch!

17.2 Orthogonale und unitire Endmorphismen

Definition 17.2.1. Es sei (V,(|)) ein Euklidischer Vektorraum. Ein Endomorphismus f € End(V) heifst
orthogonal, wenn gilt

(vlw) = (f(W)[f(w)) Vo,weV.

Definition 17.2.2. Es sei (V,( | )) ein unitdrer Vektorraum. Ein Endomorphismus f € End(V') heifft unitdr,
wenn gilt

(vlw) = (f(W)[f(w)) Vo,weV.
e Mit der zu f adjungierten Abbildung f* liest man aus der Definition ab
(F@)f (w)) = @If*(f(w))) = (v|w) Vvo,weV.

e Das heifst
ff(fw)=w YweV < frof=id < f*=f"1.

e Fiir die zugehorigen Abbildungs-Matrizen heifit das
[ s =10 & Ufp)" s =10 = ()" =f1p)""- (17.2)
o Vorsicht: Wegen der Verwendung von 17.1 gilt das wieder nur fiir eine ONB B!
Definition 17.2.3. Eine Matrix A € R"*™ heifit orthogonal, wenn gilt
AA=1, — '"A=A"".
Eine Matrixz A € C™*™ heifit unitir, wenn gilt
A*A=1, < A*=A"".
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Folgerung 17.2.4. Ein Endomorphismus f eines endlichdimensionalen Fuklidischen Vektorraumes ist genau
dann orthogonal, wenn die zugehdrige Abbildungsmatriz beziiglich einer Orthonormalbasis orthogonal ist.

Ein Endomorphismus f eines endlichdimensionalen unitdren Vektorraumes ist genau dann unitdr, wenn die
zugehorige Abbildungsmatriz beziglich einer Orthonormalbasis unitdr ist.

e Aus ‘AA = 1, folgt, dass eine quadratische reelle Matrix genau dann orthogonal ist, wenn ihre Spal-
tenvektoren (bzw. Zeilenvektoren) beziiglich des Standard-Skalarproduktes im R™ eine Orthonormalbasis
bilden.

e Entsprechend folgt aus A*A = 1,,, dass eine quadratische komplexe Matrix genau dann unitér ist, wenn
ihre Spaltenvektoren (bzw. Zeilenvektoren) beziiglich des Standard-Skalarproduktes im C™ eine Orthonor-
malbasis bilden.

e Fiir eine orthogonale Matrix A folgt aus ‘AA = 1,, durch beidseitiges Anwenden der Determinante
det(A)2 2" det(‘A) - det(A) 2" det(*AA) = det(1,) =1, (17.3)

d.h. es gilt det(A) = 1.

e Fiir eine unitdre Matrix A folgt aus A*A = 1,, durch beidseitiges Anwenden der Determinante
| det(A)]? = det(A) det(A) 2" det(‘(A)) det(A) = det(A*) det(A)
P31 det(A*A) = det(1,) =1,

d.h. es gilt |det(A)| = 1.

e Essei (V,(|)) ein Innenproduktraum und f € End(V') orthogonal bzw. unitér.

e Ist \ ein Eigenwert von f (komplexe Eigenwerte gibt es immer) und v € V ein zugehoriger Eigenvektor,
so gilt B
(v]v) = (f(v)|f(v)) = (Mwlhv) = A\ (vlv) = [A]? (v]v) = |A? =1 (17.4)

#£0
d.h. die Eigenwerte von f haben den Betrag 1.

e Vorsicht: Dies heifit nicht, dass es tiberhaupt reelle Eigenwerte gibt!
e f hat insbesondere nicht den Eigenwert 0, d.h. Kern f = {0}.

e Solch ein Endomorphismus ist nach 11.1.8 injektiv, im endlichdimensionalen Fall nach 11.2.6 sogar bijektiv.

e Ein orthogonaler oder unitirer Endomorphismus eines endlichdimensionalen Innenproduktraumes ist also
ein Automorphismus.

Definition 17.2.5. Es sei (V,( | )) ein Innenproduktraum. Ein f € End(V') heifit
o lingentreu, wenn ||v|| = || f(v)| fir allev eV,
o abstandstreu, wenn d(v,w) = d(f(v), f(w)) fir alle v,w €V,
o und im reellen Fall winkeltreu, wenn ¥(v,w) = X(f(v), f(w)) fir alle v,w € V.

Folgerung 17.2.6. Es sei (V,( | )) ein Euklidischer Vektorraum. Jeder orthogonale Endomorphismus von V
ist langen-, abstands- und winkeltreu.
Es sei (V,( | )) ein unitdrer Vektorraum. Jeder unitire Endomorphismus von V ist lingen- und abstandstreu.

Satz 17.2.7. Es seien (V,{ | )) ein Euklidischer Vektorraum und f € End(V') lingentreu. Dann ist f orthogonal.
Es seien (V,{ | )) ein unitarer Vektorraum und f € End(V) langentreu. Dann ist f unitdr.

Beweis: Fir ein reelles Skalarprodukt ( | ) lautet die Polarisierungsformel 14.3.5
(vlw) = 3 (o +wl® ~ ol — Jw]?)
In der Ubung 12.5 wird fiir den komplexen Fall die entsprechende Formel
(vl) = 5 (o +wl® ~ o~ wl® ~ i flo-+ il + i o — iw]?)

nachgerechnet.
Damit folgt jeweils aus ||v|| = || f(v)]] fiir alle v € V, dass sogar (v|w) = (f(v)|f(w)) fiir alle v,w € V gilt. O
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Definition 17.2.8. Es sei B = (by,...,b,) eine Basis eines R-Vektorraumes V. Vektoren ay,...,a, € V heiffen
dann positiv orientiert beziiglich B, wenn det(ay/g, ..., an/y) > 0 ist, negativ orientiert, wenn det(ai/y, . . ., an/p) <
0 ust.

o Ist f € End(V) mit f(v)/B = A - vy, so folgt

det(f(al)/B, ce f(an)/B) = det(A - A1/ps s A- an/B) = det(A) - det(al/B, o ,an/B) ,
d.h. fiir det(A) > 0 hat (f(a1),..., f(an)) die gleiche Orientierung wie (aq,...,a,), fir det(4) < 0 die
entgegengesetzte Orientierung.

Definition 17.2.9. Es sei V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum. Ein f € End(V') heifit orientierungstreu,
wenn det(f) > 0 ist.

Definition 17.2.10. Es sei (V,¢) ein Euklidischer Vektorraum. Ein f € End(V) heifft volumentreu, wenn fir
jedes Parallelotop P(ay,...,an) in'V gilt:

VOlcp (al, ey am) = VOLP (f(al)a ) f(am))

Satz 17.2.11. Ein Endomorphismus [ eines endlichdimensionalen Euklidischen Vektorraumes (V, @) ist genau
dann volumentreu, wenn |det(f)| =1 ist.

Beweis: Aus Zeitgriinden werden Details weggelassen. Man zeigt, dass sich bei Anwendung eines f € End(V)
auf ein Parallelotop P(by,...,b,) das Volumen um |det f| dndert, also

Voly, (f(b1), -+, f(bm)) = |det(f)] - Volg (b1, ... bm) -

e Die folgenden Menge bilden jeweils zusammen mit der Matrizenmultiplikation Gruppen:

Definition Bezeichnung Eigenschaften

GL(n,K) := Lineare Gruppe Invertierbare

{A e K™} | det(A) # 0} Endomorphismen

SL(n, K) := Spezielle lineare Volumen- und orientierungs-
{A € GL(n,K)}| det(A) =1} | Gruppe treue Endomorphismen

O(n) := Orthogonale Gruppe | Abstandstreue Endomor-

{A € GL(n,R)|'AA =1,} phismen des R"

SO(n) := Spezielle orthogonale | Abstands- und orientierungs-
{A€O0(n)| det(A) =1} Gruppe treue End. des R™

U(n) := Unitére Gruppe Abstandstreue Endomor-

{A € GL(n,C)| A*A=1,} phismen des C"

SU(n) := Spezielle unitére Abstands- und orientierungs-
{A€U(n)| det(A) =1} Gruppe treue End. des C"

17.3 Der Satz von Schur und seine Folgen

Definition 17.3.1. Es seien (V,( | )) ein Innenproduktraum. Ein f € End(V') heifst selbstadjungiert, wenn gilt
(f@)w) = ([f(w)) Yo,weV = f=[*

und schiefadjungiert, falls f = —f*.

Folgerung 17.3.2. Fiir die Abbildungsmatriz A eines selbstadjungierten Endomorphismus beziiglich einer Or-
thonormalbasis gilt gemaff 17.1 A = A*, d.h. im reellen Fall ist A symmetrisch, im komplexen Fall Hermitesch.

Folgerung 17.3.3. Das charakteristische Polynom eines selbstadjungierten Endomorphismus f eines n-dimensionalen
Innenproduktraumes (V,{ | )) hat gemaf$ 14.4.4 bzw. 16.3.7 n reelle Eigenwerte, d.h. [ hat zumindest eine reelle
Jordan-Normalform.
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Satz 17.3.4. Es sei f ein selbstadjungierter Endomorphismus eines n-dimensionalen Euklidischen Vektorrau-
mes (V,( | )). Dann gilt: Die Figenrdume von f zu paarweise verschiedenen Figenwerten sind orthogonal.

Beweis: Wird in der Ubung gemacht. O

Definition 17.3.5. Es sei (V,( | )) ein endlichdimensionaler Innenproduktraum mit der Basis B, f € End(V)
mit A = [f]5.

Fiir K = R heiffit f bzw. A orthogonal trigonalisierbar, wenn es eine Orthonormalbasis C von V gibt, so dass
A= [f]c Dreiecksgestalt hat, oder gleichbedeutend, wenn es eine orthogonale Transformationsmatriz T = glid] .

gibt, so dass A := [f]o Dreiecksgestalt hat, also
T =T~ (orthogonale Matriz) und T-'AT = "TAT = A.

Entsprechend heift f bzw. A fir K = C unitir trigonalisierbar, wenn es eine Orthonormalbasis C' von V
gibt, so dass A := [f], Dreiecksgestalt hat, oder gleichbedeutend, wenn es eine unitire Transformationsmatric

T = glid] gibt, so dass A := [f], Dreiecksgestalt hat, also
T* =T~ (unitire Matriz) und T~'AT = T*AT = A.

Entsprechend spricht man von orthogonaler bzw. unitirer Diagonalisierbarkeit, wenn A sogar eine Diagonalma-
triz ist.

Satz 17.3.6 (Satz von Schur). FEin Endomorphismus f eines n-dimensionalen Innenproduktraumes (V,{ | }) ist
fiir K =R orthogonal trigonalisierbar, falls er n Eigenwerte in R hat, bzw. unitdr trigonalisierbar fir K = C.

Beweis: Der Beweis verlduft per Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Nun nimmt man an, dass die
Behauptung fiir n — 1 stimmt. Man kann sich einen Eigenwert \; € K und ein zugehériges by € Ef (A1) \ {0}
nehmen (da kann man ohne Einschrinkung der Allgemeinheit gleich einen normierten Vertreter nehmen, also
einen mit ||b1]] = 1). Gemdéfs 15.5.3 kann man {b;} zu einer geordneten Orthonormalbasis C' = (b1, ca,...,¢p)
von V erginzen. Beziiglich dieser Basis gilt

[fle = . D

mit einer (n — 1) x (n — 1)-Matrix D. Nach dem Kistchensatz fiir Determinanten (— Ubung 8.6) gilt

)\1—)\ * ... *
0

(M) =det . =
X . D - )\:ﬂ.n_l

0

_xr )

=(A1 = A) -det(D — Al,_1) = xp (\) = .
AL — A

Da nach Voraussetzung s (A) tiber K in Linearfaktoren zerfillt, gilt dies also auch fiir xp (A). Die Matrix D
kann man deuten als Abbildungsmatrix eines Endomorphismus g von W := Lin (¢s, ..., ¢,) mit V = Lin (b)) ®
W. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es deshalb zu g eine geordnete Orthonormalbasis (bs,...,b,) von W,
beziiglich der g obere Dreiecksgestalt hat. Es gibt also eine Transformationsmatrix 7" mit

Ay ok S

0 )\3 * *

T'-D.T=|: " - %

. .. ES

0 ... 0 A
Dabei sind Ag, ..., A\, die Eigenwerte von D, also bis auf A\; genau die Eigenwerte von f (da koénnen auch
mehrfache Eigenwerte dabei sein). Da T' den Basiswechsel von der geordneten ON-Basis (cg, ..., ¢,) von W auf
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die geordnete ON-Basis (bg, ..., b,) von W beschreibt, ist 7" nun aber unitér (bzw. im Reellen orthogonal), d.h.
es ist T~' = T*. Mit den Rechengesetzen fiir Blockmatrizen (—Ubung 8.6) folgt

A1 % k.. %
10.. 0 A1 % ... % 10...0 ALk ... * 0 Az * ... %
0 0 0 0 L.
<ET*> | D <5T>‘ A A
0 0 0 0 .t %

0 0 An

O

Definition 17.3.7. Es sei (V,(|)) ein Innenproduktraum. Fin Endomorphismus f € End(V) heifst normal,
wenn er mit seinem adjungierten Endomorphismus vertauschbar ist, d.h. wenn gilt

foff=frof.
Entsprechend heifit eine Matriz A € K™*™ normal, wenn gilt
A A=A A.

Folgerung 17.3.8. Wegen 17.1 folgt, dass eine Abbildung genau dann normal ist, wenn ihre Abbildungsmatriz
beziiglich einer ON-Basis normal ist.

Folgerung 17.3.9. Normale Endomorphismen sind ein Oberbegriff fir einige der bisher untersuchten Endo-
morphismen:

f orthogonal (unitir) : f*=f"1 = f*of=idy=fof*

f selbstadjungiert o fr=f = frof=f=fof*

f schiefadjungiert  ff=—f = frof=—f =fof* (17:5)

d.h. orthogonale, unitdre, selbstadjungierte und schiefadjungierte Endomorphismen sind normal. Der folgende
Satz rechifertigt die Einfihrung dieses Sammelbegriffs:

Satz 17.3.10. Fin normaler Endomorphismus [ eines n-dimensionalen Innenproduktraumes (V,( |)) ist fir
K = R orthogonal diagonalisierbar, falls er n Eigenwerten in R hat, bzw. unitdr diagonalisierbar fir K = C,
Beweis: Nach dem Satz von Schur 17.3.6 gibt es eine ON-Basis C' von V, so dass [f], obere Dreiecksgestalt
hat. Da [f], normal ist, heift das

NN\ = fle (1) = (fle)" fle =N

Die Beweisidee sieht nun so aus, dass man diese Produkte von Dreiecksmatrizen auf beiden Seiten ausrechnet

und die Elemente der Hauptdiagonalen miteinander vergleicht. Dazu sei (a;;)1<i<n = [f]os also ([f]o)" = (@5).
1<j<n

J n
Die Diagonalelemente von [f] ([f]o)" sind Z@alj fir j = 1,...,n, die von ([f]5)" [f]c sind Zaji@ fiir
i=1 i=J
j=1,...,n. Gleichsetzen liefert also

J J n n
Y lagl* =Y agai; =Y azag =Y lail’
i=1 i=1 i=j i=j

n n
fir j = 1,...,n. Fiir j =1 liest man ab |aq,|*> = Z:|au|2 = Z|a”|2 =0,also a;; =0 firi =2,...,n.
i=1 =2

Fiir j = 2 liest man ab |a12|2 + |a22|2 = Z |0,2i|2 <— Z |a21|2, also ag; =0 fiiri =3,...,n.
— i=2 i=3
...usw., fiir j = n folgt schlieflich a,,_1,, = 0.
Damit ist gezeigt, dass alle Nebendiagonalelemente der Matrix [f]. verschwinden, d.h. [f]. ist sogar eine
Diagonalmatrix!
O

Folgerung 17.3.11. Ist V ein n-dimensionaler Euklidischer Vektorraum und f € End(V) selbstadjungiert, so
ist die Abbildungsmatriz A = [f]; € R™*™ beziglich einer Orthonormalbasis B von V' symmetrisch.

Nach 17.5 sind f bzw. A normal und besitzen nach 14.4.4 n reelle Figenwerte. Somit sind f bzw. A nach 17.5.10
orthogonal diagonalisierbar.
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Folgerung 17.3.12. Da nach 17.5 unitdire oder schiefadjungierte Endomorphismen eines unitiren Vektorraums
V' ebenfalls normal sind und diese nach dem Fundamentalsatz 13.3.2 n Eigenwerte in C haben, sind sie (bzw.
die bzgl. einer ON-Basis von V' zugehdrigen unitiren oder schiefhermiteschen Matrizen) unitdr diagonalisierbar. 27.1.11

Beispiel 17.3.13. Gegeben sei die Matriz

17 8 32
A=|8 80 —4|ecR>®.
32 -4 65

bzw. der Endomorphismus fa : x — Az des R® bzgl. der Standardbasis. Wegen A ='A ist A symmetrisch bzw.
fa selbstadjungiert, also auch normal nach 17.5.

Wegen 14.4.4 hat A drei reelle Eigenwerte. Im vorliegenden Fall rechnet man nach, dass A\ 2 = 81 und A3 =0
18t.

Es ist giinstig, zuerst den Figenraum zu dem einfachen FEigenwert 0 zu berechnen. Hier ergibt sich

-8
Es(0) =Kern(A)=Lin | 1
4

Da A nach 17.3.10 diagonalisierbar ist, gehdrt zu dem doppelten Eigenwert A1 2 = 81 auch ein 2-dimensionaler
Eigenraum.
Da A nach 17.3.10 orthogonal diagonalisierbar ist, sind die Figenrdume sogar orthogonal zueinander, hier also

EA(81) L E4 (0) bzw. aus Dimensionsgriinden E, (81) = E4 (0)" .

Man kann also E 4 (81) wie iblich berechnen, sollte aber besser die Orthogonalitit zu Hilfe nehmen:

Da 2.B. (_%) zu E 4 (0) orthogonal ist, liegt dieser Vektor in E (81).

Ein 3.Eigenvektor von A bzw. 2.Eigenvektor aus E 4 (81) ldsst sich natirlich ebenso bestimmen. Da aber insge-
samt alle Figenvektoren paarweise orthogonal sein sollen, muss der auch zu dem oben gewdhlten 1.Eigenvektor

aus E4 (81) orthogonal sein.
Im R? geht das z.B. mit dem Vektorprodukt (in héherer Dimension mit dem Skalarprodukt):

-8 0 ~17 0 —17
1| x[4]=|-8|=Es8)=Lin|[|4],]| -8
4 -1 —32 1) \-32

Fiir die neue ONB aus Figenvektoren muss man noch normieren und erhdilt

-3 0 -5 V17
: V1T =2 VT
4 1 32

i _LIVvit -EZ 17

Mit dieser orthogonalen Matriz T bzw. mit dieser ONB aus Eigenvektoren gilt

0 0 0
TYAT=TAT =0 81 0
0 0 81

Die Wahl der Vektoren aus E 4 (81) ist natirlich nicht eindeutig. Mit

1 -8 1 -8 36
8| LEAO)=Lin|]| 1 =|-s|lx|1]=1s
4 4 4 4 63
erhdlt man z.B.
_8 1 4
19 98 Z
T=135 -5 3%
4 4 T
9 9 9
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Beispiel 17.3.14. Gegeben sei die Matriz

—64 8  —32i
A= 8 -1 4i | eC¥?.
320 —4i —16

bzw. der Endomorphismus fa : © — Az des C? bzgl. der Standardbasis. Wegen A = t(Z) = A* ist A Hermitesch
bzw. fa selbstadjungiert, also auch normal nach 17.5.
Wegen 16.3.7 hat A drei reelle Figenwerte. Im vorliegenden Fall rechnet man nach, dass A1 2 = 0 und A3 = =81
15t.
Wie im letzten Beispiel ist es giinstig, zuerst den Eigenraum zu dem einfachen Figenwert —81 zu berechmen.
Hier ergibt sich

81

vy := | —i | = E4(—81) = Lin (v1)
4

Da A nach 17.3.10 diagonalisierbar ist, gehort zu dem doppelten Eigenwert A\i o = 0 auch ein 2-dimensionaler
Eigenraum.
Da A nach 17.3.10 unitir diagonalisierbar ist, sind die Eigenrdume sogar orthogonal zueinander, hier also

EA(0) L E4 (=81) bzw. aus Dimensionsgriinden E4 (0) = E4 (—81)" .

Man kann also E4 (0) wie iblich berechnen, sollte aber besser wieder die Orthogonalitit (jetzt komplexes Ska-
larprodukt!) zu Hi_lfe nehmen.:
Da 2.B. vg := (éz) zu E4 (—81) orthogonal ist, liegt dieser Vektor in E 4 (0).

Ein 3.Figenvektor von A bzw. 2.Eigenvektor aus E 4 (0) ldsst sich natirlich ebenso bestimmen. Da aber insgesamt
alle Eigenvektoren paarweise orthogonal sein sollen, muss der auch zu dem oben gewdhlten 1.Figenvektor aus
E 4 (0) orthogonal sein.
Im C? geht das micht mit dem Vektorprodukt! Man setzt also an (vi|vs) = (va|v3) = 0. Dies ist ein einfaches
LGS fiir vs. Es folgt

2 —1i 2

v3= 20| = E4(81) = Lin 01,20
—i 2 —i

Fiir die neue ONB aus FEigenvektoren muss man noch normieren und erhdlt
—5iV5 EV5
0 V5
2 1,
5 \/5 —5 ’L\/g

Mit dieser unitiren Matriz T bzw. mit dieser ONB aus Figenvektoren gilt

8i
T:= —éi

4

9

—-81 0 0
T AT =T*AT=| 0 0 0
0 0 0

Beispiel 17.3.15. Gegeben sei die Matriz

(-1 8 —4
A= 5 4 4 7| eR¥>3,
8 -1 —4

bzw. der Endomorphismus fs : x — Az des R® bzgl. der Standardbasis. Wegen A -'A = 13 ist A bzw. fa
orthogonal, also auch normal nach 17.5. Gemdf$ 17./ haben alle Eigenwerte von f den Betrag 1 und nach 17.3
ist det A = 1. Da da charakteristische Polynom vom Grad 3 ist, gibt es mindestens einen reellen Figenwert,
der also +1 ist. Hier ist \y = 1, Mg 3 = %(—5:|:2i\/ﬁ) und det A = 1, also fo € SO(3), d.h. A ist (neben
dem ublichen lingen-, abstands-, winkel- und volumentreu) orientierungstreu aber nicht reell orthogonal diago-
nalisierbar. Die Elemente der SO(3) sind Drehungen, Drehachse ist der Eigenrauwm zum Eigenwert 1. Da nicht
alle Eigenwerte von A in R liegen, ist A nur iber C unitir diagonalisierbar, so wie das etwa im letzten Beispiel
gezeigt wurde.
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17.4 Normalformen normaler Endomorphismen

e Wenn man, wie im letzten Beispiel, einen normalen Endomorphismus hat, der aber nichtreelle Eigenwerte
hat, so ist man trotzdem auch an einer moglichst einfachen reellen Darstellung interessiert.

e Solch eine einfache reelle Darstellung kann man in der Tat iiber die komplexe Diagonalform berechnen.

e Diese so genannten Spektralsitze (die Menge der Eigenwerte eines Endomorphismus heifst auch sein Spek-
trum) werden hier ohne Beweis angegeben:

Satz 17.4.1 (Spektralsatz). Es sei f ein normaler Endomorphismus eines n-dimensionalen Euklidischen Vek-
torraumes (V, (| )) mit den Eigenwerten A1,..., A\ € R und A\ry1 = a1 +i61,..., Arps = a5 + i85 € C (mit
r+s=mnund B1,...,08s # 0, Figenwerte jewezls entsprechend ihrer Vielfachheit nummemert}. Dann existiert
eine Orthonormalbasis B von V', so dass

0

ay —f

O Qs _Bs

Bs s

e Hat das charakteristische Polynom des Endomorphismus f nur reelle Nullstellen, so ist f nach 17.3.10
orthogonal diagonalisierbar.

e Hat das reelle charakteristische Polynom von f dagegen auch nichtreelle Nullstellen (wie im Satz), so treten
diese bekanntlich paarweise konjugiert komplex auf. In diesem Fall f nach 17.3.10 unitér diagonalisierbar.

e Sind o+ zwei konjugiert komplexe Eigenwerte, dann gehéren dazu auch konjugiert komplexe Eigenvek-
toren, denn mit der Linearitéit von f rechnet man leicht nach'”

flo+iw) =(a+if8)(v +iw) =
f(v—iw) =(a —iB)(v — iw) mit Vektoren v, w aus dem reellen V .
e Die komplexen Eigenvektoren sind orthogonal zueinander, d.h. (komplexes Skalarprodukt)

0 =(v +iw|v —iw) = (v|v) + (v]—iw) + {iw|v) + (ivw|—iw) =

=(vlv) = (wlw) —i((v|w) + (w|v)) =
(v]v) =(wlw), (v|w) = —(wlv). (17.6)

e Ist v + iw sogar normiert, so gilt

1 =(v + iw|v + iw) = (v|v) + (v]iw) + (tw|v) + (w|iw) =

(vlv) + {wlw) + i({v]w) = (w|v)) =
(vlv) + {wlw), (v]w) = (w|v). (17.7)

e Aus 17.6 und 17.7 zusammen folgt

1
(vfv) = 5 = (wlw), (v|w) =0 = (wlv),
d.h. v/2v und v2w sind reell und orthonormal.

e Aus
F(0) + if(w) = f(v+iw) = (a+if)(v +iw) = av - fuw + i(aw + Bv)
folgt durch Vergleich von Real- und Imaginirteil
f()=av - pw, f(w) =aw+ Buv, (17.8)

17Benutzt man f mit komplexem Argument, so ist das streng genommen eine neue Funktion fauf V.= {v+iw]| v,w € V}. Es
stiftet aber keinen Schaden, wenn man die auch f nennt.
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e Beziiglich des Basisfragments (w, v) der insgesamt aufzubauenden geordneten Basis des reellen V' bekommt
man gerade den Teilblock

a —p
8 «

der gesamten Abbildungsmatrix.

Folgerung 17.4.2. Es sei f ein schiefadjungierter Endomorphismus eines n-dimensionalen Euklidischen Vek-
torraumes (V, (| )). Solch ein f hat nur rein komplexe Eigenwerte \; = i3; (— Ubung 13.7; dabei kann durchaus
auch 8 =0 sein). Damit sieht die Normalform laut Spektralsatz so aus:

0'.'0 0

0 -5
[flp = 0

O 0 _ﬂs

Bs 0

Folgerung 17.4.3. FEs sei f ein orthogonler Endomorphismus eines n-dimensionalen Fuklidischen Vektor-
raumes (V,( | )). Gemaf$ 17.4 haben alle Eigenwerte von f den Betrag 1. Deshalb kann man bei denen statt
A= a+ 18 auch schreiben A = cos ¢ + isin . Somit sieht die Normalform so aus:

1'.'0 O

cos 1 —sin gy
sin 1 cos 1

O cos s —sin g

sin s €os s

e Es seien ¢ = cos(y), s = sin(p) mit 0 < ¢ < 27, p # .

e Dann liefert der Spektralsatz die folgenden orthogonalen Endomorphismen des R? und R3:

Normalform | Typ EWe | det | sonst
(é (1)> idgz =Drehung um 0 1,1 1
1 0 ) 9 .
Spiegelung an x-Achse 1-1 -1 | ff = idge,
0 -1 . .
involutorisch
-1 0 . 9 .
0 -1 Punktspiegelung an | -1,-1 1 | f7 = idge,
0 = Drehung um =« involutorisch
<z _CS) Drehung um ¢ # 0,7 ctis| 1

Abbildung 39: Normalformen orthogonaler Endomorphismen des R?
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Normalform | Typ EWe det | sonst

b

%) idgs=Drehung um 0 1,11 1

0

0 ) Spiegelung an © — y- 1,1,-1 1| 2 = idgs,
1 . .
Ebene involutorisch

) Drehung um z-Achse, 1,-1,-1 1 | f2 = idgs,
Winkel 7 involutorisch

Drehspiegelung um m involutorisch

é p Ps) Drehung um x-Achse, | 1,c+is 1 | cos(p) =
s cC r

. Spur A—1
Winkel ¢ =P —

10 0
( 0 -1 0 ) Punktspiegelung an 0, -1,-1,-1 1| f2 = idgs,

s) Drehspiegelung - | =l,etis | -1 | cos(p) =
Spur A+1

Achse, y — z-Ebene,
Winkel ¢

2

Abbildung 40: Normalformen orthogonaler Endomorphismen des R3

Beispiel 17.4.4. Betrachtet wird nochmal die Matriz aus 17.3.15:

(-1 8 4
A:§ 4 4 7 | eR¥>3,
8 -1 —4

Es war bereits gezeigt worden, dass fa € SO(3) ist und die Eigenwerte \y =1, Ao 3 = é (—5 + 2iv/ 14) hat.
Die zugehorigen Eigenrdume sind

2 ) —2+ 3iy/14
E,(1)=Lin 3], Ea (9 (75 + Qi\/ﬂ)) = Lin | -3 7 2iy/14
1 13

E (1) ist (als reeller Vektorraum) die Drehachse der Drehung fa.

Die berechneten komplezen Eigenriume sind beziglich des kanonischen komplezen Skalarprodukts im C> ortho-
gonal zueinander.

Gemdf Voriberlequng stellt man sich aus dieser komplexen Basis eine reelle ON-Basis zusammen, indem man
die reellen Figenvektoren normiert iibernimmt und von den konjugiert komplexen Eigenvektoren jeweils den
normierten Real- und Imagindrteil ibernimmt:

L (2

bi=—— (3] € BA(1),

1 \/ﬁ | A( )

by 1= 32 Im(v) von v aus E (1( 5i2'\/14)>

=—— | -2 | =Im(v v = |- 1 ,

VB, “\9
T 1

by :=—— | =3 | = Re(v) von v aus E4 ( (75 + 21\/14)) .
182 \ 13 9

Wechselt man zur neuen Basis B = (b1, b, b3) des R® bzw. transformiert man mit der Matriz T := (by, by, b3),
so folgt mit 17.8

T'AT =TAT =0 -



Die entspricht dem 5.Eintrag in Abbildung 40 mit cos(¢) = —2, sin(p) = 2 v/14. Den cos(p) kann man auch

__ Spur A-1
- 2

direkt aus der urspringlichen Matriz A mit der Formel cos(y) ablesen.
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